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MATEMATICA I TEORICO-PRACTICO 9
COMBINATORIA

1. Combinatoria

1.1. Introduccién

Muchos problemas tienen que ver con el niimero de maneras en que un conjunto
de objetos se puede arreglar, combinar o escoger, o con el nimero de formas en que
una sucesion de eventos se presenta. Estudiaremos los métodos de enumeracién que
permitan resolver esta clase de problemas.

1.2. Principio de multiplicacién

Supongamos que un procedimiento designado como 1 puede hacerse de n; man-
eras. Supongamos que un segundo procedimiento designado como 2, se puede hacer de
ne maneras. También supongamos que cada una de las maneras de efectuar 1 puede
ser seguida por cualquiera de las maneras de efectuar 2. Entonces el procedimiento
que consta de 1 seguido por 2 se puede hacer de n; - no maneras. Si en las mismas
condiciones siguieran los procedimientos 3, 4,..., j, el nimero de formas en que pueden
realizarse los j procedimientos uno seguido del otro es:

N=ny-ng-...-n;

Para indicar la validez de este principio es mas sencillo considerar el siguiente enfoque
esquematico (llamado arbol) con un ejempo concreto. Federico se pondré un pantalén
una camisa y un pullover, dispone de dos pantalones, uno negro y otro gris, tres
camisas, blanca, celeste y escosesa, un pullover marrén y otro azul; quiere saber de
cuantas maneras puede vestirse.

Pantalon Pullover Camisa

Blanca
Marrén Celeste
Escocesa
—  Blanca
Azul Celeste
Escocesa
Blanca
Marrén Celeste
Escocesa
—  Blanca
Azul Celeste
Escocesa

Gris ———

Negro
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Esta claro que por cada pantalén tiene dos pulloveres, y que por cada eleccion
de pantalén y pullover tiene tres camisas, luego el nimero de formas en que puede

vestirse es:
N=2.2.3 — N=12

1.3. Principio de adicion

Supongamos que un procedimiento, designado como 1, se puede hacer de n; man-
eras, y que un segundo procedimiento, designado como 2, se puede hacer de ny man-
eras. Supongamos ademds que no es posible que ambos, 1 y 2, se hagan juntos.
Entonces el nimero de maneras en que se puede hacer 1 o 2 es ny + ny. Si en las
mismas condiciones siguieran los procedimientos 3, 4,..., 7, el nimero de formas en
que pueden realizarse los j procedimientos es:

N:n1+n2+-.-+nj

Usemos otra vez el enfoque esquematico de un ejemplo para convencernos de la
validez del principio de adiciéon. Francisco proyecta un viaje y debe decidir entre el
transporte por micro o tren.

Bala
Tren

Carreta

Linea 1
Micro Linea 2

Linea 3

Hay tres rutas para el micro y dos para el tren, entonces hay 3 + 2 = 5 rutas
disponibles para el viaje.

1.4. Permutaciones
1.4.1. Permutaciones de n objetos diferentes

Consideremos n objetos diferentes. La pregunta que contestaremos es: jDe cudntas
maneras se pueden agrupar (permutar) estos objetos 7
Por ejemplo, si tenemos los objetos: & O { podemos considerar las siguientes resul-
tados: & O O, & O 0, S D, SO & OO & O Asila respuesta es 6.
Consideremos el esquema siguiente para aclarar como se puede contar el nimero de
resultados:

Elecciéon 1 | Eleccion 2 | Eleccién 3

Obtener un resultado sera completar los tres compartimientos con los tres objetos;
para completar el primero (Eleccién 1) hay tres posibilidades, para completar el se-
gundo (Eleccién 2) hay dos posibilidades, y una para terminar completando el tercero
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(Eleccién 3). Si aplicamos el Principio de multiplicacién el nimero de permutaciones
Sera:

P(3)=3-2-1 — P(3)=6

Otra forma de esquematizar los resultados es:

Eleccion 1 Eleccion 2 Eleccién 3

L ) &

V)
& &
@ &

&
L 3 V)
Q &

[ 3
& Q

Volvamos ahora a nuestra pregunta original. Agrupar los n objetos es equivalente
a ponerlos en una caja con n compartimentos en algtin orden especifico; o construir un
arbol donde para la primera elecciéon habra n posibilidades, para la segunda eleccién
habra n—1 posibilidades, para la tercera eleccion habra n—2 posibilidades, ..., para la
ultima eleccién habré una sola posibilidad. Aplicando el Principio de multiplicacion:

Pn)=n(n—-1) (n—2)..,321
Este niimero ocurre tan a menudo en matematicas que presentamos un nombre y

un simbolo especiales para él.

Definicién: Si n es un entero positivo, definimos el niimero n! como:
nl=nn—-1)(n—-2)(n—-3)..4321

y lo llamaremos factorial de n, o simplemente n — factorial. Definimos tambien
ol=1

Resumiendo: Llamaremos P(n) a las permutaciones de n objetos distintos, y su
numero sera:

P(n) = nl

1.4.2. Permutaciones con grupos objetos repetidos

Consideremos n objetos entre los cuales hay j iguales. Llamaremos P(n,j) a las
permutaciones de los n con j iguales. Esté claro que cada vez que cambiemos de lugar
los objetos iguales entre si no obtendremos un resultado distinto, el niimero de estos
cambios es justamente j!, luego tendremos la relacién:

P(n,j) j'=P(n) — P(n,j)= M

4!
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Si tuviéramos n objetos entre los cuales hay j iguales y t iguales, un razonamiento
igual al anterior nos conduciria a:

P(n,j,t) = —=
De esta manera podriamos extendernos a casos con mas grupos iguales.

1.5. Variaciones de n elementos tomando £
1.5.1. Variaciones de n elementos tomando k. Sin repeticiéon

Sean n elementos distintos, se trata de elegir k elementos, también distintos, entre
los n dados (0 < k < n). La situacién es similar a la anterior, solo que hay k
compartimientos, para el primero hay n posibilidades, para el segundo hay n — 1
posibilidades, para el tercero hay n—2 posibilidades, ..., para el ltimo hay n— (k—1)
posibilidades.
Por ejemplo, si tenemos los elementos: & & O M, y queremos tomarlos de a dos,
habra cuatro posibilidades para tomar el primero y tres para tomar el segundo, en
total doce variaciones. En simbolos:

Se deja como ejercicio la construccion del arbol de resultados. Importante: notar
que, por ejemplo, el caso &< es distinto a {db.

Resumiendo: Llamaremos V'(n, k) a las variaciones de n objetos distintos toman-
do k, y su nimero sera:

Vin,k)=n(n—-1) (n—-2)..(n—k+1) — V(n,k)zm

1.5.2. Variaciones de n elementos tomando k. Con repeticién

Sean n elementos distintos, se trata de elegir k£ elementos que pueden repetirse.

Por ejemplo, se tienen cuatro bolillas numeradas del 1 al 4 en un bolillero, se forman
niumeros de tres digitos, para ello se extrae una bolilla, se anota el digito y se repone
al bolillero, pudiendo en la siguiente extraccion resultar la misma, de este modo el
resultado 222 es posible. En este caso k puede ser mayor que n, en nuestro ejemplo,
si reponemos , podriamos formar niimeros de siete cifras con las cuatro bolillas.
En general, si pensamos en k£ compartimientos, para el primero hay n posibilidades,
para el segundo hay n posibilidades, para el tercero hay n posibilidades, ..., para
el dltimo hay, también, n posibilidades. Llamaremos V*(n, k) a las variaciones de n
elementos, tomando k de entre ellos, con repeticién (o con reposicién). El nimero de
esta variaciones sera:

V*(n, k) =nF
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1.6. Combinaciones de n elementos tomando k&
1.6.1. Combinaciones de n elementos tomando k. Sin repeticion

Consideremos nuevamente n objetos diferentes. Esta vez estamos interesados en
contar el nimero de maneras en que podemos escoger k de esos n objetos sin considerar
el orden.

Por ejemplo, si tenemos los objetos: & © < y los tomamos de a dos la totalidad de
los resultados es:

&0 &O Q0

No contamos &< O como casos distintos puesto que los mismos objetos estdn rela-
cionados y sélo difiere el orden.

Llamaremos C(n, k) a las combinaciones de n tomados de a k. Para obtener el re-
sultado general recordemos las formulas derivadas anteriormente para el nimero de
maneras de elegir k objetos entre n distinguiendo el orden y para permutar £ objetos,
en simbolos V'(n, k) y P(k). Observar que una vez que se han escogido los k objetos,
hay P(k) maneras de permutarlos. Por tanto, si en C(n, k) no se tiene en cuenta el
orden valdra la relacién:

n!

C(n, k) P(k) =V (nk) — Cmﬁﬂm=gﬁjﬁ

Finalmente:

n!
C k) = 1 —h)

Otra notacién muy usada para C(n, k) es: (Z)

1.6.2. Combinaciones de n elementos tomando k. Con repeticion

Por dltimo tomemos k elementos de entre n sin que nos importe el orden y pu-
diendo repetirlos. Por ejemplo queremos saber de cuantas maneras distintas puede
comprarse una docena de facturas si se elige entre tres clases. Llamaremos C*(n, k)
a estas combinaciones y las calcularemos:

. (n+k—1)!
k) =

2. C(Calculo de Probabilidades

Aplicaremos lo aprendido, al cdlculo de probabilidades de eventos simples. Para
ello daremos una modesta introduccién al tema. Consideremos una clase de experi-
mentos, a los que llamaremos aleatorios, que estaran caracterizados por:

1. Es posible repetir cada experimento indefinidamente sin cambiar esencialmente
las condiciones.

2. Si bien no podemos indicar cual sera un resultado particular, podemos describir
el conjunto de todos los resultados posibles del experimento.
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3. A medida que el experimento se repite los resultados individuales parecen ocurrir
en forma caprichosa. Sin embargo, cuando el experimento se repite un gran
nimero de veces, podemos encontrar un modelo definido de regularidad.

Por ejemplo:
1. Se lanza un dado y se observa el niimero que aparece en la cara superior.
2. Se lanza una moneda cuatro veces y se cuenta el nimero de caras obtenidas.

3. Se toman muestras de un decimetro ciibico de semillas de girasol y se cuentan
las que no superan cierto tamano.

Espacio muestral es el conjunto de todos los resultados de un experimento aleato-
rio.

Evento es un conjunto de resultados de un experimento aleatorio, un subconjunto
del espacio muestral.

Daremos una definicién ”precaria” de probabilidad diciendo que: Si un evento E puede
suceder de m maneras entre los ¢ resultados igualmente posibles de un espacio mues-
tral. La probabilidad de dicho evento esta dada por:

Ejemplo: Consideremos el experimento de tirar un dado y anotar el nimero que
aparece en su cara superior. Se considera que es un dado equilibrado. la cantidad de
resultados posibles es 6.

El evento A:"sale el niimero 4”tiene un tnico resultado posible. Luego P(A) = .
El evento B:”sale un nimero par”tiene tres resultados posibles. Entonces P(B) =

W

3. Ejercicios
1. Encontrar el nimero de permutaciones.

a) {Cudntos anagramas distintos pueden formarse con las letras de la palabra
FORESTAL?
b) (De cudntas maneras distintas pueden formarse en una fila diez personas?

¢) En una fruterfa se venden nueve variedades distintas de manzanas. jde
cuantas maneras diferentes se pueden escribir los nombres de las manzanas
sobre un cartel.

2. Encontrar el niimero de permutaciones con grupos de elementos repetidos.

a) {Cudntos anagramas distintos pueden formarse con las letras de la palabra
AGRONOMIA?

b) ;(De cudntas maneras distintas se pueden ubicar en una mastil tres ban-
deras rojas, cuatro banderas azules y dos banderas verdes?

c¢) ;De cudntas maneras distintas se pueden ubicar en una hilera las piezas
blancas de un juego de ajedrez?
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3. Encontrar el nimero de variaciones sin repeticion.
a) Se tienen los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ;Cudntos niimeros de tres cifras
distintas pueden formarse?

b) (De cudntas maneras pueden tomarse las letras del conjunto {A,B,C,DE.F G}
para formar cédigos ordenados de cuatro letras distintas?

¢) ;De cudntas maneras pueden asignarse cuatro alumnos en seis comisiones,
si cada comisién recibe a lo sumo un alumno?
4. Encontrar el nimero de variaciones con repeticion.
a) Se tienen los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ;Cudntos nimeros de tres cifras
pueden formarse?

b) (De cudntas maneras pueden tomarse las letras del conjunto {A,B,C,D,E.F G}
para formar cédigos ordenados de cuatro letras?

¢) (De cuintas maneras pueden asignarse cuatro alumnos en seis comisiones?
5. Encontrar el nimero de combinaciones sin repeticion.

a) En un examen, un alumno debe seleccionar seis preguntas de un grupo de
diez, sin importar el orden. ;De cuantas maneras puede realizar la selec-
cién?

b) Si hay diez jugadores de basquet, jcudntos equipos distintos pueden for-
marse si no se distinguen los puestos que los jugadores ocupan en la cancha?

¢) (De cudntas maneras pueden comprarse tres lapiceras de distinto color si
hay para elegir ocho colores?

6. Encontrar el niimero de combinaciones con repeticion.
a) {De cuantas maneras puede comprarse una docena de facturas si hay para

elegir tres clases?

b) ;(De cudntas maneras pueden comprarse tres lapiceras si hay para elegir
ocho colores?

c¢) (Cudntas cajas distintas con media docena de empanadas puede prepararse
si hay para elegir nueve clases?

7. Se tienen tres libros de botanica dos de apicultura y cuatro de biologia

a) {De cudntas maneras pueden acomodarse en un estante?

b) ;De cuantas maneras pueden acomodarse, si los libros de botanica deben
estar juntos?

c¢) ;De cuéntas maneras, si se empieza siempre con los libros de apicultura
juntos y a la izquierda?

8. (Cuantas patentes de tres letras mayusculas seguidas de tres nimeros pueden
formarse?
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9. En un grupo de veinte personas hay doce mujeres y ocho hombres. Se debe
formar una comision de cinco miembros.

a) {De cudntas maneras puede hacerse?

b) ;De cuantas maneras, si debe haber un solo hombre?

¢) (De cuantas maneras, si debe haber exactamente tres hombres?
d) ;De cudntas maneras, si debe haber al menos tres hombres?

10. Un byte estd formado por ocho bit (acrénimo de Binary Digit), cada uno de
estos bit puede tomar dos valores, cero o uno. ;Cuédntos byte distintos pueden
formarse?

11. Se arroja dos veces un dado equilibrado. Calcular la probabilidad de obtener
dos nimeros que sumados den cuatro.

12. En un apiario hay 50 colmenas, cinco estan afectadas por nosemosis.
a) Si se elige una colmena al azar, calcular la probabilidad de que esté infec-

tada.

b) Si se eligen tres colmenas al azar, calcular la probabilidad de que las tres
estén infectadas.

c) Si se eligen tres colmenas al azar, calcular la probabilidad de que por lo

menos una esté infectada.

13. De un grupo, de ocho hombres y siete mujeres se elegird un grupo de cuatro
personas para formar un comité.

a) Calcular la probabilidad de que se elijan dos hombres y dos mujeres.

b) Calcular la probabilidad de que el comité tenga por lo menos una mujer.
14. Suponer que se extraen dos cartas de una baraja espanola.

a) Calcular la probabilidad de sacar dos cuatros.
b) Calcular la probabilidad de que ambas sean espadas.
15. Se tiene un bolillero con tres bolillas numeradas del uno al tres. Se extraen las
tres bolillas
a) Calcular la probabilidad de que el nimero que resulta sea par.

b) Calcular la probabilidad de que el nimero que resulta comience con uno.
16. Suponer que se extraen tres cartas de una baraja espanola.

a) Calcular la probabilidad de sacar tres cuatros.
b) Calcular la probabilidad de sacar el as de espadas.

c¢) (Solo para jugadores de truco) Calcular la probabilidad de tener treinta y
tres de envido, si se juega sin flor.



