Desventajas del uso
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Mediana

EJEMPLO 3.4
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Para encontrar la media de datos muestrales exhibidos en una tabla de
frecuencias, usamos la férmula siguiente:

" Media muesteal para datos en una tabla de frecoencias

La media tiene una seria desventaja: se ve afectada por los valores
extremos del final de una distribucién. Como depende del valor de cada
medida, los valores extremos pueden llevarla a representar defectuosa-
mente los datos.

Suponga que un corredor de maratén ha corrido en seis de los maratones més grandes
del pais, quedando en las posiciones siguientes (el orden es el de los maratones):

3546 2 85

En la dltima carrera, en la que él ocup6 el 85° lugar, fue todo el tiempo tratando de
ganar la carrera. Corrié en primer lugar las primeras 22 millas, pero le dieron
calambres y tuvo que caminar parte de las tltimas cuatro millas. Si la media se usa
para describir la habilidad del corredor, entonces debe usarse el valor 17.5, pero como
termind a lo mds en sexto lugar en las cinco primeras carreras, no parece razonable
usar la media para medir su capacidad de correr. Quizé la mediana proporcione una
medida mejor, pues en este ejemplo la media se afecta mucho por el valor extremo 85.

Para datos medidos en al menos una escala de intervalo, la mediana es el
puntaje medio ordenado. Por ejemplo, la mediana de los puntajes ordenados
de un examen 9, 22, 37,45y 57, es 37.

Cémo determinar la mediana
1. Ordene los datos.
2. Si el nimero de medidas es impar, entonces la mediana serd la medida en
el centro, pero si el nimero de medidas es par, la mediana es la media de
las dos medidas que ocupan posiciones centrales.

La mediana de una poblacién se denota por u y la mediana de una muestra
se denota por X.

Suponga que en los dltimos siete juegos los Bobcats anotaron los nimeros siguientes
de puntos:

6 10 3 21 0 35 14
La mediana de los puntos anotados se encuentra ordenando primero los puntajes:

0 3 6 10 14 21 35
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Se ve facilmente que el puntaje correspondiente a la mediana es 10, pues sélo un
puntaje ocupa la posicion central. Si en el préximo juego los Bobcats anotaran 42
puntos, entonces los ocho puntajes formarfan la secuencia siguiente:

0 3 6 10 14 21 35 42
Como ahora hay un ndmero par de puntajes, los valores 10 y 14 ocupan las posiciones
de en medio, y resulta que la mediana es 12, el promedio de 10y 14.

EJEMPLO 3.5

Como la mediana es el valor de en medio para una distribucién, puéde no haber tanto
valores por debajo como por encima de él. Por ejemplo, considere la muestra
siguiente de cinco valores:

6 6 6 7 8

El valor 6 de la mediana no tiene valores por abajo de él, pero tiene dos valores que
lo superan.

El uso de la mediana para datos de intervalo posee tanto ventajas como
desventajas. Una ventaja es que la mediana no se ve afectada por puntajes
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extremos al final de la distribucién; ésta fue la razén de escoger la mediana
para representar la medida “de en medio”, para los datos de calificaciones
ilustrados en el ejemplo del principio de la seccidn; la desventaja del uso de
la mediana reside en que no es ficilmente determinable si el conjunto de
datos es grande, puesto que las medidas deben ordenarse primero, ponerse
en orden numérico de menor a mayor o al contrario. Para conjuntos grandes
de datos que han sido organizados en una tabla de frecuencia donde los
valores de x estdn ordenados, o un diagrama de tallo y hojas ordenado, la
mediana se encuentra asi:

Si n es impar, la mediana es la medida en el lugar (n + 1)/2; y si n es par, la
mediana es el promedio de las medidas en los lugares n/2 y n/2 + 1.

Note que (n + 1)/2 no representa una de las medidas, sino el nimero de
valores que deben contarse para llegar a la mediana. Para los cinco valores
ordenados 4, 8, 12, 13 y 14, lamedida con rango (5 + 1)/2 =3 es 12.

Encuentre la mediana para los datos muestrales organizados en la tabla 3.2,
una tabla de frecuencia que representa el niimero de faltas en cada periodo
de clases durante la primavera de 1988 en un grupo de introduccién a la
filosofia.

Nimero de faltas Frecuencia  facumulada

Datos de faltas para la
aplicacién 3.2

Moda

0 10 10
1 10 20
2 8 28
3 4 22
4 8 40

Solucién: Como consecuencia de la regla dada y el hecho de que haya 40
medidas involucradas, la mediana es el promedio de las medidas vigésima
y vigésima primera; note que como hay (in nimero par de medidas, dos de
las medidas ocupan las posiciones de en medio; para llegar a la mediana
podemos contar ya sea en direccién de la medida menor a la mayor, o
viceversa. Como el valor nimero 20 contando desde 1a medida menor, es el
valor 21 contando desde 1a medida mayor, sélo necesitamos promediar esos
valores contando desde el valor menor, por lo tanto, la mediana de los datos
es (1+2)/2=1.5faltas. m

/

. Lamoda, si se da, es la medida mds frecuente; tiene dos ventajas: para ciertas

muestras pequeiias, se le determina ficilmente y, en general, no se ve afectada
por los valores extremos al final de un conjunto de datos ordenados, como
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EJEMPLO 3.6

EJEMPLO 3.7

EJEMPLO 3.8

EJEMPLO 3.9

264 Mt. Savage
324 Wellersburg
463 Lonaconing
689 Frostburg
697 Cumberland
722 Cumberland
724 Cumberland
729 Cumberland
759 Cumberland
777 Cumberland
895 Grantsville

en el ejemplo 3.7; cuando se analizan datos cualitativos, como en el ejemplo
3.8, 1a moda es la tinica medida de tendencia central que puede utilizarse.
Finalmente, la moda puede usarse como una medida de tendencia central
para datos numéricos empleados en sentido cualitativo (véase el ejemplo
3.9).

Con las medidas
1 1 3 3 3 2 7 8

la moda es 3.

La moda no se ve afectada por medidas extremas, como se observa en las dos
muestras siguientes, A y B, cada una con una moda de 2.

A1,2,2,2,3,78
B:1,2,2,2,3,8

La medida extrema de 78 en la muestra A no tiene efectos en el valor de la moda.

Suponga que los tipos de sangre para un grupo de 12 estudiantes de enfermeria son
A, A, B, A, AB,0,0,B,0, A, By AB. Lamoda, o el tipo de sangre mds frecuente,
es el tipo A, paraestos datos, no tiene sentido usar la media o la mediana para localizar
una observacién central, ya que la moda es la inica medida de tendencia central que
tiene sentido aqui.

La C & P Telephone Company proporciona servicio local s6lo a puntos ubicados en
un drea geografica especifica; cualquier llamada hecha desde un punto dentro de ese
circuito de llamadas a un punto fuera de él tiene un cargo adicional que hace la
compaiifa mencionada. Los primeros tres digitos de un nimero telefonico de siete
indican el 4rea a la cual se llama, y los dltimos cuatro el lugar dentro del 4rea de la
llamada; los lugares a los que se pueden llamar desde un teléfono localizado en una
cierta 4rea se identifican porque el nimero telefénico comienza con 689. Cada uno
de los niimeros siguientes representa los primeros tres digitos de una muestra de
llamadas hechas por un negocio desde un teléfono localizado en el drea de llamadas
de Frostburg, durante un periodo de una hora:

264 324 463 689 697 722 689 895 324 324

;Cual observacién deberemos usar para representar el valor central de esta mues tra?
Aunqgue las observaciones son nimeros, €stos representan datos medidos en una
escala nominal y se usan en sentido cualitativo; s6lo representan etiquetas y el orden
no esta involucrado, en consecuencia, la mediana no tiene sentido porque los datos
no toman un orden particular. Por ejemplo, no tiene sentido preguntarse por la
relacién de orden entre 264 y 324, o entre Cumberland y Cumberland; tampoco tiene
sentido promediar las diez observaciones porque los nimeros no se usan en un sentido
cuantitativo y no tiene caso sumarlos. ;Qué interpretacion le dariamos a (264 +324)
en el contexto de este ejemplo? La tinica medida de tendencia central que es apropiada
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EJEMPLO 3.10

EJEMPLO 3.11

Rango medio

_ APLICACION 3.3

* APLICACION 3.4°
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para esta aplicacién es la moda,; el valor de la moda es 324. Esto puede servir para
representar el valor central de las diez observaciones.

Una moda para datos en una tabla de frecuencia, se encuentra localizando
el valor de frecuencia méxima, si no todas las frecuencias son iguales. El
valor de x que corresponde al valor de frecuencia méxima se toma como una
moda. Para la aplicacién 3.2, se ve facilmente que las modas son O y 1.

La moda tiene varias desventajas como medida de tendencia central; una de
ellas es que para un cierto conjunto de datos puede no haber moda; esta
situacién surge cuando todos los datos tienen la misma frecuencia; otra desven-
taja es que la moda puede existir pero no ser tnica, como en el ejemplo 3.11.

Las medidas
rojo negro café azul

no tienen moda. Las medidas

2 2 3 3 4 4 55
tampoco tienen moda.

Con las medidas: rojo, rojo, rojo, negro, azul, blanco, blanco y blanco; tanto rojo como
blanco son modas. En este caso la coleccidn de observaciones se llama bimodal.

Elrango medio de un conjunto de datos es el promedio de las medidas mayor
y menor.

Los siguientes son los niimeros de torceduras necesarios para romper ocho
barras forjadas de una aleacién: 32, 38, 45, 44, 27, 36, 40 y 38. Determine
el rango medio.

Solucién: El rango medio es el promedio de las medidas mayor y menor. La
medida mayor es U = 45 y 1la medida menor es L =27. El rango medio es

Rango medio = _1142;([

_27+45
T2

=36 =B
(Qué medida de tendencia central debe usarse para indicar el salario
central de todos los trabajadores en Estados Unidos?

Solucién: La medida preferible es 1a mediana. Debido a los salarios eleva-
dos en un extremo de la escala, ni la media ni el rango medio deben usarse;
desde luego, 1a medida apropiada dependerd de cémo se le vaya a utilizar,
para indicar el estado financiero en el mercado internacional, a los estadou-
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Medidas de colocacion

EJEMPLO 3.12

Percentiles

EJEMPLO 3.13

EJEMPLO 3.14

nidenses les gustaria usar la media. Una razén para no usar la moda es que
no hay garantia de que exista una dnica moda; puede no existir o haber un
gran niimero de valores que ocurran con mayor frecuencia.

Un punto de posicién, para una distribucion, es aquel valor para el cual una
porcién especifica de la distribucién queda en o debajo de €l; la mediana es
un ejemplo de punto de posici6n, y también lo son los percentiles, deciles y
cuartiles. ‘

Un 50% de la distribucién es menor o igual que la mediana, y otro 50% es mayor o
igual que la mediana, por lo tanto, la mediana es un punto de posicidn.

El n-ésimo percéntil, denotado con P,, es el valor para el cual al menos n% de la
distribucién cae en o por debajo de él y al menos (100 —n)% cae en o por arriba de él.

Un conjunto de datos tiene 99 puntos percentiles que lo dividenen 100 partes;
cada parte contiene aproximadamente 1% de las medidas. Estos puntos
percentiles se etiquetan con Py, Py, Ps, P, ... Py. ‘

Supongamos que queremos encontrar el vigésimo quinto punto percentil, o percentil
25, de la muestra exhibida en el siguiente diagrama de tallo y hojas ordenado:

7 8 9

9

- OO W

9 .
[81L9]
5 7
4 7
g 8

8

N O = N
o 0 H = 3

o0 N1 N bW

El tamaiio de la muestra es n = 32. El percentil 25 es aquella medida para la cual al
menos 25% de la muestra cae en o debajo de él y al menos el 75% se ubica en o por
encima de él. '

(25%)(32) = al menos 8 valores en o debajo de €l.

(75%)(32) = al menos 24 valores en o por encima de €l

Si contamos ocho hojas desde la punta del tronco, llegamos a la hoja 8 en el tallo 4.
El valor 48 tiene 8 valores en o debajo de él y 24 valores encima; el valor 49 también
satisface esas condiciones porque 8 valores estin debajo de €l y 24 encima. El
percentil 25 es el promedio de 48 y 49; por lo tanto, Ps = 48.5.

Suponga que queremos encontrar el trigésimo percentil de los datos del ejemplo 3.13.
El percentil 30 serd aquella medida que tenga al menos 30% de la muestra en o por
debajo de ella y al menos 70% de la muestra en o por encima de ella.
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(30%)(32) = al menos 9.6 valores en o por debajo de ella

(70%)(32) = al menos 22.4 de los valores en o por encima de ella

Como en el proceso de contar se obtienen nimeros enteros, el trigésimo percentil
debe tener al menos 10 valores en o debajo de él y 23 valores en o encima. de él.
Cuando menos en ambos casos hemos escogido el minimo entero mayor que el
producto, al examinar el diagrama de tallo y hojas del ejemplo 3.13, determinamos
que 50 satisface ambas condiciones. Asi, Py = 50. ;

314 46 9
4136 7 89

s {[o]J1 157 7 809
6| 0 0 4 4 7
71158 8 8 9
g8 | 4 6 8 8

Los cuartiles son nimeros que dividen en cuatro partes a un conjunto ordenado
de medidas, extendiéndose desde la minima hasta la maxima medida, por lo que
cada parte cuenta con aproximadamente 25% de las medidas.

Hay tres puntos cuartiles, denotados con Qy, Q,, Qs. El primer cuartil, Oy, es
el percentil 25, el segundo cuartil, Q,, es el percentil 50 o la mediana, y el
tercer cuartil, Qs, €s el 75° percentil.

Q1= Pys
Or=Xx=Ps
Q3= Pys

Los deciles son niimeros que dividen en diez partes a un conjunto de medidas
que van desde la menor a la mayor, de tal forma que cada parte contiene
aproximadarmente 10% de las medidas.

Hay nueve deciles, denotados con Dy, D, Ds,... y Do; D, es el n-ésimo decil,
cada punto decil corresponde a un punto percentil. Por ejemplo, Dy = Py,
D, = Py, y asi sucesivamente.

Una muestra de doce trabajadores se prob6 en cuanto a su capacidad de
sostener firmemente un objeto; las medidas, ordenadas de menor a mayor,
fueron 80.6, 89.9, 101.4, 102.6, 115.0, 120.1, 123.4, 126.3, 131.8, 138.6,
151.6 y 160.5. Determine: '
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a)
b)
c)
d)

el primer cuartil.
el segundo cuartil.
el tercer cuartil.

el segundo decil.

Solucién:

a)

b)

c)

d)

El primer cuartil es el vigésimo quinto percentil.

O, tendrd cuando menos (0.25)(12) = 3 valores que caen en o debajo de él.

Q. tendrd, también al menos (0.75)(12) = 9 valores que caen en o por
encima de él.

Al menos tres observaciones deben estar en o por debajo de Q; y al menos
nueve en o por encima de Q;; los valores 101.4 y 102.6 cumplen ambos estos
requerimientos. El primer cuartil O, es por esto el promedio de 101.4 y 102.6.
De aqui que:

0= 101.4-; 102.6 _ 102

El segundo cuartil es la mediana; la mediana es el promedio de la sexta y la
séptima medidas; de esta manera, el segundo cuartil es:

02 = 120.1 sz 123.4 _ 12175
El tercer cuartil es el percentil 75. Del inciso a) podemos determinar que el
niimero de observaciones en o encima de Q, es al menos 3, y su niimero de
observaciones en o abajo, es 9; dos valores cumplen estos requerimientos:
131.8 y 138.6. Asi, Q; es el promedio de estos valores:

0;= 131.8 -21~ 138.6 —1352

El segundo decil seré el vigémiso percentil, ya que (0.2)(12) = 2.4 valores
deben caer en o debajo de D, y al menos (0.8)(12) = 9.6 valores deben estar
en o encima de éste; el valor 2.4 debe redondearse a 3y €19.6 a 10; el resultado
de contar debe ser un niimero entero por lo que, siempre redondearemos para
satisfacer el criterio “al menos’’; entonces, al'menos tres valores deben estar
en o debajo de D- y al menos diez valores en o encima de D; la medida 101.4
satisface estas condiciones. Por lo tanto, D,=101.4. =

La forma de un histograma depende de la posicién relativa de la media, la
mediana y la moda. En un histograma simétrico, ambos lados, determinados
por la media, son idénticos (véase el ejemplo 3.15); cuando los lados de un
histograma no son idénticos, tenemos lo que se llama un histograma sesgado.
Un histograma, o conjunto de datos, para el cual hay menos medidas debajo de
la media que arriba de ella, se dice que estd sesgado a la izquierda, como en el
ejemplo 3.16. Por otro lado, como veremos en el ejemplo 3.17, un histograma o
conjuntodedatos, parael cual las medidas por arriba de la media aparecen con menor
frecuencia que las medidas por debajo de ella, se dice que estéd sesgado a la derecha.



EJEMPLO 3.15

EJEMPLO 3.16

Seccién 3.1 Medidas de tendencia central y de colocacion = 83

Como ilustracion de una distribucién simétrica, considere los datos siguientes y su
correspondiente histograma de frecuencias:

x f

R T L, T N UUTNE o T
— L) L <) W

Podemos ver de la tabla que x = 4, = 4 y la moda es igual a 4. El histograma de
frecuencias correspondiente se muestra en la figura 3.1. Podemos ver que un
histograma simétrico tiene su media igual a su mediana, de hecho, para el histograma
de la figura 3.1, la media, la mediana y la moda son todas idénticas, pero esto no
siempre ocurre con un histograma simétrico, como lo indica la figura 3.2; ahf 1a media
y la mediana son iguales a 8, pero la distribucién es bimodal, con modas 7'y 9.

Figura 3.1
Histograma simétrico y
frecuencias

f
A

1 2 3 4 5 6 7
Figura 3.2

Histograma simétrico A
bimodal de frecuencias

7 8 9

Como ejemplo de una distribucién sesgada a la izquierda, consideremos los datos
siguientes:

X

1 2 3 4 5 6 7 8 9

f' 2 2 5 5 10 15 20 25 30
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EJEMPLO 3.17

La media es 6.94, la mediana es 7 y la moda es 9; para esta distribucién hay 75
valores arriba de x = 6.94 y 39 valores abajo de x = 6.94. El histograma para este
conjunto de datos se muestra en la figura 3.3; advierta que se alarga en el lado
izquierdo; de un histograma como éste, sesgado a la izquierda, se dice en ocasiones

que esta negativamente sesgado. Un histograma de este tipo tiene siempre sumediana
més grande que su media.

Figura 3.3
Distrubucién sesgada

a la izquierda
f

A
30 -

25

20

15

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Como ilustracién de una distribucién sesgada a la derecha, observe:

x‘123456789

f\30252015105522

Lamediaes 3.06, lamediana es 3 y la modaes 1; para estadistribucién hay 75 valores
abajo de la media x = 3.03 y 39 valores arriba de la media. El histograma de este
conjunto de datos se muestra en la figura 3.4, note que se alarga en el extremo
derecho; tal histograma se describe a veces como positivamente sesgado. Un histo-
grama positivamente sesgado tiene siempre mas grande su media que su mediana.

Figura 3.4
Distrubucién sesgada
a la derecha
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Habilidades bdsicas

1.

Calcule 1a media, la mediana, la moda y el rango medio
para cada una de las muestras siguientes:
a)3,9,12,7,16,20,33,3

b)5,7,22,17,5,7,20

c)8,6,0,17,12,7,5

d)-4,0,13,9,4, 14,20, 15

Calcule la media, la mediana, lamoday el rango medio
para cada una de las muestras siguientes:

a) 12,7, 3,20, 33,2,12

b) 12, 15, 23,7, 12,40, 22, 16

¢)5,0,7,7,13,16,9

d) -5, 6,13,26,0, 14,25, 13

Calcule la media para una muestra donde:
a) Xx=37yn=12

b) Zx=20.6yn=56y

c) x=-12yn=33

Calcule la media para una muestra donde:
a)2x=125yn=16
b)Xx=19yn=22y
c)Zx=-432yn=50

Calcule la media, la mediana y la moda para cada una
de las muestras siguientes: :
a)0,0,1,1,1,0,0,0

b)3,3,3,2,2,2,4,5,3

©0,1,1,2,2,3,3,4,4

d)-1,0,0,0,~1,2,-2,3

Calcule la media, la mediana y la moda para cada de
las muestras siguientes:

a)0,1,2,3,8,10

b)0,1,2,3,8,12,50

c)-12,-6,-5,0,13,16,0

d)0,0,0,1,1,1,1,1,0

Determine el sesgo de estas muestras:
a)-12,7, 16,22, 17,13, 16,7, 10

b) 14,17,2,7,13,17,22,37,0, 15
) 5, 10, 15, 25, 40, 65, 100

d) 5, 10, 95, 90, 50

Determine el sesgo de las muestras anotadas abajo:
a)22,13,15,2, 18,34, 16

b) 5,17, 17,17, 3, 100

¢)0,0,0,1,1, 1,1

d)2,2,3,4,4,1,5

Un instructor borra accidentalmente la calificacién de
uno de sus seis estudiantes; las cinco calificaciones

10.

restantes son 76, 85, 43, 89 y 65, y la media de las seis
es 70. Encuentre la calificacién que se borrd.

El salario medio anual que se paga a cuatro ejecutivos
oficiales en jefe de una gran corporacién es 125,000
ddlares. ;Puede llegar a ganar alguno de ellos 600,000
ddlares?

Mas aplicaciones

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Si el ingreso medio de 20 trabajadores es de 40,000
délares, jcudl es su ingreso total?

Si la estatura media de una muestra de 25 jugadores de
basquetbol es 6.9 pies, ;cudl es la suma de estaturas de
los 23 jugadores?

En un esfuerzo por reducir su consumo de café, un
trabajador de oficina registra los nimeros siguientes de
tazas de café consumidas durante un periodo de 20 dias:
4 5 3 6 71 2 3 0 5
6 5 8 4 0 2 3 7 5 6

¢ Qué medida de tendencia central le servird mejor a su
propdsito? ;Cudl es el valor numérico?

A continuacidn hay una coleccién de calificaciones del
examen de estadistica de 25 estudiantes, en un examen
de 50 preguntas,

38 39 33 37

34 31 38 36 35 5

. Cuél medida de tendencia central es mas itil para
describir el valor central? ;Cuél es su valor numérico?

Un jugador de boliche ha estado jugando regularmente
durante los dltimos cinco afios. Sus puntajes para los
seis tiltimos juegos son: 201 187 162 234 208 198;
para esta muestra calcule los valores de los estadis-
ticos siguientes, si existen:

a) media b) mediana
¢) moda d) rango medio
e) O, 0y Os f) Dy

En una investigacion realizada por la secretaria de un
médico para averiguar los tiempos de espera en minu-
tos de los pacientes que acuden con el doctor, una
muestra de pacientes de un dfa arroj6 los resultados:

35 25 35 50 25 55 30 50 35 35
5 5 60 35 30 30 25 55 30 20
60 25 25 40 80 20 20 S5 5 10

a) Describa un tiempo tipico de espera usando la media.
b) Describa un tiempo tipico de espera usando lamediana.
¢) ;Cuél medida, media o mediana, considera usted que

es mas representativa del conjunto de datos? Explique.
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17.

18.
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d) Determine en tres cuartiles.
e) Determine en cuatro deciles.

La tabla siguiente contiene los salarios en cientos de
délares, de 25 trabajadores.

Salario anual  Frecuencia
55 7
60 5
70 6
80 4
300 3

a) (Cual es la moda?

b) ;Cudl es la media?

c¢) Diga la mediana y

d) el rango medio.

e) Determine el sesgo.

f) (Cuél medida de tendencia central usaria para deter-
- minar el valor central? Explique.

g) (Cudl es Q,?

h) ¢Cuidl es Ds?

Se escogid una muestra de 705 conductores de autobis
y se registré en la tabla siguiente el mimero de acci-
dentes de transito que tuvieron durante cuatro afos.

Nuimero de accidentes Frecuencia
0 114
1 157
2 158
3 115
4 78
5 44
6 21
7 7
8 6
9 1
10 3
11 1

a);Cuadl es la moda?

b) Seifiale la media,

c) lamediana y

d) el rango medio.

¢) Determine el sesgo.

f) ;Cudl medida de tendencia central usaria para deter-
minar el valor central? Explique su respuesta.

g) (Cuénto vale 01?7

h) ;Cuénto vale D,?

19. Diga y explique la medida de tendencia central que

utilizarfa para seleccionar un termdmetro preciso que
debe comprarse en una ferreterfa local.

Un paso mds alld

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Si 20 puntajes tienen una media de 15 y 30 puntajes,
una media de 25, jcudl es la media del grupo total de
50 puntajes?

Suponga que 6 es la media de una muestra de cuatro

puntajes.

a) Si se suma 5 a cada puntaje ;cudl es la media del
nuevo conjunto? Sugerencia: ensaye en un ejemplo.

b) Si cada puntaje se multiplica por 5, jcudl serd la
media entonces?

Si las medidas (x) en una muestra se transforman
mediante la férmula y = ax + b, determine una férmula
para la media de las medidas transformadas (y).

Una maestra hizo un examen con el mismo grado de
dificultad en cada uno de sus tres grupos; con los
resultados determind las tres medianas y las promedié
para estimar el punto central de su habilidad profesio-
nal. ;Puede engafiarse al hacer esto? Diga por qué.

Alpromediar porcentajes, a menudo se utiliza la media
geométrica X,. La media geométrica se define por

n
xg= VX1XQX3 ves Xn

donde x, xa, ..., X, son nlimeros positivos. Encuentre X,
para los porcentajes: 95, 125, 140 y 100.

La media arménica %, que a menudo se utiliza para
promediar velocidades desarrolladas en distancias
iguales, se define como el reciproco del promedio de
los reciprocos de los datos, esto es,

% = n
T/

donde los 7 valores de x son positivos. Suponga que
se maneja a lo largo de 20 millas, a 30 millas por hora,
y en un tramo de 20 millas, a 60 millas por hora. ;;Cudl
es la raz6n promedio de la velocidad en un viaje de
40 millas?

(Cudl de los valores X o X, serfa apropiado para los
datos el ejercicio 247

Un piloto de coches de carreras quiere promediar 60
millas por hora (mph), en dos recorridos con un trayecto
de una milla; en el primer recorrido, su tiempo fue de 30
mph debido a un problema eléctrico con el sistema de



carburacién. ;Qué tan rdpido debe conducir en el
segundo recorrido para lograr su cometido inicial?

28. Suponga que un interés fue fijado en 2 délares en 1988,
4 en 1989y 2 en 1990. El cambio de porcentaje de 1983
a 1990 es 200, y de 1989 a 1990 es de 50. Encuentre el
porcentaje promedio del cambio en el tipo de interés para
el periodo de los tres afios y justifique su respuesta.

29. La raiz de la media de los cuadrados (rms) de un
conjunto de datos se define como la raiz cuadrada del
promedio de la suma de los cuadrados de las medidas:

T x?
rms = —
n

Esto es utilizado para describir picos de voltaje de
corriente alterna en electrénica. Determine la rafz de
la media de los cuadrados de la muestra de voltajes:
120, 130, 140, 110y 105.

30. Si a cada medida de un conjunto de datos se le suma
una constante C, demuestre que la media del nuevo
conjunto es igual a la suma de la media del conjunto
original més la constante C.

31. Si cada medida de un conjunto de datos se multiplica por
una constante C, demuestre que la media del nuevo
conjunto esigual a C veces lamedia del conjunto original.

32. Suponga que tenemos una muestra de n 1s 'y m Os.
Demuestre que la media es igual a la proporcién de 1s
en la muestra.

33. Suponga que una muestra consiste de todos los pares
enteros entre 238 y 874 inclusive. Encuentre la media
y la mediana.

34. Dos jugadores profesionales de beisbol tienen los por-
centajes de carrera que muestra la tabla siguiente:
Jugador A Jugador B

Afio Veces al Hits Prom Afio Veces al Hits Prom
bat bat

1973 189 57 0302 1973 85 27 0318
1974 80 21 0263 1974 144 42 0292
1975 212 72 0340 1975 53 19 0.358
1976 71 17 0239 1976 207 52 0251
1977 212 64 0302 1977 55 19 0.345
1978 97 26 0268 1978 263 74 0.281
1979 281 89 0317 1979 107 35 0.327
‘1980 129 37 0287 1980 175 52 0.297
1981 151 57 0377 1981 75 29 0.387
1982 130 34 0262 1982 163 45 0276
Total 1552 474 0.305 Total 1327 394 0.297

Seccién 3.1 Medidas de tendencia central y de colocacién = 87

Si sus otras habilidades en el juego son iguales y estd
negociando el contrato para la siguiente temporada,
(cudl jugador debe recibir el salario mas alto, con base
en el mejor porcentaje de bateo? Explique.

35. La media de una muestra es muy sensible ala presencia
de puntajes extremos, llamados puntajes aberrantes,
mientras que la mediana no lo es. En estos casos,
ninguna de estas medidas es satisfactoria como medida
de tendencia central; una alternativa es una media
ajustada, se afecta menos por los puntajes aberrantes
que la media, y atn no tiene la insensibilidad de la
mediana. Una media ajustada se encuentra ordenando
las medidas de menor a mayor, borrando un cierto
nidmero de medidas en ambos extremos de la lista
ordenada, y promediando las medidas restantes; a
porcentaje de valores borrados en cada extremos de la
lista se le llama porcentaje de ajuste. Por ejémplo, si
n =20y se han borrado las medidas maxima y minima,
entonces el porcentaje de ajuste es 1/20 = 0.05 = 5%.
Encuentre la media ajustando un 10% para las mues-
tras de datos:

35 25 35 50 25 55 30 50 4 35
5 5 60 35 30 25 55 30 20 60
25 40 8 20 20 5 10 100 95 30

En este caso, jes més precisa la descripcion que pro-
porciona del centro de la muestra, la media ajustada,
que la resultante de la media? Explique.

36. Considere esta pantalla de MINITAB:

1300 1333 80"

Determine el porcentaje de ajuste para la media ajustada
(TREAM, por el término en inglés trimmed mean).

37. iApoyan los datos del motivador 3 la existencia de
discriminacién contra las mujeres? Diga por qué.



88 « Estadistica descriptiva: andlisis de datos univariados

SECCION 3.2 Medidas de dispersion o variabilidad

Es usual que las medidas de tendencia central solas no describan apropiadamente
una caracteristica en estudio. Por ejemplo, suponga que David y Ricardo lanzan,
cada uno, 25 flechas a un blanco. Sus puntajes son como sigue:

Frecuencia
Puntaje David Ricardo
10 2 0
9 3 0
8 4 5
7 7 8
6 2 5
5 1 4
4 1 3
3 1 0
2 2 0
1 2 0

David y Ricardo tienen el mismo puntaje promedio, x = 6.32. Pero, como lo
ilustrala figura 3.5, el desempefio de David con el arco difiere del de Ricardo,
las flechas de Ricardo estdn mds dispersas que las de David. Necesitamos
una medida que sea sensible a esta variabilidad; la media no lo es.

Figura 3.5

Variabilidad del puntaje de

Ricardo y David

I f
A
8 8 T
6 6
. l . L
2 2 L
1} L { 1 o 4] I I I I l I |;
123 4.5 6 7 89 1 2 3 4 5 6 7 8 9% 10
Puntaje de Puntaje de
Ricardo David

grafi { Vn,esq e
. La pantalla de. computadora 3:2. contiel

eron a51gnadas por MINIT B.Es dificil comparar estas
(de puntos.y analizar la dispersién de los datos debido'a -
s de los intervalos (1.8 para los puntajes de Rica
; : d); la dificultad se supera facdmente usando t un
~ suborden d MINITAB (SAME), como se muestra en la- pantalla 3 :
 Las graficas de puntos tsan la misma escala( ). Ahora es'c :
puntajes de DaV|d son mas vanables PR
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Pant_a”a :3-.'3_ e

. Debe mandar el entrenador Wells a Jones como bateador emergente? Su
porcentaje es 0.310, pero en algunos juegos lo ponchan todo el tiempo y en
otros logra un hit en todas sus veces al bat. ;O debe poner a Smith, quien
tiene un porcentaje de bateo de 0.290 y logra al menos un hit en todos los
juegos en que participa? La respuesta parece obvia: mandar a Smith porque
su capacidad de bateo es menos variable. Cualquier coleccién de medidas
hechas con una misma unidad variard segtn la precision del instrumento de
medicién. Por ejemplo, en una caja de 24 barras de caramelo de 2 onzas, no
todas las barras pesardn exactamente 2 onzas; si eso ocurre, la escala no es

-sensible o suficientemente precisa; silas mismas barras de caramelo se pesan
en una balanza analitica sensible no tendrdn todas el mismo peso, mostraran
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Rango

EJEMPLO 3.18

EJEMPLO 3.19

FIGURA 3.6

El rango como una
mnedida de dispersion

cierto grado de variabilidad y esto no es deseable, porque silos pesos exceden
de 2 onzas, el fabricante perder dinero en la produccién y venta de las barras
de caramelo; por otro lado, si los pesos de las barras son menores de 2 onzas,
el consumidor estard siendo engafiado, lo cual causard quejas del cliente y
una pérdida potencial de negocios. En cualquier caso, una gran variabilidad
enlos pesos de las barras de dulce no puede ser tolerada administrativamente.

La variabilidad es un concepto fundamental en estadistica. Hay muchas
medidas de variabilidad o medidas de dispersién para una coleccion de
datos cuantitativos. Entre estas medidas estén incluidos:

a) elrango

b) el rango intercuartil
¢) lavarianza

d) ‘1a desviacién estandar

Examinaremos ahora en detalle estas cuatro medidas de variabilidad.

Dada una distribucién de medidas muestrales o poblacionales, el rango se
define como la diferencia entre la medida maxima U y la medida minima L;
es decir:

R=U—1L
Las edades en afios de un grupo familiar son: 30, 2, 1,7, 4, 32y 10. El rango es

R=U-1L
=32-1=3l

En la seccién 2.2 usamos el rango R para determinar el ancho de los
intervalos para una tabla de frecuencia agrupada. Como es facil determinar
el rango, a menudo se usa para estimar otras medidas de variabilidad, como
la desviacién estdndar, que no se calcula facilmente (véase el ejercicio 52 al
final de esta seccién). Sin embargo, el rango no siempre s una medida
sensible para la dispersién de una coleccién de datos, como se ve en el
ejemplo 3.19; y tiene otra desventaja: puede afectarse drasticamente por la
presencia de valores extremos de los datos, llamado en ocasiones observa-
ciones aberrantes. '

Para los dos conjuntos de datos ilustrados en las rectas numéricas de la figura 3.6,

_ (cudl es més disperso, A 0 B? Larespuesta es, claramente, el conjunto A, pero note

que A y B tienen el mismo rango; este ejemplo ilustra que el rango no es una medida
sensible de dispersi6n, por esta razén, no se considera como una media de dispersion
demasiado 1til.

10 14 18 22 26

*

B: o— o 0@

10 1718 19 26
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EJEMPLO 3.20

Secci6n 3.2 Medidas de dispersién o variabilidad a 91

Unamedida de dispersion que es indiferente de la presencia de observaciones
aberrantes es el rango intercuartil, denotado por IQR (por el término en
inglés interquartile range). Se define como:

donde Qs es el tercer cuartil y Q, es el primer cuartil.

Considere el siguiente conjunto ordenado de datos que representa los valores de

oxigeno registrados (en mL/kg - min) de 21 corredores de mediana edad del sexo
masculino, mientras pedalean en una bicicleta fija a 100 watts:”'

12.81 1495 1583 1597 1790 1827 1834 19.82 1994 20.62
20.88 2093 2098 2099 21.15 2216 2224 2316 2356 3578 36.73

Los valores 35.78 y 36.73 aparecen como valores extremos u observaciones aberran-
tes, para este conjunto de datos. Por la definicién de rango intercuartil, esté claro que
estos valores no tendrén efecto en el valor del rango intercuartil; esos dos valores
pueden reemplazarse por otros dos cualesquiera que ocupen los lugares 20 y 21 del
conjunto ordenado, lo que no afecta el valor del rango intercuartil. Calculemos el
IQR usando los tres pasos siguientes:

1. Calcule el primer cuartil. El primer cuartil es aquel valor para el cual al menos
(0.25)(21) = 5.25 de las medidas caen en él o debajo de él y al menos (0.75)(21) =
15.75 valores por arriba; asi, 6 valores estén situados en o debajo de 18.27 y
16 valores en o encima de 18.27. En consecuencia, el primer cuartil es

Q1 = 1827

2. Calcule el tercer cuartil. Contando seis valores desde el extremo derecho en
el arreglo ordenado, determinamos que el tercer cuartil es

0;=22.16
3. Calcule el valor de IQR. El valor del rango intercuartil es

IQR =05 - O
=22.16-18.27 = 3.89

El rango intercuartil no se afecta por las observaciones aberrantes 35.78 y 36.73,
mientras que si se afecta por 36.73.

Usaremos el rango intercuartil en la seccién 3.4 para construir graficas de
caja, resimenes de datos que proporcionan informacion sobre el centro, la
dispersién, la simetrfa contra el sesgo y la presencia de observaciones
aberrantes. :
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Desviacién de un valor

El rango y el rango intercuartil no son medidas sensibles de variacion. El
rango es dependiente s6lo en los valores extremos Ly U, mientras que el
rango intercuartil no toma en cuenta las medidas debajo de 0, o arribade Qs.
La varianza y la desviacién estdndar son ambas medidas méds sensibles de
variacién que el rango o el rango intercuartil, pues toman en cuenta todas las
medidas en un conjunto de datos, pero comparten una desventaja comin
consistente en que a ambas las influyen por puntajes extremos. Examinare-
mos estas medidas que se refieren al concepto de desviacién de un valor mas
adelante.

En estadfstica, la cantidad (x — X) se llama el valor de desviacion

Elvalor de desviacion = x5

Una desviacién positiva para una medida, indica que la medida estd por
encima de la media, mientras que una desviacién negativa nos sefiala que
estd por debajo de la media; una desviacién de 0 para una medida indica que
la medida es igual a la media.

Calcule la desviacién de los puntajes para los datos siguientes, que repre-
sentan el nimero de defectos encontrados por un inspector de automdviles
en una linea de ensamblaje en los tltimos cinco automéviles producidos: 1,
4,6,6y8.

Solucién: Es ficil determinar que la media muestral sea X = 5. Las desvia-
ciones de los valores se presentan en la tabla siguiente:

x x-X
1 1-5=-+4
4 4-5=-1
6 6-5=1
6 6-5=1
8 8-5=3

Podemos observar que:

a) Las medidas 6 y 8 estn arriba de la media y sus desviaciones son positivas.
b) Lasmedidas 1y 4 estdn debajo de la media y sus desviaciones son negativas.
¢) Lasuma de las desviaciones es 0. |

Se puede demostrar facilmente que la suma de las desviaciones de los valores
para cualquier conjunto de nimeros es 0; esto es,

(3.3)

La ecuacién 3.3 tiene una interpretacion fisica interesante.
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| TABIA 3.3

Seccién 3.2 Medidas de dispersién o variabilidad = 93

La media de un conjunto de nimeros puede describirse geométricamente como el
punio en la recta numérica que sirve como “centro de gravedad” para los niimeros.
Si imaginamos que la recta numérica estd apoyada en un punto (punto de apoyo),
localizado en la media y que en los nimeros de la recta correspondientes a los
nimeros dados se colocan pesos de 1 unidad, entonces la ecuacién 3.3 implica que
los pesos debajo de la media compensaran perfectameénte a los pesos arriba de la
media; en otras palabras, la media sirve como centro de gravedad de los datos.
Considere el diagrama siguiente para los datos sobre los defectos de los automéviles.

]
| | u n
| | { | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8

I

Media

La recta numérica con un punto de apoyo en 5, la media del conjunto de los datos,
estarfa perfectamente balanceada si se colocaran pesos unitarios en los valores de los
datos 1,4, 6,6y 8.

Los datos siguientes representan los totales anuales, en billones de ddlares,
erogados por Estados Unidos para exportaciones agricolas desde paises
extranjeros entre 1974 y 1983, respectivamente: 10.2,9.3, 11.0, 13.4, 14.8,
16.7,17.4,16.8, 15.4 y 16.2.%2 Encuentre la desviacién para cada uno de los
totales y verifique que la ecuacién 3.3 es vélida para el conjunto de datos.

Solucién: Se encuentra que la media es X = 14.12. Las desviaciones de los
valores estdn contenidas en la tabla 3.3.

Suma de cuadrados

Afio Total Desviacién

Datos y desviacién para 1974 102 -3.92

la aplicacién 3.7 1975 9.3 432
1976 11.0 -3.12
1977 134 -0.72
1978 14.8 0.68
1979 16.7 2.58
1980 174 3.28
1981 16.8 2.68
1982 15.4 1.28
1983 162 2.08

0

Sumando los valores de las desviaciones tenemos
Sx-H=0. =

La desviacién de los valores puede usarse para describir la dispersién de una
distribucién dada de datos cuantitativos. Recuerde que la desviacién de un
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EJEMPLO 3.22

valor representa la distancia dirigida entre una medida y Ja media de un
conjunto de datos; en consecuencia, podriamos pensar que el promedio de
todas las desviaciones de los valores proporciona una medida de la dispersion
de todas las medidas respecto a la media, pero eso no ocurre, pues la ecuacion
3.3 dice que la suma de todas las desviaciones de los valores es 0. Al sumar,
las desviaciones positivas de valores se cancelan con las desviaciones
negativas. Para evitar este problema causado porque las desviaciones de
valores negativas cancelan las positivas, podemos elevar primero al cuadrado
cada desviacién antes de sumar; la suma de los cuadrados de las desviaciones
que se obtiene se llama la suma de cuadrados y se denota SS. Como veremos
posteriormente, SS es muy ttil en estadistica para describir la dispersién de
una coleccién de medidas respecto a su media.

Podemos calcular una suma de cuadrados ya sea para una muestra o para
una ﬁoblacién. Las férmulas para ambos casos son las siguientes:

SS=X(x—N R
. “Poblacién A

Las férmulas difieren, pero los procedimientos del célculo son los mismos.

Encontremos la SS para la muestra siguiente de puntajes en los exdmenes sobre la
historia de América hechos por cinco estudiantes: 62, 86, 83, 72 y 73. Primero
encontramos x:

_62+80+83+72+73
= : =

74

=

Entonces, usando la férmula 3.4 tenemos:
SS=Z(x-x)

= (62 —74)" + (80 =74)* + (83 = 74)* + (72 = 74) + (73 - 74)°
=144 +36+81 +4+1=266

En general, una suma de cuadrados SS se puede encontrar como sigue:

Cémo determinar SS
a) Determine la media.
b) Encuentre la desviacidn para cada medida.
¢) Eleve al cuadrado cada una de las desviaciones.
d) Encuentre la suma de los cuadrados.

Para simplificar el procedimiento necesario en el calculo de SS, serdn Utiles
las férmulas:
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EJEMPLO 3.24

EJEMPLO 3.25

Seccién 3.2 Medidas de dispersion o variabilidad = 95

Formulds pard el calculo de 55

‘ Muestra G Poblamon SR

donde X ¥* es la suma de los cuadrados de los datos, n es el tamaiio de la
muestra y N el tamafio de la poblacién. Las dos férmulas dadas en 3.5 pueden
verificarse algebraicamente usando las propiedades de la suma que se
encuentra en el apéndice A.

Note que Zx* # (Zx)". Esto puede demostrarse observando que

22+ 3% (2 +3)
13 #25.

Con referencia al ejemplo 3.22, usemos la férmula 3.5 para calcular SS de los-
puntajes del examen de historia de América. Organizamos primero los célculos
usando la tabla siguiente con dos columnas

"

X X

62 3,844
80 6,400
83 6,889
72 5,184
73 5,329
370 27,646

Al vsar la férmula 3.5 para calcular SS, obtenemos:

2
ss=y 2o TN
n
= 27,646 — 3750 =266

"Para prop6sitos de célculo, se acostumbra preferir las férmulas dadas en (3.5)
a las dadas en (3.4). Por un lado, las férmulas en (3.5) son mds féciles de usar
con una calculadora, pues hay menos restas en ellas y no requieren encontrar la
media. Si se usan las férmulas (3.4) en situaciones donde la media no termina y
se requiera redondearla, los célculos llevardn a resultados faltos de precisién. Es
facil encontrar un ejemplo donde (3.5) da mayor precisién que (3.4).

Encontremos SS para los valores 0, 5 y 8. Si la media se redondea al décimo mds
proximo, entonces X = 13/3 = 4.3. Entonces usando la férmula (3.4) resulta:

SS=3%(x - %’
=(0-43)+(5-4.3)+(8-4.3)'=32.670
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Varianza

Usando la férmula (3.5) tenemos:

2
SS=Yx2_ QIL
n
=89 133“ = 32.667

Al milésimo mds préximo, las dos respuestas difieren por 0.003.

La varianza de una poblacién de medidas se define como el promedio de
los cuadrados de las desviaciones de los valores y se denota por ¢” (Iéase
sigma cuadrada). El simbolo es la letra griega mintscula sigma. La varianza
de la poblacién estd dada por la férmula (3.6).

(3.6)

La varianza de una muestra se denota por s° y se define por la férmula
siguiente: I

3.7

En los capitulos del 8 al 15, usaremos la varianza muestral s” para estimar
la varianza poblacional desconocida o2. Note que:

Si fuéramos a calcular la varianza muestral s* dividiendo SS entre n en lugar
de 1 — 1, estarfamos subestimando 62, en promedio.

Algunos estadisticos calculan la varianza muestral, inicamente con propé-
sitos, dividiendo SS entre n; desde luego, para valores grandes de n hay poca
diferencia entre los valores de SS/n 'y SS/(n — 1). Si la varianza se usa por si
misma como medida descriptiva de la dispersién, es dificil interpretarla
porque las unidades de la varianza son el cuadrado de las unidades de medida.

Suponga que los puntajes de los exdmenes de historia de América dados
previamente: 62, 80, 83, 72 y 73 constituyen una poblacién. Encuentre la

. . 2
varianza poblacional ¢”.

Solucién: Al usar la férmula (3.6), tenemos:

2_SS
S =N
_ 266 _

=3 =532 n
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Costo de la gasolina en
19 ciudades del mundo

EJEMPLO 3.26
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La tabla 3.4 muestra los costos por litro, en centavos de ddlar, de 1a gasolina de

alto octanaje en 19 ciudades del mundo. Determine la varianza muestral .5

Costo por
Ciudad litro
Amsterdam 57
Bruselas 53

Buenos Aires 38
Hong Kong 57
Johannesburgo 48

~ Londres 56
Madrid 59
Manila 46
México 25
Montreal 47
Nairobi 57
Nueva York 40
Oslo 65
Paris 58
Rio de Janeiro 42
Roma 76
Singapur 59
Sidney 43
Tokio 79

Solucién: Usaremos la férmula (3.5) para calcular SS. Con este propdsito,
primero calculamos Zxy Z x’; conla ayuda de una calculadora determina-
mos que Lx=1005y X x'= 56,171. Asi, la suma de cuadrados es:

2
SS = 342 — EX)
n
10052
= 56,171 — = 3011.7895

Ahora aplicamos la férmula (3.6) para obtener:
SS

n—1
_3011.7895
, 18
La varianza muestral de los 19 precios de gasolina es 167.32 centavos
cuadrados. n

52 =

~ 167.32

Para los datos de los precios por litro de la gasolina de la aplicacién 3.9, el
conocimiento de que s° = 167.32 centavos cuadrados tiene muy poco significado por
s{ mismo, si es que tiene alguno. Sabemos que si el valor de la varianza es grande,
entonces las medidas estdn muy dispersas, mientras que si es pequefio hay muy poca
variabilidad en las medidas.
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EJEMPLO 3.27

EJEMPLO 3.28

Desviacion estandar

EIEMPLO 3.29

Si la varianza es 0, todas las medidas son iguales; esto es consecuencia de que SS es
siempre mayor o igual que O y es igual a 0 s6lo si cada medida es igual a la media.

Sin embargo, si al analizar dos muestras de datos A y B, hubiéramos encontrado que
sa =10y s3 = 5, sabriamos que las medidas de la muestra A estin mas dispersas
respecto a su media de lo que lo estdn las medidas de la muestra B respecto a su
media. La varianza se usa la mayoria de las veces y con propésitos descriptivos, para
comparaciones como una medida relativa de variacién.

Otra medida de dispersién, relacionada con la varianza, es la desviacion
estdndar. La desviacion estandar se define como la raiz cuadrada de la
varianza. La desviaci6n estdndar poblacional se denota con s y la des-
viacidn estdndar muestral con s. En consecuencia, tenemos las férmulas
siguientes:

Para los datos de la aplicacioén 3.8, la desviacion estindar poblacional es 6 = V532 =
7.29, y para los datos de la aplicacién 3.9, la desviacién estdndar muestral es s =

V167.32 = 12.94 centavos.

ITAB Ias constantesse llaman por su nombre K1 K2, K3 cada
une ‘..puede alma enar un nimero.y pueden crearse usa ovla ordenv -
ET. La orden LET K1 ' STDEV(C1)**2 almacena la varianza en'la " -
onstante K1. Advierta también ¢ queel S|mbolo i sugnlflca exponen—
1ac10n o} elevar un. numero auna potencna o et .

¢Por qué necesitamos tanto la varianza como la desviacién estdndar, como
medidas de dispersién? Una respuesta a esta pregunta involucra la unidad de
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medida. Como vimos en la aplicacién 3.9, si el conjunto de datos se refiere
a medidas en centavos, entonces la unidad de la varianza es centavos al
cuadrado y la uridad de la desviacién estdndar es centavos; por lo tanto, una
expresién como x —X tendria significado, pero una expresién como x — s“nolo
tendria porque en el primer caso las unidades coinciden, pero en el segundo no.
En la seccién 3.4, cuando estudiemos puntajes estdndar, usaremos el hecho de
que una cierta medida de una distribucién y la media y la desviacién estandar
de la distribucién tengan todas las mismas unidades de medida. Las aplicaciones
3.10 y 3.11 mostrarédn el uso de la varianza muestral y la desviacién estandar
muestral para hacer comparaciones relativas.

Los datos adjuntos representan el promedio de millas por galén diario por
cinco dias para los coches A y B, en condiciones similares.

A ] 20 25 30 15 35

B \ 15 27 25 23 35

a) Encuentre la media y el rango de millas por galén para cada coche.
'b) ¢Cudl coche parece haber logrado un rendimiento més consistente si la con-
sistencia se determina examinando las varianzas? Explique.
Solucion:
a) Para el coche A tenemos:
Ry,=35—-15=20
4 Xa =25
Para el coche B:
Rg =35 —15=20
xg = 25
Note que ambos coches tienen la misma media y el mismo rango en el re-
gistro de millas por galén.

b) Calculamos la varianza para el coche A, .52

x xX—x x—x)?
20 -5 25
25 0 0
30 5 25
15 - 10 100
35 10 100

SS = 250

Como consecuencia de la férmula (3.7) tenemos:
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Lavarianza en el rendimiento de la gasolina para el coche A es de 62.5 millas
cuadradas. Calculamos ahora la varianza para el coche B, s3.

X x—Xx (x — X)?
15 - 10 100
27 2 4
25 . 0 0
23 -2 4
35 10 100

SS = 208

Como resultado de la férmula (3.7) tenemos:

. SS

Sg =

n—1
208
=— = 52
4

La varianza en el rendimiento de la gasolina para el coche B es de 52 millas
cuadradas; como la varianza para el carro B es menor que para el carro A, el
carro B resulté mds consistente en el rendimiento. Si hubiéramos usado el
rango, habriamos concluido que ambos coches tenfan un rendimiento igual-
mente consistente. W

Los datos en la tabla 3.5 indican los precios, en délares, por libra, de asado
de cerdo y queso cheddar en 15 capitales del mundo.**

Tabla 3.5 Capital Cerdo asado (sin hueso)  Queso cheddar
Precios del asado de Berna $6.61 $4.00
cerdo y del queso en Bonn 2.38 2.74
capitales del mundo Brasilia 1.27 1.08
Euenos Aires 1.36 2.03
Camberra 2.06 2.60
Londres 1.56 1.81
Madrid 2.33 3.15
Meéxico "~ 1.08 2.29
Ottawa 1.99 3.98
Paris 2.47 2.37
Pretoria 1.95 _ 1.76
Roma 2.46 2.96
Estocolmo 5.35 2.54
Tokio 4.19 2.38
‘Washington 3.29 2.69

(Para cudl alimento, el asado de cerdo o el queso cheddar, son menos
variables y mds estables los precios?

Solucién: Determinamos las cantidades siguientes con el uso de una calcu-
ladora: ~
Datos del asado de cerdo: Yx = 40.35, Xx? = 143.01,n =15



Estimaciéon de s

Seccién 3.3 Tendencia central y dispersion para datos contenidos en tablas de frecuencia agrupada « 1071

Datos del queso cheddar: ¥ x = 38.38, X x* 106.67, n = 15

Y como una consecuencia de las férmulas (3.5) y (3.7) tenemos:

Datos del asado de cerdo
z 2
SS, = Zx? — Exy
n
40.35)?
= 143.01 — (_T) = 34.468~5

La varianza de los datos del asado de cerdo es:

SS
2 _ P
T a1
_ 34.4685 5 46
14 =7
Datos del queso
8.38)2
SS. = 106.67 — 9—38l = 8.4684

Y la varianza de los datos del queso es:

2 _ 84684

P — 060

s

Por lo tanto, los precios del queso cheddar en el mundo son més estables
que los del asado de cerdo. W

Es interesante notar que para muestras de un tamafio minimo de 20 con una
distribucién de forma acampanada, tenemos la estimaci6n siguiente de la
desviacion estdndar muestral:

(3.8)

donde R denota el rango; esta es una estimacién conservadora que puede
usarse para verificar nuestros calculos de s y requiere muy poco esfuerzo.
El significado de dividir el rango entre 4 se discutird en el capitulo 7, cuando
examinemos las distribuciones normales.
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Varianza y desviacién

estdndar para datos en
tablas de frecuencia

EJEMPLO 3.30

Para los datos del queso cheddar en la aplicaE:ién 3.11, estime s usando la
férmula (3.8), y verifique la estimacidn calculando el valor de s.

Solucion: El rango para los precios del queso cheddar es:

R=U-1L
= 4.00 — 1.08 = 2.92

Como consecuencia de la férmula 3.8, tenemos:

o R
c = 4
2.92
= — = (.73
4

Como la desviacién estdndar es la raiz cuadrada de la varianza, podemos
usar el resultado de la aplicacién 3.11 para obtener:

st = 0.60
se = 1/0.60 = 0.77

Como R/4 = 0.73 estd en la misma “cancha” que s, = 0.77, tenemos poca
razén para sospechar que se ha cometido un error. W

Suponga que en una muestra la medida mayor es 90 y la menor 30; se ha
calculado que la desviacién estdndar es 185. ;Es razonable este valor?
Explique.

Solucién: No, el valor no parece razonable. El rango es 90 — 30 = 60 v
la férmula (3.8), vemos:
R 60
S~ — = 7
Asi, sospechamos que se ha cometido un error al calcular s como 185 y debe
verificarse el procedimiento.

=15

A menudo tendremos ocasién de encontrar la varianza y la desviacién
estdndar para datos desplegados en una tabla de frecuencia. Ambas
medidas pueden calcularse una vez que se conoce SS; para encontrar SS
en datos que tienen medidas con repeticién, determinamos primero la
frecuencia de cada medida.

Para encontrar la suma de cuadrados SS para los datos 2, 2, 2, 2 y 7, que representan
el ndimero de carreras concedidas por un pitcher de beisbol en los dltimos cinco
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juegos, s6lo necesitamos encontrar la desviacién de los valores 2 y 7. El cuadrado
de la desviacién del valor 2 puede entonces multiplicarse por su frecuencia, f = 4,
para obtener la suma de los cuadrados de las desviaciones de los cuatro valores 2;
esta suma se afiade al cuadrado de la desviacidn del valor para 7 a fin de obtener SS.
Como la media de los cinco datos es 3, tenemos: '

SS =3 (x — %)
=42 — 32 + 1(7 — 3)?
=4+16
=20

Con base en las ideas del ejemplo 3.30, tenemos las férmulas siguientes
para encontrar la suma de cuadrados cuando los datos se organizan en una
tabla de frecuencia:

3.9

Las medidas siguientes representan los dias que tarda el correo expreso,
enviado desde la costa oeste, en llegar a su destino en la costa este en los
pasados diez envios: 2, 2,2, 3, 3,4, 4, 5,5y 10. Use las férmulas (3.9) para
determinar SS.

Solucién: Primero construimos la tabla 3.6 que nos ayudard en los cdlculos.
Se encuentra ficilmente que la media muestral es X = 4.

TABIA 3.6 x f o x—x =X flx = x)?
Tabla de frecuencias 2 3 =2 4 12
para la aplicacién 3.14 32 -1 ! 2
4 2 0 0 0
5 2 1 1 2
10 1 6 36 __ 36
SS = 52

El valor de SS es la suma de las entradas en la tltima columna, SS = 52.

Para mayor ilustracién, determinaremos también el valor de SS usando la
férmula (3.4) y la tabla 3.7.
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TABIA 3.7

Célculo de SS usando la
férmula (3.4)

x x— X (x — x)2
2 —2 4
2 —2 4 j =3y 3)@) =12
2 -2 4
3 —1 1

{r=2y @m=2
3 —1 1
4 0 0

{/=2y @O =0
4 0
5 1 1

{r=2y @0 =2
5 1 1
10 6 36 {f=11y (1)(36) =36

SS = 52

Vemos que SS = 52, como se calculd usando la férmula (3.9); note que la
primera entrada de la quinta columna, 12, de la tabla 3.6 corresponde a la suma
de las primeras tres entradas de 4 listadas en la dltima columna de la tabla
3.7,y asi suqesivamente. [}

La férmula de célculo siguiente puede usarse para obtener la suma de
cuadrados para datos desplegados en una tabla de frecuencia.

(3.10)

Muchas veces es mds conveniente usar la férmula (3.10) que las férmulas
(3.9). Vea que en la férmula (3.10) sol6 aparece una resta y que no es
necesario calcular primero la media.

Encuentre la varianza muestral para los datos siguientes referentes al niime-
ro de cigarros fumados durante un fin de semana por un grupo de 15°
fumadores:

x | 10 15 17 20 22
Fl1 o3 s 2 4

Solucion: La tabla siguiente se usa para organizar los cilculos:

X f fx = x? fx?

100 1 10 100 100
15 3 45 225 675
17 5 85 289 1445
20 2 40 400 800
22 4 88 484 1936

15 268 4956
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Como consecuencia de la férmula (3.10), tenemos:

Z (fx)?
if

2
= 4956 — 2—?—?— = 167.73

SS = 3 fx? —

Luego, la varianza muestral es:

SS
n—1
167.73

= = 11.981
14

§2 =

Advierta también que las entradas en la columna fx pueden encontrarse ya
sea 1) multiplicando las entradas correspondientes en las columnas x y fx,
0 2) elevando al cuadrado las entradas en la columna x y multiplicando
después por los valores adecuados de f. n

Desventajas dé la varianzay  Lavarianzay ladesviacién estdndar tienen unalimitacién seria: pueden verse

de la desviacién estandar gravemente afectadas en presencia de observaciones aberrantes, pues ambas
dependen de la media, que se modifica por las medidas extremas. Cuando
en un conjunto de datos estdn presentes observaciones aberrantes y se
requiere una medida resistente a ellas, debe utilizarse el rango intercuartil.

Teorema de Chebichev La desviacién estindar muestral s indica la dispersién de los datos
respecto a la media muestral. Si los valores de los datos se acumulan
cerca de la media, entonces s es pequeiia; si se dispersan considera-
blemente respecto a la media, entonces s es grande; pero, ;cémo podemos
determinar cudles valores de s son grandes y cudles son pequefios? Un
teorema que lleva el nombre del matemdtico ruso Pafnuty Lvovich
Chebichev (1821-1894), nos da alguna informacién atil sobre como la
magnitud de la desviacion estandar de cualquier conjunto de datos se
relaciona con la concentracién de éstos en torno a la media. Segun el
teorema de Chebichev, la afirmacién siguiente es cierta para cualquier
conjunto de datos cuantitativos, tanto poblacionales como muestrales:

Teorema de Chebichev
. 2 .. . .
Laexpresion 1 — 1/k” representa la proporcién minima de los datos que dista no
més de K desviaciones estdndar de la mediasi k> 1.

Note que el resultado del calculo 1 — 1/k* es una fraccién; al multiplicarla
por 100 se obtiene el porcentaje minimo de los datos que distan no més de &
desviaciones estdndar de la media, de acuerdo con el teorema de Chebichev,
para cualquier conjunto de medidas.
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B Sik=1,entonces 1 -1k =1~1/1=0. Entonces, al menos 0% de los datos dista no
mas de una desviacién estdndar de lamedia (esto es, caedentrodeX+s). Asf, para
k=1, la interpretacién no ofrece informacién itil respecto a la dispersién de los datos.

Sik=3/2, entonces 1 — 1/(3/2)2 =1-4/9 =5/9 = 56%, por lo tanto, al menos el
56% de los datos distardn no més de 1.5 desviaciones estandar de la media (esto
es, caerdn dentro de x £ 1.5s),

m Sik=2, al menos 1 - 1/2% = 3/4 = 75%. Entonces, al menos 75% de los datos
deben distar no mds de 2 desviaciones estdndar de la media (esto es, caerdn
dentro x % 2s), como se ilustra en la figura 3.7.

FIGURA 3.7 - >
Hustracién del teorema de al menos 75 % de los datos
Chebichev para k = 2

1

1 L I ’
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B Para k = 3, al menos (1 - 1/32) 100% = 89% de los datos de cualquier muestra
deben distar no més de 3 desviaciones estdndar de la media (por ejemplo, caeran

dentro de X % 3s), como se muestra en la figura 3.8.

FIGURA 3.8 -% B
[lustracién del teorema de al menos 89 % de los datos
Chebichev para k = 3
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Aqui se recuerdan los datos del costo de la gasolina de la aplicacién 3.9.

Ciudad Costo por litro
Amsterdam 57
Bruselas 53
Buenos Aires 38
Hong Kong 57
Johannesburgo 48
Londres 56
Madrid 59
Manila 46
Meéxico 25
Montreal 47
Nairobi 57
Nueva York 40
Oslo 65
Paris 58
Rio de Janeiro 42
Roma 76
Singapur 59
Sidney 43
i Tokio 79
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a) Determine el intervalo especificado por el teorema de Chebichev que con-
tendr4 al menos 75% de los datos.

b) ;Qué porcentaje de las medidas dista realmente menos de dos desviaciones
estdndar de la media?

Solucién:

a) Con la ayuda de una calculadora, podemos determinar fécilmente que la media
es ¥ = 52.89 centavos. Anteriormente determinamos el valor de la varianza
muestral, s° = 167.32. As, la desviacién estandar es s = V167.32 =12.94 cen-
tavos. De acuerdo con el teorema de Chebichev, al menos 1 —1/4 =3/4=75%
de los datos distard menos de dos desviaciones estdndar de la media, para el
conjunto de datos.

X —2s5=52.89-2(12.94)=27.01
X425 =52.89 +2(12.94)=78.77

En consecuencia, el intervalo 27.01, 78.77 contendrd al menos 75% de los
datos, como se ilustra en el diagrama.
-l '
al menos 75 % de los datos

- | 4 i | B I
il T 7 T T ¥
27.01 39.95 52.89 65.83 78.77
X-2s X xX+2s

b) Se encuentra que 17 de los 19 precios de gasolina (89.14%), cae entre
27.01 y 78.77. Esto es consistente con nuestros resultados en la parte a;
el teorema de Chebichev especifica s6lo una cota inferior para el porcenta-
je de datos que distan no més de dos desviaciones estdndar de la media,
como tal, proporciona una estimacién conservadora, debido a que se tiene
poca informacién sobre la forma de la muestra. ®

Suponga que la asistencia promedio a un parte de beishol de ligas mayores

para juegos locales es de 35,500 personas, con una desviacién estdndar de
4,200. Use el teorema de Chebichev para determinar:

a) un intervalo que contenga al menos 80% de las asistencias a los juegos lo-
cales.

b) la proporcién minima de los juegos locales que tiene una asistencia de 25,000 a
46,000 personas.

Solucion:
a) Establecemos 1 — 1/k* igual a 0.80 y despejamos .
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1

kl:—__._.::S
0.2

k= /5=~ 224

El intervalo es ¥+ 2.24s = 35,500 + (2.24)(4200) = 35,500 £ 9,408 es decir
(26,092, 44,908). Asf, el teorema de Chebichev garantiza que al menos
80% de las asistencias est4 entre 26,092 y 44,908.

b) Note que los intervalos de Chebichev son simétricos respecto a la media.
El ancho de un intervalo es:

w= (% +ks) — X — ks) = 2ks
Primero determinamos el ancho del intervalo (25,000, 46,000). El ancho

es:
w = 46,000 — 25,000 = 21,000

Planteamos 2ks igual a 21,000 y resolvemos la ecuacién resultante para k:

2ks = 21,000

2k(4200) = 21,000
8400k = 21,000

21,000

8400 ~ 25

k=

En consecuencia, al menos 1 — 1/(2.5)2 =1-1/6.25=0.84 = 84% de los
juegos locales tienen asistencias entre 25,000 y 46,000. E

A veces es conveniente interpretar el teorema de Chebichev en términos
distintos. La afirmaci6n siguiente equivale al teorema de Chebichev.

Forma alternativa del teorema de Chebichev
A lo maés (1/k2)100% de los datos de cualquier conjunto, distan mas de k
desviaciones estédndar de la media.

Para k = 2 tenemos el diagrama siguiente:

'y

Al menos 75% de los datos

—-——n . A lo més 25% de los datos St

El teorema de Chebichev da una explicacién de cémo la desviacién estdndar
proporciona una medida de la variacién para una sola muestra de poblacion;
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la validez del teorema no depende de la forma de la distribucién, por eso
resulta ttil y poderoso.

Resumen de la notacién La carta siguiente resume la notacién mds frecuentemente usada en relacién
usada : con muestras y poblaciones:
Desviacién
Media Mediana Varianza estdndar Tamafio
Muestra X X 52 s n
Poblacién n s o? ¢ N

Note que X, X, 5%, s y n son ejemplos de estadisticos, mientras que K, L oo
y N son ejemplos de pardmetros. Recuerde del capitulo 1 que los estadisticos
son los valores calculados a partir de una muestra, y que los pardmetros son
valores medidos a partir de una poblacién; en estadistica, el uso de letras
griegas para denotar muchos pardmetros es una convencién generalizada;
una excepcién a la regla es 1a notacioén para el tamafio de la poblacién.

Habilidades bésicas LxX=48 Ex=75 n=20
¢ Son razonables?
1. Encuentre el rango, la varianza y la desviacién estan- 9. Suponga que hemos calculado la varianza de una
dar de la muestra: muestra de tamafio 15, y obtenido 10 dividiendo SS
5 2 2 1 5 3 2 3 4 entre 15 en lugar de 14. Encuentre el valor correcto
2
2. Encuentre el rango, la varianza y la desviacién estén- des”.
dar de: 10. Si una calculadora tiene interconstruido un programa
9 6 4 6 58 7 6 70 para calcular la varianza, jcémo podria determinarse

) . L ) facilmente cuél varianza, 5% 0 0°) se esté calculando?
3. Determine la varianza y la desviacién estindar de la ( )

muestra 1, 3, 11, 15y 20. 11. ;{Cuél es la suma de las desviaciones de los valores

. . . . respecto a la media para cualquier conjunto de datos?
4. Determine la varianza y la desviacién estdndar la P P d /

muestra 1, 2, 4, 10, 18 y 19. 12. ;Cudl es el promedio de cualquier conjunto de desvia-

ciones de valores?
5. Calcule x, s y § para:

Q) Lx*=232,%x=25,yn=15 .\ \ 13. (Es siempre menor el valor de la desviacién estandar
b) £ x* =515, Zx = 101,y n = 20. que el de la varianza?

6. Calcule la media muestral, la varianza muestral y la 14. ;Por qué carece de sentido la expresion x — 5§29
desviacién estdndar muestral para la situacion:
a)Tx*=52,Zx=7,yn=09. 15. ;Es posible que sean iguales el rango y la desviacién
b)TP=253x=12,yn=13 estdndar de una poblacién? Si lo es, dé un ejemplo.

16. ;Es posible que sean iguales el rango y la. varianza? Si

7. Para una muestra se han encontrado los siguientes . ;
lo es, dé un ejemplo.

valores:
Ix*=428 Zx=75 n=10 17. Sila desviaci6n estandar de un conjunto de datos es 0,
(Sonrazonables? {qué puede afirmarse de dicho conjunto?

8. Para una muestra se han encontrado los siguientes 18. ;Qué puede decirse si la desviacién estdndar de una

valores: muestra es negativa?
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19. Suponga que una muestra tiene como media X = 25 y
como desviacién estandar s = 3.2.
a) Determine un intervalo que contenga al menos 90%
de las medidas de la muestra. ’
b) (Cudl es el porcentaje minimo de la muestra que
estd contenido en el intervalo 17, 337

20. Suponga que una muestra tiene como media X = 540 y
como desviacidén estdndar s = 10.5.
a) Determine un intervalo que contenga al menos 92%
de las medidas de la muestra.
b) (Cual es el porcentaje minimo de la muestra que
estd contenido en el intervalo 524.25, 566.25?

Mads aplicaciones

21. El conjunto de datos siguiente representa las califica-
ciones del examen final para un grupo de 30 estudian-
tes de filosoffa:

98 94 94 57 358 88 97 94 96 85
85 97 92 90 87 80 97 93 87 &9
25100 97 83 74 64 79 89 98 100

Encuentre el porcentaje de calificaciones que distan
menos de 2.1 desviaciones estdndar de la media; use
entonces el teorema de Chebichev para k = 3.6. ;Los
resultados son consistentes con el teorema?

22. Los datos siguientes representan los precios en centa-
vos para una libra de fldor en 16 capitales del mundo:

41 28 10 16 35 18 21 5

40 30 25 18 14 30 33 24

Encuentre el porcentaje de precios que distan menos
de 1.5 desviaciones estdndar de la media, luego use el
teorema de Chebichev para k = 1.5. ;Los resultados
son consistentes con el teorema?

23. Eltotal promedio gastado por los clientes en una tienda
de comestibles es 8.34 ddlares, y la desviacién estan-
dar del total de ventas es 8.33 délares. ;Qué puede
decirse, usando laregla de Chebichev, de la proporcién
de clientes que gastan mds de 25 délares?

24. El nimero de pacientes que ingresan en el Memorial
Hospital por dfa a la semana es en promedio 32, con
una desviacién estdndar de 4; un dfa, ingresaron sélo
16 pacientes. Use la regla de Chebichev para decidir
s1 éste es un niimero de ingresos poco usual para un
dia de la semana. Explique el resultado.

25. La tabla siguiente da una muestra de los tiempos de
recorrido, en minutos, de un camino de 2.5 millas para
dos coches, A y B.

A: 1.0 09
B: 13 13

1.0 08 09 10 09 1.0
1.0 09 11 09 14 13

26.

27.

28.

a) Encuentre el promedio de los tiempos de recorrido
para cada uno de los coches, A y B. ‘
b) Calcule la varianza de los tiempos de recorrido para
Ay B, respectivamente.

¢) (Cual coche tuvo un tiempo promedio menor de
recorrido?

d) (Qué coche tuvo un desempefio mas consistente, si
la consistencia se mide por la varianza?

e) Encuentre el rango intercuartil para las muestras A y B.

La tabla siguiente da una muestra de tiempos de reco-
rrido, en minutos, de un camino de 3 millas para dos
coches, CyD.
C: 1.1 08 11 09 10 1.0 09 1.1
D: 12 14 13 09 1.1 08 15 14

a) Encuentre el tiempo promedio de recorrido para
cada uno de los coches, C y D.

b) Localice la varianza de los tiempos de recorrido para
cada uno de los carros.

¢) (Cuadl coche tuvo un promedio menor de recorrido?

d) (Cudl coche se desempeiié mas consistentemente?

¢) Encuentre el rango intercuartil paia las muestras Cy D.

Latabla adjunta indica los salarios anuales, en ddlares,
para una muestra de 25 trabajadores.

Salario anual Frecuencia

$5,500 7
6,000
7,000
8,000

30,000

W A~ N W

Encuentre:

a) el rango.

b) la media.

¢) la desviacién estiandar.
d) el rango intercuartil.

Latabla adjunta muestra la distribuci6n para el niimero
de transistores defectuosos encontrados en 215 lotes
producidos por un trabajador manual electrénico.

Numero de transistores Nimero de
defectuosos lotes

0 25
1 78
2 54
3 33
4 16
5 7

6 2
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a) Encuentre el rango.

b) Localice la varianza.

¢) Ubique la desviacion esténdar.
d) ;Cuél es el rango intercuartil?

Una gran lecherfa vigila continuamente el nivel de
contenido graso en su producto; el porcentaje de grasa
no debe desviarse mucho del 2% de la leche, siendo
aceptable una desviacidn estandar del 10%; se obtuvo
una muestra de 20 cartones de leche y se registré el
porcentaje de grasa en cada uno. Los resultados se
anotan a continuacion.

2.01

1.85 225 190 1.97
1.80 205 223 165 1.86
202 209 204 207 214
193 208 217 191 193

Calcule la media y la desviacién estdndar para la
muestra de contenidos de grasa. jHay evidencia de que
el contenido de grasa es demasiado alto? Explique.

Un paso mis alla

30. (Qué efecto tiene el tamafio de la muestra en la des-

31.

Nimero de familias

32.

viacion estdndar y en la varianza?

Encuentre X y s para el nimero de nifios por familia

de la muestra de datos ilustrada en la grafica lineal

adjunta.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Namero de niffos por familia

En algunas situaciones, los datos son dicotdmicos,
consistentes s6lo de dos valores distintos. Por ejemplo,
datos dicotémicos son los obtenidos cuando las res-
puestas se registran como hombre-mujer, verdadero-
falso, arriba-abajo, encendido-apagado, etc.; en tales
casos, se acostumbra usar O para representar un valor
de 1 para representar al otro. $Si1,0,0,0,1,1, 1,1, 1
y O representan una poblacién de valores, encuentre y
y 0 para la poblacion de ceros y unos. Si p representa
la proporcién de unos demuestre que 4 = p y

oc=Np(l-p).

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

111

Para cualquier coleccion finita de datos, determine el
valor de ¢ que hace X(x — ¢)* tan pequeila como sea
posible. '

Considere los tres conjuntos siguientes de datos.

A: 20 30 40 50 60
B: 20 -10 0 10 20
¢ 2 -1 0 1 2

a) Encuentre SS para cada conjunto de datos; note que
los valores del conjunto B se obtuvieron afiadiendo
—40 a cada medida en el conjunto A, y que los valores
en el conjunto C se obtuvieron dividiendo cada
medida del conjunto B entre 10.

b) {Qué relacion existe entre SSA y SSp? ¢ Y entre
SS AY SSC?

¢) ;Qué relacién hay entre s3 y 537 ;Y entre 57 y 527

d) (Qué relacién se da entre 55 y sp? (Y entre so y s¢?

Si se suma 3 a cada medida en un conjunto de diez que
tienen una desviacién estindar de 3, jcuédl es la desvia-
cion estandar del nuevo conjunto de datos?

La calificacién promedio en un examen de estadistica
fue 75 y la desviacién estidndar fue 10; después de
devolver el examen a los estudiantes, el profesor de-
terminé que una pregunta habfa sido mal calificada y
que cada calificacién debia aumentar en 5 puntos:
Encuentre 1a media, la varianza y la desviacién estdn-
dar para las calificaciones corregidas.

Considere la poblacién de medidas X: 1.233, 1.236,
1.230, 1.236, 1.234, 1.237, 1.233, 1.235, 1.238 y
1.238. Suponga que cada medida se transforma usando
Y =1000X - 1230, y encuentre la media, la varianza y
la desviacién estdndar de las medidas Y. Ademis,
demuestre que: ,

a) py = 1000ux — 1230. Como consecuencid, &, = (0.001)

(uy +1230). ‘
b) 02 = (1000)°0. Asf, 02 = (0.0000001)02,
¢) gy = (1000)a;. Por lo que g, = (0.001)0.

Si a cada medida de un conjunto de datos se les suma
una constante C, demuestre que la varianza del nuevo
conjunto es la misma que la del conjunto original.

Si cada medida de un conjunto de datos se multiplica
por una constante C, demuestre que la suma de cua-
drados del nuevo conjunto es igual a C* veces la suma
de cuadrados del conjunto original.

O

Si cada medida de un conjunto de datos se multiplica
por una constante C, ;es igual la desviacién estiandar
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41.

42.

43.

45.

del nuevo conjunto a C veces la desviacion estdndar
del conjunto original?

Otra medida de dispersioén es la desviacion absoluta
promedio (MAD). Se define por :

Tlx—-x|

n

MAD =

Calcule el valor de MAD para los datos del gjercicio 1.7

El coeficiente de variacién proporciona una medidade
variabilidad que es independiente de la unidad de
medida; por ello, puede usarse para comparat la varia-
bilidad de dos grupos de datos expresados en dos
distintas unidades de medida. Por ejemplo, puede usar-
se para comparar la desviacion estandar de la distribu-
cién de los ingresos anuales, y 1a desviacion estdndar
de los afios de servicio de todos los empleados de una
compaiifa. El coeficiente de variacién (CV) expresa la
desviacién estandar como un porcentaje de la mediay
se define como CV = (s/x)(100). Suponga que un
analista financiero de una firma de corredores de ac-
ciones quiere comparar Ja variacién en las razones de
precio-ganancia para un grupo de acciones comunes,
con la variaci6n en el rendimiento neto sobre la inver-
sién; para las razones de precio- ganancia, la media es
9.8 y la desviacion estandar 2.4, la media del rendi-
miento neto sobre la inversién es 20% y la desvia-
cién estandar es 4.3%. Use el coeficiente de variacién
para comparar la variacién relativa de las raciones
precio-ganancia respecto al rendimiento sobre la
inversién.

Suponga que la planta de directores de una gran cor-
poraci6n, quiere comparar la dispersi6n de los ingresos
de sus ejecutivos principales, contra la dispersién de
los ingresos de sus empleados no especializados: para
una muestra de los ejecutivos, el salario medio es
400,000 délares y la desviacién estindar es 50,000
délares, mientras que para la muestra de empleados no
especializados la media es 11,000 délares y la desvia-
cién estandar es 1200. jEn cuél grupo es mayor la
dispersion relativa?

. {Puede usarse el coeficiente de variaci6n con datos que

dan lugar a nimeros negativos? Explique surespuesta.

El grado del sesgo de una distribucion se mide gene-
ralmente por el coeficiente de sesgo de Pearson, deno-
tado por CS. Para una muestra, s¢ define por:

46.

47.

48.

49.

50.

51,

52.

3(x — X)
s

CS =

Para una distribucién sesgada, el signo de CS corres-
ponderd a la direccion del sesgo; una distribucién
simétrica tendrd CS = 0. Los datos siguientes repre-
sentan los salarios iniciales, en miles de délares, deuna
muestra de graduados de una gran universidad en el
medio oeste: 29.2, 27.8, 29.0, 20.3, 16.9, 28.7, 19.6,
248, 17.4,24.4,208, 178, 162y 17.8. Calcule su
coeficiente de sesgo.

Encuentre un valor para la constante C que minimice

%1 x— C | para la muestra siguiente de medidas: 2, 3,
7,7y8.

Demuestre que X (x =X ¥=X Py ) x)* In.

Si todas las medidas de una poblacién distan menos de
una desviacién estandar de la media, caracterice la
poblacion; es decir, determine qué clase de nimeros
conforman la poblacién.

Considere la muestra de medidas: 1.2,2, 3, 4y49.Dé

otra muestra de medidas que tenga una:

a) media tres unidades mayor que la de la muestra
original.

b) varianza cuatro veces més grande que la original.

¢) media tres unidades mayor y una varianza cuatro
veces mas grande que la de la muestra original.

Dada una poblacién, ;puede ocurrir que la desviacion
estandar sea mayor que la mitad del rango? Explique.

Demuestre que para una muestra de dos medidas,

s=RN2.

Si s es la desviacién estdndar de una muestra, se puede
demostrar que:

R (R) n
———=s=|—=
2("*'1) 2 n—1

donde 7 es el tamaiio de lamuestra y R es el rango. Los

datos siguientes representan 1os niveles de colesterol

en la sangre para una muestra de ocho personas: 239,

218,227, 357, 161,286, 310 y 245.

a) Encuentre cotas superiores e inferiores para s.

b) Estime s usando el punto medio del intervalo deter-
minado por el resultado anterior.

¢) Calcule el valor de s y compare el resultado con el
valor estimado en el inciso b. ’
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Tendencia central y dispersién para datos contenidos
en tablas de frecuencia agrupada

Media para datos
agrupados

Es posible calcular las medidas de tendencia central y dispersién para datos
exhibidos en una tabla de frecuencia agrupada, pero sus valores no son exactos
sino Unicamente aproximados; eso se debe al desconocimiento de las medidas
en grupo, las cuales se han colocado en intervalos de clase. Antes de que las
computadoras se volvieran de uso comuin, era necesario un gran trabajo para
calcular las medidas de tendencia central y de dispersién para conjuntos grandes
de datos; en un intento de manejar ese problema y de eliminar parte de los
célculos, los datos eran colocados en tablas de frecuencia agrupada y se debfan
hacer ciertas hipétesis antes de realizar los célculos; la validez de estas hipétesis
tenfa un efecto directo en la precisién de los resultados.

Hoy en dia, las computadoras de alta velocidad hacen posible procesar
répidamente listas enormes de datos proporcionando resultados altamente
precisos, lo cual elimina las ventajas en los cédlculos con tablas de frecuencia.
Usted se preguntara entonces por qué nos interesa calcular valores aproxi-
mados de ciertos estadisticos a partir de tablas de frecuencia agrupada; existe
una gran cantidad de datos resumidos en tablas de frecuencia agrupada
construidas por otros y la tnica forma de calcular sus medidas de tendencia
central es usar los datos agrupados.

Si debemos encontrar la media para datos proporcionados en tablas de
frecuencia agrupada, usamos marcas de clase para representar las medidas
para cada clase. Entonces la férmula (3.2) se puede usar para determinar la -
media muestral aproximada Xx,, puesto que los datos originales se desco-
nocen y cada observacion estd representada por su marca de clase.

Los datos siguientes representan el nimero de discos vendidos cada dia
durante un periodo de 25 dias en una tienda de musica localizada en un
centro comercial:

60 36 61 56 19 35 51 42 21 28 33 67 30
49 57 54 59 28 63 38 15 24 35 46 53

Por conveniencia, los datos han sido exhibidos en la siguiente tabla de
frecuencia agrupada:

Niimero de Ndmero de
discos vendidos dfas
15-25 4
26-36 7
37-47 3
48-58 6
59-69 5
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TABIA 3.8

Marcas de clase
multiplicadas por las
frecuencias para la
aplicacién 3.18

Mediana para datos
agrupados

Encuentre:
a) %, el nimero promedio de discos vendidos por dia.
b) X,, el nimero promedio aproximado de discos vendidos por dia.
|
Solucién:
a) Con la ayuda de una calculadora manual, determinamos que la suma de las
25 medidas es Xx = 1060. En consecuencia, la media muestral es:

Asi, el nimero promedio de discos vendidos por dia es 42.40.

b) Encontramos primero las marcas de clase X. Recuerde del capitulo 2 que
una marca de clase es el punto medio de un intervalo de clase. Cada marca
de clase se multiplica entonces por su frecuencia correspondiente, como lo
muestra la tabla 3.8.

Clase f X X
15-25 4 20 80
26-36 7 31 217
37-47 3 42 126
48-58 6 53 318
59-69 5 64 320

Usando la férmula (3.2), la media aproximada es:

Note que X, = 42.44 es s6lo un valor aproximado para la media de las 25
medidas muestrales originales; la aproximacién se considera buena com-
parada con el valor exacto x = 42.40, obtenido en la parte a. W

Hay dos métodos generales para calcular la mediana de datos previamente
agrupados en clases; esos métodos difieren en la hipétesis relativa a la
manera de agrupar los datos en clases.

Método I. Cualquier valor de la clase coincide con la marca de clase.
Mérodo II. Los valores en cada clase se distribuyen uniformemente en la clase.
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Esta hipétesis permite que la mediana tenga la propiedad especial siguiente para
un histograma de frecuencias:

Si se dibuja una recta vertical perpendicular al eje horizontal del histograma
en el valor correspondiente a la mediana, entonces el drea del histograma ubicada
a la izquierda de la recta vertical, es igual al 4rea del histograma ubicada a su
derecha.

Considere la aplicacién 3.19 y note que los valores aproximados de la
mediana producidos por los dos métodos no coinciden; el método II es el
usado tipicamente para aproximar la mediana de datos agrupados en clases,
debido a que las dreas del histograma, antes y después de la mediana, estan
igualmente distribuidas.

La tabla 3.9 representa las velocidades, en millas por hora, para una muestra
de 37 coches que recorren una zona escolar donde se permite circular hasta
a 25 millas por hora. Encuentre la mediana aproximada de la velocidad.
| TABLA 3.9 Numero f
Datos para la aplicacién Velocidad de coches acumulada
3.19 1-5 3 3
' 6-10 2 5
11-15 5 10
16-20 10 20
21-25 7 27
26-30 10 37
Solucién:

Método I. Las marcas de clase, denotadas por X, estdn contenidas en la
tabla siguiente. La marca de clase para la primera clase es (1 + 5)/2=3,y
las otras marcas de clase se encuentran sumando 53, el ancho de clase, a la
primera marca;

—
; Nidmero de Acumulada
Velocidad coches X f

1-5 3 3 3

6-10 2 8 5

11-15 5 13 10

16-20 10 18 20

21-25 7 23 27

26-30 10 28 37

37

Desde este punto, podemos determinar la mediana siguiendo la regla dada en
la seccién 3.1; como hay un niimero impar de medidas, la mediana muestral
aproximada X, es la medida, marca de clase, que ocupa la 19* posicién en la
tabla anterior. Asi, la mediana aproximadaes %, = 18.
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EJEMPLO 3.31

FIGURA 3.9

Histograma para los datos
de la aplicacion 3.19

Método II. Como n = 37, queremos localizar el n/2 = 37/2 = 18.5-ésimo valor.
Al observar la tabla notamos que tal valor cae en la clase 16-20, porque las tres
primeras clases contienen un total de 10 valores y la cuarta 10 valores; por lo
tanto, debemos contar (18.5 — 10) = 8.5 valores en la clase 16-20, bajo la
hipétesis de que los 10 valores que caen en esta clase estdn distribuidos
homogéneamente a lo largo de ella; en otras palabras, estamos buscando la
medida en la clase 16-20 localizada en los 8.5/10 de la clase. Como el ancho
de cada clase es w = 5, para encontrar el valor aproximado de la mediana Xa
s6lo necesitamos sumar (8.5)/10 del ancho w = 5 a la frontera inferior de la
cuarta clase. Asi, el valor aproximado de la mediana es:

- 8.5
X, =155+ 10(5)
= 15.5 + 4.25 = 19.75 |

Un histograma para los datos en la aplicacién 3.19 estddado enlafigura 3.9. Podemos
verificar facilmente que la suma de las dreas de los rectingulos anteriores al valor
19.75 es igual a la suma de las areas de los rectingulos posteriores a 19.75.

f ¥=19.75

10
%8
8
8 6
: 4
z
2
0 ", v v v o v on
P T Yo S = S V- S — BV S
- - QN
Velocidad

En general, si £ es lafrontera inferior delaclase enlacual cae lamediana,
f es la frecuencia de la clase que contiene a la mediana, g es el nimero de
valores que se deben contar para llegar a £, contando desde el valor menor,
y w es el ancho de clase, entonces, usando el método II, la mediana
aproximada para los datos estd dada por:

%,= %+ (f’;)(w)

Para la aplicacién 3.19, & =15.5,g=8.5, f =10 y w=5. La sustitucién de
estos valores en la expresion anterior da: '

8.5
15.5 + (-l-a>(5) = 19.75

el mismo valor que obtuvimos en la aplicacion.
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Moda para datos Una desventaja de usar la moda con una distribucién de frecuencia agrupada
agrupados es que el valor de la moda a menudo depende del agrupamiento arbitrario de
los datos; por esta razén es que una moda para una distribucién de frecuencia -
agrupada suele denominarse una moda cruda o clase modal.

Si los datos se organizan en una clase de frecuencia agrupada, una moda cruda o
clase modal, si existe, puede identificarse ficilmente; corresponde a la marca de
clase para'una clase que contenga la frecuencia mayor y para datos desplegados
en un histograma, una moda se asocia con la barra mis alta.

EJEMPLO 3.32 Para el histograma ilustrado en la figura 3.10, se ve que las modas crudas son 20 y 40.
FIGURA 3.10
Histograma con dos modas 7
' J
5F

20 25 30 35 40

Rango promedio para Para datos organizados en una tabla de frecuencia agrupada, el rango prome-
datos agrupados dio es aproximadamente el promedio de la frontera inferior de clase de la
primera clase y la frontera superior de clase de la dltima clase.

EJEMPLO 3.33 El rango promedio aprnximado para los datos de la aplicacién 3.19 es:
0.5+30.5 =155
2
Puntos de posicion para El método II para encontrar el valor aproximado de la mediana para datos en
datos de una tabla de una tabla de frecuencia agrupada, puede usarse también para encontrar
frecuencia agrupada puntos percentiles en una tabla del mismo tipo.
Para los datos exhibidos en la tabla de frecuencia agrupada adjunta, encuen-
tre Peo, €l sexagésimo percentil, o 6° decil.
Ntmero de f
Velocidad coches Acumulada
1-5 3 3
6-10 2 5
11-15 5 10
16-20 8 18
21-25 7 25
26-30 10
& 35
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Solucién: Usamos la primera columna de 1a tabla para contar 60% de los
'datos, es decir, (0.60)(35) = 21 valores. Asi, P¢ debe caer en la clase que
contenga la medida; esta clase es 21-25. El valor Pg se localiza dentro del
intervalo 21-25 a una distancia de 2.14 de la frontera izquierda del intervalo.
La distancia de 2.14 se obtuvo multiplicando (21-18)/7 por 5, el ancho de
la clase. Asi, el sexagésimo percentil es:

Pso=205+2.14=22.64

Sesenta por ciento de los datos estdn por debajo del valor 22.64. m

Varianza y desviacién Las marcas de clase se usan tipicamente para representar medidas que caen
estandar en las clases de una tabla de frecuencia agrupada cuando se necesita obtener
la varianza o la desviaci6n estdndar aproximadas de los datos; al hacerse esto,
se usan las formulas de 1a seccién 3.2 para calcular la varianza y la desviacién
estdndar, para el caso de distribuciones de frecuencia no agrupada.
_ GRUPO DE HIERCICIOS 3.3
Mas aplicaciones ' Precipitacién Nimero de
) . pluvial en pulgadas afios
1. La tabla de frecuencias agrupadas exhibe las edades
de una muestra de 36 personas asistentes a una pelicula 2.0-2.5 3
para adultos. 2.6-31 5
» 3.2-37 6
Clase f : 3.8-4.3 8
5 13 5 4.4-49 7
14-19 7
20-25 13 a) Encuentre la media aproximada de precipitacién
26-31 5 pluvial.
32-37 9 b) Aproxime la mediana usando el método II.

¢) Localice Pao, el cuadragésimo percentil, y

P35, el percentil 75.
d) Ubique Q, el primer cuartil, y D,, el cuarto decil.
e) Determine el sesgo del histograma de frecuencias.
f) (Cudl es la varianza aproximada?
g) Estime la desviacién estdndar aproximada.

a) Encuentre la edad media aproximada.

b) Aproxime la mediana de las edades usando los
métodos I y II.

¢) Encuentre Py, el cuadragésimo percentil, y Pes, el

percentil 65.
d) Localice (5, el tercer cuartil, y Ds el tercer decil. 3. La tabla de frecuencia agrupada adjunta indica las
e) Determine el sesgo del histograma de frecuencia. edades de compradores de coches nuevos en una gran
f) Ubique la varianza aproximada. distribuidora. Encuentre:
g) Estime la desviacién estandar a) La edad media aproximada.

b) La mediana aproximada de las edades usando los
métodos I y II.

¢) La varianza muestral aproximada.

d) La desviacién estdndar muestral aproximada.

2. Latabla ilustrada aqui da la distribucién de la precipi-
tacién pluvial en un cierto condado de Maryland para
el mes de junio durante los dltimos 29 afios.
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e) Pao 'y Pes- Costo de la reparacién Frecuencia
)01y D 0-99 12
Clase de edades f 100-199 35
28-32 20 200-299 75
33-37 23 v 300-399 84
38-42 71 400-499 125
43-47 45
48-52 26 Encuentre:

a) la media aproximada.

b) la mediana aproximada usando el método II.

¢) la varianza aproximada.

d) la desviacién estédndar aproximada.

e} P,, el vigésimo percentil, y P, el trigésimo
quinto percentil.

4. Los datos adjuntos indican los totales quincenales, en
délares, invertidos por una muestra de 50 empleados
en un plan de beneficencia compartida:

Monto de lainversién Nimero de empleados

30-34 5 ) 03, el tercer cuartil, y Do, el noveno decil.

2(5)_23 ii 6. Latabla adjunta contiene una distribucién de frecuen-

45-49 g cia agrupada para la duracién de 50 llamadas telefoni-

} cas de larga distancia, redondeadas al-minuto mds

50-54 5 . .
cercano, hechas por una agencia. Calcule la varianza

55-59 7 . Y :
aproximada y la desviacién estandar aproximada para

Encuentre: esta distribucidn.

a) la media aproximada.

Duracién de la llamada  f
b) la mediana aproximada usando el método II.

¢) la varianza aproximada. 417 23
d) la desviacion estidndar aproximada. 18'1; 1?
e) P, el percentil 60, y P, el sexagésimo quinto 1
. 16-19 4
percentil. 2023 )
, el tercer cuartil, y Ds, el octavo decil. ;
Do v 2427 1

Un paso mas alld

5. Latabla siguiente contiene los costos de reparacion de 7. Para los datos del ejercicio 1, jcudl es el percentil
un automévil para los reclamos de categoria menor correspondiente a una edad de 18 afios? Este porcen-
presentados ante una compaiiia de seguros: taje se denomina usualmente el rango percentil de 18.

SECCION 3.4 Puntajes estandar y observaciones aberrantes

Puntajes estindar como Suponga que después de hacer un examen de estadistica usted obtiene su

medidas de posicion calificacidn; entonces, se interesa por saber cémo es su calificacién respecto a

relativa la de los demés que hicieron el mismo examen, para saber si su calificacion estd

por debajo o encima de la media y por cudnto. Un puntaje estindar le dard
informacién sobre qué tan bien hizo el examen respecto al resto del grupo y le
proporcionard una medida de su posicion relativa dentro del mismo.

Roberto obtuvo 700 en la parte de matemadticas del SAT y Jaime 24 en
habilidad matematica del examen de colocacién en la universidad (CPT por
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sus siglas en inglés). La media y la desviacién estandar del SAT son 500 y
100, y del CPT 18 y 6, respectivamente. Si se supone que ambos exdmenes
miden algin tipo de habilidad, ;cudl persona calificé mds alto?; para respon-
der esta pregunta necesitamos algiin método que nos permita comparar
puntajes de distribuciones distintas. Es claro que la desviacién de cada
puntaje respecto a su media no es una base de comparacién correcta en este
caso, pues la desviacion de la calificacion de Jaime es:

x-X=24-18=6
y la de la calificacion de Roberto es:
x-=-X=700-500=200

Ninguna de ellas toma en cuenta la dispersién de los puntajes.

Si usamos puntajes estdndar veremos que Roberto calificé mds alto que
Jaime en la habilidad medida por el examen. Un puntaje estdndar toma en
cuenta la variabilidad de las medidas respecto a su media.

Una medida que nos permite hacer comparaciones entre distribuciones
distintas y toma en cuentala dispersion de los puntajes es el puntaje estdndar.
Un puntaje estdndar se define como: '

desviacién del valor
desviacion estandar

puntaje estandar =

y se denota comtnmente por z. Esta relacién puede expresarse como:

(3.11)

dependiendo de si lo que interesa es una poblacién o una muestra.

Puesto que un puntaje estandar se define como la razén de la desviacion del
valor entre la desviacién estidndar, representa el niimero de desviaciones
estandar que un valor dista de la media.

Un puntaje estdndar se denomina en ocasiones puntaje z. En relacién con el
ejemplo anterior, el puntaje estdndar o puntaje z de Jaime es:
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y de Roberto es:
L
g
700 — 500
S 100

2

La calificacién de Jaime de 24 estd una desviacion estdndar arriba de la media
del examen CPT, y la calificacién de Roberto de 700 estd dos desviaciones
estdndar arriba de la media del SAT; como ambos puntajes z son positivos y
el puntaje z de Roberto es superior al de Jaime, Roberto calificé mds alto que
Jaime en la habilidad medida por el examen.

'APLICACION 3.21 Suponga que un conjunto de puntajes tiene una media de 10y una desviacién
estdndar de 2.
a) Escriba los valores faltantes de la tabla siguiente.

x I 4 6 8 10 12 14 16
z |

b) ;Qué significa un puntaje z de O respecto al puntaje original?

¢) ¢Qué indica un puntaje z positivo respecto al puntaje original?

d) [,Qué quiere decir un puntaje z negativo respecto al puntaje original?

e) Ademads de indicar que un puntaje estd arriba o debajo de la media, jqué in-
formacién adicional proporciona un puntaje z?

Solucion:
a) De la férmula (3.11) obtenemos los siguientes puntajes z:

x| 4 6 8 10 12 14 16
z 1l =3 =2 —1 0 1 2 3

b) Un puntaje z de 0 indica que el puntaje es la media.

¢) Un puntaje z positivo quiere decir que el puntaje original esté arriba de la
media.

d) Un puntaje z negativo significa que el puntaje original estd debajo de la media.

e) Un puntaje z también dice el ndimero de desviaciones estdndar que un pun-
taje dista de la media.

APLICACION 3.22 |  Siuna distribucién de ndmeros obtenida de medir pesos de nifios pequefios
tiene una media de 20 libras v una desviacién estdndar de 2, ;cudl es la
unidad asociada con cada puntaje z?

Solucién: Si x denota el peso de un nifio en libras, entonces x libras menos
20 libras es (x — 20) libras. Al dividir x — 20 libras entre 2 libras se obtiene
un cociente de (x — 20)/2. En consecuencia, observamos que un puntaje z no
tiene unidad de medida, es s6lo un nimero. &
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Repetimos aqui los datos de la aplicacién 3.11 relativos a los precios del
asado de cerdo y del queso cheddar.

Ciudad Asado de cerdo Queso
capital (sin hueso) cheddar
Berna $6.61 $4.00
Bonn 2.38 - 274
Brasilia 1.27 1.08
Buenos Aires 1.36 2.03
Camberra 2.06 2.60
Londres 1.56 1.81
Madrid 2.33 3.15
Meéxico 1.08 2.29
Ottawa 1.99 3.98
Paris 247 2.37
Pretoria 1.95 1.76
Roma 2.46 2.96
Estocolmo 5.35 2.54
Tokio 4.19 2.38
Washington 3.29 2.69

Use puntajes z para determinar cudl alimento tiene el precio relativo mds
alto en Washington con respecto a los precios en las otras capitales.

Solucién: Se puede demostrar que X, = 2.69 ddlares y % = 2.56 ddlares.
Demostramos antes que s = 0.77 délares y puede comprobarse ficilmente
que sp = 1.57 dolares. Como el asado de cerdo cuesta 3.29 délares en
Washington, su puntaje z, es:

xX—Xx

s
_329-2.69
- 1.57

p=

=0.38

El queso cheddar cuesta 2.69 délares en Washington. Su puntaje z. es:

xX—Xx
s
_2.69-256
T 077

=

=0.17

Asi, el precio del asado es relativamente mas alto en Washington que el del
queso. m

Suponga que 4 y o son la media y la desviacién estdndar, respectivamente,
de una poblacidn finita; cada medida x tiene un puntaje z asociado. Los
factores importantes siguientes, que se explican en la aplicacién 3.24, ayudan
a caracterizar la coleccién de puntajes estdndar de una poblacién:




Seccién 3.4 Puntajes estandar y observaciones aberrantes

123

La poblacién de todos los puntajes estdndar tiene una media de 0 y una

desviacion estdndar de 1.

a) Encuéntre 4 y o para la poblacién consistente en los valores 1, 2 y 3.
b) Localice los tres puntajes estdndar.

¢) Demuestre que la media de los puntajes estdndar es 0 y que la desviacién

estdndar es 1.
Solucion:

a) La media poblacional es:

C1+2+3
3

x 2

Usamos la férmula (3.6) para obtaner la varianza poblacional:

SS _ (x—w)?
?i.N_Z N
(1—22+@2—-2+ (3 =27
3

-2
3

Por tanto, la desviacién estdndar ser4;

2
.= — =081
a \/; 6

b) Encontramos los puntajes z usando la férmula 3.11:

Parax=1,
1 —2
= —= —1.225
270816
Parax =2,
2—2
270816
Parax =3, ‘
3—2
= —— = 1225
27 0816

¢) La media de los puntajes z es cero. Para encontrar SS para los puntajes z,
organizamos nuestros cdlculos en la tabla siguiente y entonces usamos la

férmula 3.5.
z z?
—1.225 1.50
0 0
1.225 1.50
0 3
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Dicha férmula da:
2
ss = 322 — 22
N
=3—-0=3
Usando la férmula (3.6) obtenemos
2=

6, = \/varianza

para demostrar que la m dia
) :ntajesz enla aphcacnon 3. 24 sonﬂ
¢ ntlene Ias orde necesari

pantalla3s | :
A ";‘DATA>123

| w1

Sila columna C2 enla pantalla 3. 5 contiene los puntajesz de los datos‘_:;""
“en la columna C1. Las constantes K1 y K2'contienen la'mediay la -
- desviacién estandar, respectlvamente, de los puntajesz en C2; laorden

. [PRINT C1 C2 exhlbe los valores en C1y C2, y la orden PRINT K1 K2

 exhibe la media yila desviacién estandar, respectlvamente de los

. puntajes z. Note que los resultados concuerdan con Ios obtemdos en
la aphcaaon 3.24. | ; o

DATASEND R ,
- MTB> LET Q= (c1 MEAN(Cl))/STDEV(Cl)

© MTB> PRINTKI K2 -
; K1 0 - '
K2 100000 o




Conversion de puntajes z
a puntajes x

—t

__APLICACION 3.26

-

Gréficas de caja
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Para algunas aplicaciones, es interesante revertir los puntajes z a sus pun-
tajes originales. Por ejemplo, si X = 10 y s = 2, encuentre el puntaje x
correspondiente al z de z = 16.

Solucion: Usaremos la férmula del puntaje z y despejaremos x.

Multiplicando ambos lados por 2, tenemos:
32=x-10
Si sumamos 10 a ambos miembros, resulta;

x=42. H

~ Cuando de la férmula del puntaje z se despeja x, obtenemos la férmula
(3.12), que puede usarse para encontrar el puntaje original x dado por un
puntaje estandar z (véase la aplicacion 3.26).

3.12)

Si una poblacién tiene una media de 70 y una desviacién estindar de 5,
encuentre el puntaje original correspondiente al puntaje z de 1.5.

Solucién: Por medio de la férmula 3.12 obtenemos:

x=u+ 0z
=70+ (5)(1.5)
=70+75=715 |

Una grafica de caja es un diagrama que proporciona informacion sobre el
centro, la dispersion y la simetria o sesgo; utiliza cuartiles, y asi, es resistente
a las observaciones aberrantes; en ocasiones, a las gréaficas de caja se les
denomina diagramas de caja y extensioén. Para construir una grafica de caja
se ejecutan los pasos siguientes:
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EJEMPLO 3.34

Pasos para construir una grafica de caja

1. Construya una recta numérica y marque en ella los tres cuartiles.

2. Dibuje una caja rectangular sobre la recta con los extremos localizados en
el primer y tercer cuartiles; la altura de la caja no es importante.

3. Trace un segmento de recta vertical por el punto correspondiente a la
mediana dentro de la caja.

4. Dibuje dos rectas horizontales, llamadas extensiones, una desdelamediana
y 1a medida de la extrema izquierda y otra de la mediana a la medida del

extremo derecho.

Usemos los datos siguientes, correspondientes a lecturas de ozono en partes por
millén (ppm), tomadas al mediodfa en una gran ciudad, para construir una grafica de

caja:
9 14 12 17 11 20 13 18 22 12 15 16 5 7 9 19 8
Primero arreglamos los datos en orden numérico, de menor a mayor:

5 7 8 9 9 11 12 12 13 14 15 16 17 18 19 20 22

La mediana es 0, = 13, el cuartil inferior es Q1 =9 y el cuartil superior es Qs = 17.

Paso 1.
T f l ! -
5 9 13 17 22
Paso 2.
] T .
5 9 13 17 22
Paso 3.
- >
5 9 13 17 22
Paso 4.
¢ l I —
5 9 13 17 22

Como la mediana est4 un poco a la izquierda de la mitad de la caja y la extension
mds larga estd a la derecha, la distribucidn esté sesgada a la derecha.
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-‘P.antalla 3.6

Pantalla 3.7

. Lapantalla 3.6 ilustra el uso de MINI
SO OB l -

’DATA> END.
 MTB> BOXPLOT c1

ki

500 2200 900

EJEMPLO 3.35

FIGURA 3.11

Gréficas de caja simétrica

EJEMPLO 3.36

Lafigura 3.11 muestra una gréfica de caja para un conjunto de datos que es simétrico;
la recta mediana est4 exactamente en el centro de la caja y las dos extensiones son
de la misma longitud. En la préctica, no esperariamos una muestra de datos perfec-
tamente simétrica, donde el lugar ocupado por la mediana es un buen indicador de
la simetria; las longitudes de las extensiones dependen de los valores aislados y, por
lo tanto, no son tan confiables como pronosticadores de simetria en la poblacién
como lo es la ubicacién de 1a mediana dentro de la caja.

A
Y

La figura 3.12 ilustra dos graficas de caja para conjuntos sesgados; la gréafica de la
izquierda estd sesgada a la izquierda, y la de la derecha a la derecha. Note en cada
caso la ubicacién de la mediana; si la distribucién estd sesgada a la izquierda, la
mediana queda a la derecha del centro de la caja, y si estd sesgada a la derecha, la
mediana estard a la izquierda. Igualmente, en la préctica cotidiana con datos reales,
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FIGURA 3.12

Gréfica de caja seguida

EJEMPLO 3.37

FIGURA 3.13

Rasgos importantes de una
gréfica de caja

Deteccion de
observaciones aberrantes

las longitudes de las extensiones no son un buen indicador del sesgo en la poblacién,

porque dependen de valores aislados. Advierta que el ancho de la caja es el rango
intercuartil y por ello, da una medida de la dispersi6n de los datos; si una extensién
fuera especialmente larga, serfa sefial de que la medida extrema es una posible
observacién aberrante.

La figura 3.13 resume las caracteristicas importantes de una gréfica de caja.
O mediana 03

| l |

MAS ChiCa @ pommme® S grande

Una observacién aberrante, como dijimos, es una medida extrema en un
conjunto de datos; indica en ocasiones que se ha cometido un error, de
anotacioén, por ejemplo, pero también puede representar una medida muy rara
de la poblacién. La investigacién de observaciones aberrantes revela a
menudo informacién Gtil y es bastante posible que una de ellas sea la “joya
entre las piedras” en lugar de la “piedra entre las joyas”. Estas observaciones
pueden afectar tanto la media como la desviacién estandar del conjunto de
datos, distorsionando asi el centro y la variabilidad; no hay consenso entre
los investigadores sobre los que constituye una observacién aberrante en un
conjunto de datos. Una de las dos reglas practicas siguientes son de uso tipico
para detectar observaciones aberrantes en un conjunto de datos.

Una medida es una observacion aberrante de una muestra
si se verifica una de estas reglas

Regla 1. El tamafio de la muestra es mayor de 10, la distribucién de frecuencia
tiene forma de campana y el puntaje z para la medida dista mas de
tres desviaciones estdndar de la media.

Regla 2. La medida cae més de tres IQR debajo del cuartil menor, o méas de
tres IQR arriba del cuartil superior.
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' , Considere el siguiente conjunto ordenado (Vistoﬂ_originalmente en el ejem-
plo 3.20), que representa las cantidades de oxigeno consumido (mL/kg - min),

por 21 corredores hombres de mediana edad al pedalear en una bicicleta
ergométrica de 100 watts:

12.81 1495 1583 1597 1990 18.27 1834 19.82 19.94 20.62 36.73
20.88 20.93 20.98 20.99 21.15 22.16 22.24 23.16 23.56 35.78

Determine si la medida 35.78 es una observacién aberrante.

Solucién: Usaremos las dos reglas précticas.

1. Regla 1: un diagrama de tallo y hojas para los datos es como sigue:

12 81

13

14 95

15 83 97
16

17 90

18 | 27 34

19 | 82 94

20 | 62 88 93 98 99
21 15

2 | 16 24

23 16 56

35 78
36 73

Las medidas no siguen una forma de campana y por tanto la regla no debe
usarse.

Pero, con el propésito de ilustrar, calculemos el puntaje z para la medida
35.78. Lamedia es X = 443.01/21 = 21.06, y la desviacién estandar es

s =15.75. El puntaje z para 35.78 es:

35782106 _
7= 2056

La medida 35.78 no es una observacién aberrante, pues estd sélo 2.56 des-
viaciones estdndar arriba de la media. A causa de las medidas extremas, la
media y la desviacion estdndar se han inflado y en consecuencia, el puntaje .
z ha sido reducido.

2. Regla 2: en el ejemplo 3.20 encontramos que IQR =3.89, 0, =18.27, 05 =
22.16. Como 22.16 + 3(3.89) = 33.83 y 35.78 > 33.83, podemos concluir
que 35.78 es una observacién aberrante. W ’




130 « Estadistica descriptiva: andlisis de datos univariados

Habilidades bésicas
1. Sip=47yo=15,llene los valores faltantes en la tabla
siguiente:
X z
80
1.2
60
-2.37
47

2. Sip=35y0=16,llene los valores faltantes en la tabla

siguiente:
x z
50
34
2.3
-14
0

3. Considere la poblacién: 4, 8, 12, 16 y 20.

Encuentre:

a) Y

bo

¢) el puntaje z de cada uno de los puntaje en bruto

¢) la media y la desviacién estdndar de los puntos z
en la parte ¢

4. Considere la siguiente muestra: 1, 2, 2, 6, 8 y 11 para
localizar:

a) X

b) s.

c) el puntaje z para cada medida.

d) la media de los puntajes z.

e) la desviacion estandar de los puntajes z.

5. Construyauna grafica de caja con los datos siguientes:

132 141 095 1.06 1.18
126 099 126 1.10

6. Construya una grafica de caja con estos datos:

65 74 77 83 89 92 96 95 103 109

Mas aplicaciones

7.

10.

11.

Susana obtuvo 625 puntos en el examen A en el cual
u =600y o =70, Maria alcanz6 525 puntos en el
examen B para el cual 4 = 500 y 0 = 25. Si tanto
Susana como Marf{a solicitan un trabajo y todos los
otros factores son iguales, ;a quién debe otorgérsele el
trabajo con base en los puntajes de los exadmenes A,
B? Use puntajes estdndar para justificar su respuesta.

David y Ricardo estdn entrenando para el maratén de
Boston. David estd entrenando en un camino de Cum-
berland, mientras que Ricardo lo hace en uno de Frost-
burg; la media del tiempo para completar el recorrido
del camino de Cumberland es 167.4 minutos y la
desviaci6n estandar es 25.9 minutos. Lamedia del tiempo
en el camino de Frostburg es 143.1 minutos y la desvia-
ci6n estandar de 20.7 minutos; David dice que su tiempo
de recorrido del camino de Cumberland es 91.5 minutos
y Ricardo declara que el suyo es 86.2 minutos. ;Quién
serd el mejor en el maratén de Boston, segiin usted? Use
puntajes estindar para justificar su respuesta.

Las medias y las desviaciones estdndar de los puntajes
de examenes en cinco grupos se listan aqui; suponga
que usted obtiene un puntaje de 75 en el examen. ;En
cudl grupo tendria la mejor posicién relativa?
ayu=650=10

byu=70,0=5
cu=550=15
du=750=2
eyu=70,0=3

Las medias y las desviaciones estdndar de los tiempos
de carrera para cuatro carreras de distancia se anotan
abajo suponga que usted obtiene un tiempo de 20
minutos en una carrera. jEn cudl carrera tendria usted
la mejor posicién relativa?

ayu=10,0=2
byu=250=5
Au=14,0=10
dDu=20,0=1

Los trabajadores que utilizan la méquina A pueden
producir cantidades diarias del producto C, con una
media de 75 y una desviacién estandar de 5, mientras
que los trabajadores que utilizan la maquina B produ-
cen cantidades diarias del producto C, con una media
de 80 y una desviacion estandar de 8. Dick produjo 83
unidades con la miquina A y Juan 92 con la méaquina

B wes ces



12.

13.

14.

15.

B. ;Quién de ellos produjo la cantidad relativa mayor?
¢ Por qué?

El salario medio anual de todos los programadores de
cémputo hombres en una gran compaiifa es de 35,000
délares, y la desviacion estdndar de 500 dolares. Una
mujer programadora gana 20,000 délares anuales vy
considera estar siendo discriminada. ;Usted qué opi-
na? ;Por qué?

Los datos siguientes indican los montos, en centavos,
del impuesto por galén de gasolina en diversas enti-
dades de Estados Unidos:

9 9 135 7 65 11 9 117 1
11 12 98 5 13 g 11 9 9
g8 9 10 13 137 8 13 8
13 12 11 105 9 14 10 13

a) Construya una gréfica de caja para los datos.
b) (Hay observaciones aberrantes?

La Nielson Company recaba informacién sobre los
habitos de atencién a la televisién por parte de los
estadounidenses. Los datos adjuntos indican el tiempo
dedicado a la semana a ver television, en horas, para
una muestra de 20 estudiantes universitarios:

16 36 22 27 38 351
29 21 26 31 11 25

30 25
33 25

10 5
15 16

a) Construya una gréfica de caja para los datos.
b) ;Hay observaciones aberrantes?

Un paso mas alld

Los datos en el diagrama de tallo y hojas adjunto
indican las calificaciones logradas en un examen de
estadistica.

Seccidn 3.4 Puntajes estindar y observaciones aberrantes

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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a) Construya una gréifica de caja.
b) (Encuentra observaciones aberrantes?

¢Puede un puntaje de 5 tener.un puntaje estandar de 3
si es miembro de una poblacién con una media de 77
Explique.

Si un puntaje de 13 es miembro de una poblacién con
una media de 7 y tiene un puntaje estdndar de 3,
encuentre la varianza de la poblacién.

Si un puntaje de 10 es miembro de una poblacién con
una varianza de 9 y tiene un puntaje estdndar de 5,
encuentre la media de la poblacién.

Una poblacién tiene una media igual a 7 y una varianza
igual a 1. Encuentre el valor del puntaje que tiene un
puntaje estdndar igual al doble de su valor.

Si para definir una observacién aberrante se usa s6lo
la restriccién sobre el puntaje z, jes una observacién
aberrante el valor un millén en la muestra: {0, 0, 0, 0,
1,000,000} ? Explique.

Como en el caso anterior, ;s una observacién aberrante
el valor uno de la muestra {0, 0,0, 1, 1, 1,2, 2, 2, 5}?

;Puede encontrar una muestra de tamafio 4 cuyo valor
maximo tenga un puntaje z mayor que 3/2?
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[ RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo introdujimos los conceptos de
tendencia central, puntos de posicién y variabili-
dad; estudiamos cuatro medidas de tendencia cen-
tral: media, mediana, moda y rango promedio.
Estas medidas proporcionan valores centrales para
conjuntos de datos. Aprendimos que en una distri-
bucién las posiciones relativas de la media, la
mediana y la moda determinan la simetria o sesgo
de la distribucién; después, estudiamos cuatro me-
didas de dispersién o variabilidad: rango, varian-
za, desviacién estandar y rango intercuartil. Estas
medidas se usan para describir la cantidad de dis-

persién en un conjunto de datos. Vimos que el teo-
rema de Chebichev es importante para comprender
el concepto de desviacion esténdar; finalmente, se
introdujeron los puntajes estdndar y las graficas de
caja: los primeros expresan las posiciones relativas
de las medidas respecto a su media y también son
dtiles para hacer comparaciones relativas de datos
de dos poblaciones o muestras diferentes; las grafi-
cas de caja son utiles para exhibir el centro, la varia-
bilidad y el sesgo o simetria en un diagrama, y para
ayudar a identificar observaciones aberrantes en un
conjunto de datos.

REVISION DEL CAPITULO

contra las dadas en el capltulo. ‘

‘ran go

media de tendencxa central : cuamles

n, tamafio de la muestra::
X, medida muestral
', media poblacional
¥, usada para indicar suma -
N, tamafio de la poblacién R, rango
{1, mediana poblacional
X, mediana muestral
P,, n-ésimo percentil

deciles - :

media de depresion . !
mediana - vanabxhdad =
rango promedio

moda

~ mediana muestral aprox1mada o
i punto de poswlon -

© Oy, primer cuartil
Q:, segundo cuartil
O3, tercer cuartil
D,, n-ésimo decil

IQR, rango mtercuarnl
SS, s_uma gle cuadrados C “da
@, varianza poblacional '

. TERMINOS IMPORTANTES
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desviacién de un valor observacxon aberrante : , suma de cuadrados "
" media : : "':f:_.graﬁca decaja - hlstograma 81metr1co
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- media’ muestral aproxxmada
L clase modal :

EE SI'MBOLOS IMPORTANTES  ®

5% varianza muestral .

0, desviacién estandar pobalcio-
nal S L

s, desviacion estdndar muestral
X, media muestral aprox1mada ;

¥ Xy medlana muestral apromma—
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LEx
Medxa muestra] x -

Media pr}acxonai: ,u,:_—N— S

' Media muestral para :'tod”
una tabla de frecuencxa

' nes dé,log%ﬁléf& esO,
Suma de 'bu\adradbé para
(3.4) ‘

Suma de cuadrados para una mu“ ,
- (34) ' P .
Formu]a para ca]Lular la suma dc cuadrados de una_ _’
muestra: ¥ g L

(Z x)

SS = le (3 5)

Férmula para calcular Ia suma de cuadrados de una
*poblauon 5 : : LR

2 (ZX) .

S =2 - 35
Varianza poblauonal 0’—7\/—;,- (3:6)
Varianza muestral: s2 =- SS ~ @3 ' ’ '

R Regla] El tamario de la miestra

' ’ e la dlstrlbumon de frecuencnas tiene forma ai

o ; R el puntaje z dlsta mas de tres dcsvnacmnes cstandar le Ia’ :

Desviacion estandar muestral: ~ : S
o 7 medla : ' L

s= \ varianza mu¢stra] o ) S Regla 2. La medlda cae mas de Ues IQR. debajo del&_

cuartll mfenor omds de tres IQR amba del cdarﬁl supenor i
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1. Calcule la media, la mediana, la moda, el rango pro-
medio, el rango, la varianza y la desviacién estandar
para cada una de las poblaciones siguientes:

a)3,7,4,6,8,2
b)7,8,5,2,3
3)9,6,0,1,4
d)3,3,3

2. Calcule la media, la mediana, la moda, el rango, la
varianza y la desviaci6n estandar para cada una de las
muestras:
a)4,7,2,2
b)1,8,9,4,4
¢0,0,1,1,10
d)3,3,3
e) 8,14,15,16,22

3. Calcule el puntaje z para x en cada una de las situacio-
" nes siguientes:
a)x=22,u=15,0=2
b)x=-10,u=5,0=28
)x=0,x=12,5=6
d)x=125x=22,5=04
e)x=17,¥=15,5=4

4. Calcule la media, la mediana, la moda, la varianza y la
desviacién estandar parala tabla de frecuencia de datos

muestrales:
x f
0 1
1 3
2 2
3 4

5. Encuentre la mediana, la moda, la varianza y la desvia-
cién estdndar para los datos muestrales ilustrados por
la gréfica lineal siguiente:

6. Se recabaron los datos muestrales:

8 8 26 10 8
8 8 18 8 14
20 10 6 14 14

a) Encuentre X y s.

b) Si al recabar los datos se cometié un error y la
medida original de 26 hubiera sido 20, ;deberia
crecer o decrecer s? Explique.

¢) Con las hipétesis del inciso anterior pero suponien-
do que la medida original hubiera sido 8. ; Aumen-
tarfa o disminuirfa s? Explique.

7. Un grupo de célculo tiene 30 alumnos. Las calificacio-
nes que siguen son las obtenidas en un examen por los
alumnos que se sientan en la primera fila: 87, 83, 89,
71y95.

a) ;Esta coleccién de calificaciones es una muestra o
una poblacién?

b) Calcule la media y la desviacién estdndar de los
datos.

¢) Encuentre los puntajes estdndar para los valores 71
y 95.

8. Para cada uno de los conjuntos siguientes, especifique
una medida de tendencia central apropiada y dé su
valor. Justifique su eleccién en cada caso.

a) Peso en libras b) Clasificacién Nimero
3 Profesor 25
2 Profesor asociado 24
4 Profesor asistente 13
13 Instructor 10
4
4
¢) Partido Namero d) Calificacién Numero
Democrata 200 A 2
Republicano 300 B 3
Socialista 50 C 1

Independiente 17

¢e) Velocidad Nidmero
Répido 25
Lento 75




9. Los siguientes datos representan los cargos mensuales, en

délares, del servicio telefénico en 19 ciudades del mundo:

7.28, 8.54, 15.28,5.51,3.17, 6.34, 3.80,4.59, 5.12, 9.98,

7.04,10.00, 11.96,5.48,2.30, 5.85,9.39, 8.73,7.66.

a) Encuentre X.

b) Determine s.

¢) Calcule el puntaje z para el cargo mensual del servicio
telefonico en Nueva York (x = 10.00 d6lares).

d) Construya una grafica de caja.

10. Se seleccionaron cincuenta domicilios para determinar

el nimero de habitantes hombres. Los datos obtenidos
se enlistan aquf:

6 1.2 1 3 01 4 0 1
1 1111 01 3 2 3
1 01 2 2 11 2 21
00000 O0O0CT1 11
21 011 2 2 01 0

Ejercicios de repaso o 135

a) Encuentre x.

b) Encuentre s.

¢} ;Cuéntas medidas distan menos de una desviacién
estdndar de la media?

11. Los siguientes son promedios EPA de rendimiento en

millas por galén, para 15 automéviles compactos y
subcompactos modelo 1989: 30, 31, 34, 31, 35, 41, 27,
35,20,47,27,29,34,38y 32.

a) Ubique X y s.

b) Encuentre los cuartiles y el cuarto decil.

¢) Construya una gréfica de caja.

12. Los datos siguientes representan las ventas anuales de

armas, en billones de ddlares, de Estados Unidos a
paises del tercer mundo, de 1976 a 1983: 8.2, 9.8,

10.1,9.2, 6.4, 6.8, 7.9 y 9.7. Encuentre:
a)x

b) s

¢} O3y Dy
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1.

Las calificaciones finales de una seccién del grupo 209
de matematicas se ilustran en la grifica de barras
adjunta.

| N
R I ke : -
A B C D F
Calificaciones

a) ;Qué medida de tendencia central deberd usarse
para describir la calificacién central? Explique la
razén de su respuesta.

b) Utilice su respuesta anterior para encontrar la(s)
calificacién(es) central(es).

¢) ;Cuéntos estudiantes estén representados en la grafica?

d) ; Qué porcentaje de estudiantes recibieron una cali-
ficacién de C?

e) ;Qué porcentaje de estudiantes recibieron una cali-
ficacién de C o mejor?

Considere la muestra 3, 8, 7, 12 y 10 para encontrar:
a) elrango

b) la media

¢) la mediana

d) el rango promedio

e) lavarianza

f) la desviacién estdndar

g) el puntaje estandar para la medida 10

h) el IQR.

Considere la siguiente tabla de frecuencia para una
poblacién:
X

[ BRVSIE SR R N

4
8
3

a) Encuentre .
b) Determine G.

. Qué puede decir de x en relacién con el resto de los
datos si x:

a) /tiene un puntaje z de 07

b) ;posee un puntaje estandar de 2?

¢) ;tiene un puntaje de z de —17

(En cudl de las situaciones siguientes es mayor el
puntaje original x respecto a su conjunto de datos?
a)x=37,x=20,5s=10

b) x = 500, X = 200, s = 250
¢)x=30,x=10,5s=0.7

Sip =8y o = 4, encuentre el puntaje original x para
z=-2.

Construya una gréfica de caja para los datos del pro-
blema 2.

Suponga que una muestra consiste en cinco medidas,
30, 80, 50, 40 y x. Determine el valor de x tal que la
media, la mediana y la moda sean todas iguales.

(Tiene la mayor parte de la gente una medida de pie
mayor que el promedio? Justifique su respuesta.
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DESCRIPCION

4.1 Dependencia lineal y
covarianza

4.2 Correlacién

4.3 Regresién y prediccién

OB]ET IVOS DEL CAPITULO
En este capitulo estudiaremos

1 | vomvapor 4

(?aii'o;ra}na”del capitulo

Y YYVYYVYY

Y VYYVvY

Qué es un diagrama de dispersién y cémo se usa.

Covarianza.

Correlacion. _

Coémo determinar el coeficiente de correlacién r.

El método de los minimos cuadrados para determinar la ecuacion
de prediccién.

Cémo determinar la ecuacién de minimos cuadrados, que estima
como estdn relacionadas dos variables.

C6mo usar la ecuacién de regresién con propésitos de prediccién.
Cémo se relacionan el coeficiente de correlacién y la pendiente de
la recta de regresién.

Qué es la suma de cuadrados para el error y cémo se calcula.

L E I clima parece -afectar la ofensiva en beisbol. La tabla adjunta
i

ndica una relacién entre la temperatura y la ofenswa de 1987 a

1989.”
i Porcentaje Carreras por - Jonrones por
_ Temperatura de bateo juégo Jjuego
0590 0.248 -8.0 1.40
- 60°-69° 0.253 8.5 165
- 70°-79° 0.259 8.6 1.69
80°-89° 0.263 9.1 185
- 90° en adelante 0.263 : 9.1 , 1.83 -

- Los datos sugieren que cuando la temperatura aumenta, la ofenswa

mejora; un estucho sobre la relacion entre la temperatura y la ofenswa

utiliza regresién y correlac1on que son los temas que veremos en este
g -capitulo.

Los andlisis estadisticos utilizan frecuentemente datos cuantitativos de
naturaleza bivariada; esto es, a cada elemento de la muestra le corres-
ponde un par de medidas. Los siguientes son ejemplos de datos bivaria-
dos:

Salarios y edades de maestros del distrito A
Pulsaciones por minuto y presién sanguinea sistdlica de estudiantes del grupo
209 de matematicas

Estaturas y pesos de un grupo del club de Scouts
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SECCION 4.1

B Precipitacion pluvial diaria y temperatura diaria promedio en Frotsburg du-
rante diez dias

B Ingreso en la primavera y el verano de 1985 en 20 universidades

Este capitulo tratara gréficas de datos bivariados, midiendo la fuerza de

una relacion lineal y describiendo relaciones lineales entre dos variables.

En todo el capitulo trataremos Gnicamente relaciones lineales (linea

recta).

‘Dependencia lineal y covarianza

EJEMPLO 4.1

Los datos bivariados pueden verse como una coleccion de pares ordenados
(x, y), donde la medida x en el primer conjunto de datos es la pareja de la medida
y enel segundo conjunto; €l valor perteneciente al primer conjunto se escribe
siempre primero en la pareja. Se acostumbra llamar variable independiente
ala variable x y variable dependiente a la variable y. La aplicacién indicard
usualmente cudl conjunto de datos se asocia con la variable independiente:
estos pares ordenados se pueden dibujar en un sistema coordinado. La grafica
resultante se llama diagrama de dispersion.

Considere la coleccién adjunta de datos pareados; representan el niimero de horas de
estudio (x) y la calificacién recibida (y) en un examen para una muestra de seis
estudiantes.

Estudiante A B C D E F

x: horas i 2 4 4 7 12
y: calificacién 71 71 74 80 80 86

Un diagrama de dispersion para los datos es como sigue:

A

100 |~

Calificacién
w i L%, N ~] o0 O
o o [==] (-3 (=] o (=]
| | | ] i | 1
[ ]
[ ]
™
[ ]

20 -
10 |-




FIGURA 4.1

Lineas rectas a través del
origen

Seccién 4.1 Dependencia lineal y covarianza = 139

Estamos interesados en determinar cudndo hay una dependencia lineal
entre las dos variables, es decir, queremos determinar si la variable y tiene
una tendencia a crecer o a decrecer, cuando la variable x aumenta. Si
examinamos el diagrama de dispersion del ejemplo 4.1, parece que existe
una tendencia de y a crecer cuando x lo hace. En este caso, decimos que hay
algin grado de dependencia lineal entre x y y. Si la tendencia es que la
variable y crezca cuando la variable x crece, 1a dependencia se llama positiva;
en cambio, si la tendencia es que y disminuya cuando x crece, la dependencia
es negativa; si no hay tendencia de y a crecer o decrecer cuando la variable
x crece, entonces no hay dependencia lineal.

Si los datos pareados tienen una relacién lineal perfecta, la pendiente
—inclinacién— de la linea recta indica el tipo de relacién de dependencia para
las variables utilizadas; si la linea tiene una pendiente positiva —si sube de
izquierda a derecha—, entonces la dependencia es positiva, mientras que si tiene
una pendiente negativa —si baja de izquierda a derecha—, la dependencia es
negativa.

Considere las dos lineas de lafigura 4.1; ambas pasan a través del origen;
la linea etiquetada con /; tiene una pendiente positiva y la linea /; tiene una
pendiente negativa. Note que todos los puntos, excepto el origen de la linea
I}, caen en los cuadrantes I y III; para un punto en estos cuadrantes, ambas
coordinadas son positivas o negativas.

¥y

A

!

2

Es posible asignarle un peso a cualquier punto contenido en una recta
que pasa a través del origen; este peso es un nimero definido por el producto
de sus coordenadas. Si el punto estd contenido en los cuadrantes 1y III, el
peso asignado es positivo, mientras que si el punto est4 contenido en los
cuadrantes II y IV, el peso es negativo. En la figura 4.1, cada punto en la
linea J,, excepto el origen, tiene un peso negativo y cada punto en la linea [
(excepto el origen) tiene peso positivo; al origen se le asigna un peso de 0.

Para resumir:

1. Cualquier linea a través del origen con pendiente positiva tiene un
producto de coordefiadas que es no negativo.

2. Cualquier linea a través del origen con pendiente negativa tiene un
producto de coordenadas que es no positivo.
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FIGURA 4.2

Diagrama de dispersién
de desviaciones de valo-
res de los datos en el
ejemplo 4.1

La desviacién de valores para x y y puede usarse para crear una férmula
para medir el grado de dependencia lineal. Recuerde los hechos siguientes
relativos a desviacién de valores x —X :

1. Una medida esté debajo de la media si la desviacion de su valor es
negativa.

2. Una medida est4 arriba de la media si la desviacién de su valor es
positiva.

3. Una medida es igual a la media si la desviacidn de su valor es cero.

Si transformamos cada medida de una pareja (x, y) a su correspondiente
desviacion de valor, resulta la pareja (x — X, y — y); entonces el diagrama de
dispersién de los pares de desviaciones de los valores tiene una interpretacién
interesante. El punto (%, 7) se llama el centroide del diagrama de dispersién
y sirve como punto de referencia. Si dibujamos dos lineas a través del
centroide, una paralela al eje x y otra al eje y, entonces estas dos lineas pueden
servir como lineas de referencia o ejes, para la desviacion de los valores;
usamos y para etiquetar al eje paralelo al eje y, y X para el eje paralelo al eje
x (véase la figura 4.2 para el estudio de los datos del ejemplo 4.1).

y
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Estas nuevas lineas de referencia establecen cuatro cuadrantes: I’, IT,
I’ y IV’. Una pareja de desviaciones de valores se dibujard en el cuadrante
I’ si la desviacion de sus valores x y y es positiva; en el cuadrante II’, si la
desviacion de su valor x es negativa y la de su valor y positiva; en el cuadrante
IIT’, sila desviacion de sus valores x es negativa y lade su valor y es negativa,
y en el cuadrante IV’ si la desviacién de su valor x es positiva y la de su valor
y negativa. Las distancias perpendiculares de los puntos medidos desde los
ejes X y y representan las desviaciones del centroide; los pares de desviaciones
de valores (x — X, y —¥) se dibujan con respecto a los ejes X y y de la misma
forma en que los pares (x, y) se dibujan con respecto a los ejes x y y.

RO ey e et © o ey



TABIA 4.1

Coordenadas, desviacio-
nes de valores, cuadran-
tes y pesos para los datos
en el ejemplo 4.1

Covarianza muestral

Seccién 4.1 Dependencia lineal y covarianza a 141

El producto de las dos desviaciones de valores para una pareja determina
un peso; si todos los puntos en un diagrama de dispersion estdn contenidos
"en los cuadrantes I’ y III, entonces los pesos son todos positivos y si los
puntos estdn contenidos en los cuadrantes II’ y IV’, todos los pesos son
negativos. La suma de los pesos de todos los puntos de un diagrama de
dispersién indica la fuerza de la dependencia lineal; si la suma de los pesos
es positiva, la dependencia lineal también lo es, pero si esa suma es negativa,
la dependencia es negativa; si la suma de los pesos es cero, no hay depend-
encia lineal entre las variables x y y. La tabla 4.1 contiene informacion de las
medidas pareadas usadas anteriormente. L.a media de las medidas xes X =35
y lamediadelasyes y=77.

Estudiante Coordenadas Coordenadas Cuadrante Peso
Xy X . yy &y

A 1,71) -4 . -6 (-4, -6) r 24
B 2,71) -3 -6 (-3, -6) ur 18
C 4,74) -1 -3 (-1,-3) Ir 3
D (4, 80) -1 3 (-1,3) Ir -3
E (7, 80) 2 3 2,3) r 6
F (12, 86) 7 i (7,9) r 63

0 0 111

Note las relaciones siguientes de la tabla 4.1:

1. Todos los estudiantes excepto D estdn identificados con pares que tienen
pesos positivos y dibujados en los cuadrantes I' y IIT".

2. Elestudiante D estd identificado con un par cuyo peso es negativo y
dibujado en el cuadrante II.
Zx-n=0yX(y-y»=0.

4. El diagrama de dispersién estd dominado por puntos en los cuadrantes I’
y III" con pesos positivos. Esto se constata porque la suma de los pesos
es 111. :

Cualquier peso asignado a una pareja de desviaciones de puntajes contribuye
a la suma de todos los pesos; la suma de los pesos de las desviaciones de los
puntajes proporciona una medida total de la dependencia de las variables;
representa la tendencia combinada de los puntos que habrén de estar ya sea
en los cuadrantes I’ o III’, o en el IT” o el IV”. Si n representa el nimero de
pares y dividimos la suma de los productos de las desviaciones de los valores
entre 'n — 1, obtenemos, en algin sentido, una medida promedio de la
dependencia lineal, llamada la covarianza muestral, denotada por cov(x, y)
0 Sxy. Asi, la covarianza muestral estd dada por: '
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EJEMPLO 4.2

Covarianza muestral

cov (x,y) = Sxy :H{%}’_—_ﬂ “.n

La covarianza muestral para los datos del examen del ejemplo 4.1 es
Lax-% G-
n-1
3t}
5
Este resultado indica una dependencia lineal positiva entre la cantidad de
tiempo de estudio y la calificacién obtenida.

=222

EJEMPLO 4.3

La figura 4.3 muestra diagramas de dispersi6n que representan una depen-
dencia lineal negativa, una dependencia lineal positiva y una dependencia
lineal cero; advierta en cada caso que el promedio de los productos de las
desviaciones de los valores determina el tipo de dependencia.

Ry

.
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FIGURA 4.3

Diagramas de dispersién
que ilustran dependencia
positiva,negativa y falta de
dependencia
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La covarianza muestral es similar a la varianza muestral en el sentido
de que para la varianza muestral, 1a suma de cuadrados SS se divide entre n — 1,
y para la covarianza muestral la suma de los productos de las desviaciones
de los valores se divide entre n — 1.




144 w  Andlisis descriptivos de datos bivariados

EJEMPLO 4.4

TABIA 4.2

Suma de productos de
desviacién de valores
para los conjuntos de da-
tosAyB

o 2= 2 -Dy -7
n—1 w n—1
1 1

Varianza muestral Covarianza muestral

Mientras mayor sea el valor de la varianza muestral s? , mayor variacién hay
en los datos; en general, mientras mayor sea la magnitud de la covarianza
muestral sxy,mas fuerte esla dependencia lineal, pero ambas medidas pueden
ser afectadas severamente por la presencia de observaciones aberrantes y que
€stas tienen una tendencia general a inflarlas. La covarianza muestral tiene
la seria desventaja de que dos diagramas de dispersién pueden tener la misma
dependencia lineal, aunque posean covarianzas muestrales diferentes.

Para ver que dos diagramas de dispersion diferentes pueden tener la misma depen-
dencia lineal, usemos los dos conjuntos siguientes de datos pareados, ambos con una
dependencia lineal perfecta. La relacién usada para generar los pares es y = x.

Conjunto de datos A Conjunto de datos B
X y X Yy
1 1 2 2
3 3 6 6
Las medias para el Las medias para el
conjunto de datos A son: conjunto de datos B son:
x=2  y=2 X=4 y=4

Las desviaciones de valores y los productos de las desviaciones de valores
correspondientes se ilustran en la tabla 4.2.

Conjunto de datos A Conjunto de datos B
x y x-=-2 y-2 (x-2)(y-2 x y x-4 y-4 (x-Hy-4
1 1 -l -1 1 2 2 =2 -2 4
3 3 1 1 1 6 6 2 2 4
0 0 C 2 0 0 8

La covarianza para el conjunto de datos A es:

Zx—=2)(y—2) 2
n—1 l
La covarianza para el conjunto de datos B es:
_ G- -9 8 _

Sxy

n—1 1

Dos puntos determinan una recta. La dependencia lineal en cada caso no puede
ser més fuerte, es perfecta; pero la covarianza para el conjunto de datos B es cuatro
veces la covarianza para A. Un resultado de esta observacién es que un cambio en
las unidades de medida para x o y afectara el valor de la covarianza. En la seccién
4.2 usaremos otra medida de dependencia lineal a la que no afecta la unidad de
medicion. La medida usa la suma de los productos de las desviaciones de los valores

Xyy.
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Habilidades basicas

1. Considere el conjunto de datos bivariados:
x| 0 1 4 -5 2 6
y|=2 -1 2 -7 0 4

a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Determine si la dependencia es positiva o negati-
va usando el diagrama de dispersion.
¢) Calcule el valor de la covarianza muestral. ;Qué
tipo de relacion de dependencia indica?
2. Considere los datos bivariados:

x[ 0 4 8 1 3 -
yt26—140—4 4

a) Dibuje un diagrama de dispersion.
b) Resuelva si la dependencia es positiva o negati-
va usando el diagrama de dispersién.
c) Calcule el valor de cov(x, y). ; Qué tipo de rela-
cién de dependencia indica?
3. Determine la covarianza muestral para los datos pa-
reados:

x[ 1 2 3 7 8 9
yl2 1 4 18 10 19

4. Determine la covarianza muestral para los datos

pareados adjuntos.

x] 1 2 3 7 8 9
y|16944916

Mas aplicaciones
5. Las calificaciones de ocho estudiantes del grupo 101
en matematicas (x) e inglés (y) son como sigue:

x| 77 81 94 s0 72 63 88 95

y| 82 47 85 66 65 72 89 95
a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Determine si la dependencia es positiva o negati-
va usando el diagrama de dispersion.
¢) Calcule el valor de s,,. ;Qué tipo de relacién de
dependencia indica?
6. Los datos siguientes representan los puntajes (x) en el

SAT, matemdticas y (y) en el GPA para un grupo de
10 estudiantes:

x[450 376 514 678 501 734 325 400 398 681
y\3.5 25 21 36 27 38 1.8 24 20 19

a) Dibuje un diagrama de dispersion.

b) Resuelva si la dependencia es positiva o negati-
va usando el diagrama de dispersién.

c¢) Calcule 1a suma de los productos de las desvia-
ciones de los puntajes. ;Qué tipo de relacién de
dependencia indica?

7. Los datos que siguen representan los tamaiios de los
motores en pulgadas cibicas y la estimacion de millas
por galdn, para siete automdéviles subcompactos.

Coche Tamafio Millas/galén
del motor
Chevette 98 31
Sentra 98 35
Colt 86 41
Isuzu [-Mark S 111 27
Mercedes 190D 134 35
Firebird 173 20
VW Rabbit 97 47

a) Trace un diagrama de dispersién.
b) Fije la covarianza muestral.

8. Las razones de precio-ganancia (PG) y el porcentaje
rendido para siete tipos de acciones son:

Razén PG| 24 24 34 29 40 38 27

Porcentaje | 4.2 0.7 10 46 62 63 84
rendido

a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Resuelva la covarianza muestral.

9. El nimero de bebidas alcohdlicas consumidas y la

~ concentracién de alcohol en la sangre para una mues-
tra de seis sujetos con pesos corporales semejantes,
utilizados en un experimento son:

Nuimero de 2 3 4 5 6 7
bebidas

Concentracién | 0.05 0.09 0.11 0.13 0.17 0.20
de alcohol en

la sangre

a) Dibuje un diagrama de dispersion paia los datos.

b) Determine sxy.

c) (Qué tipo de relacién de dependencia existe en-
tre el ndmero de bebidas consumidas y el nivel
de alcohol en la sangre?
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10.Considere el conjunto siguiente de datos bivariados:

x |1 2 3 4 5 6 7
y‘127434712

a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Calcule el valor de la covarianza muestral.
c) ;Qué tipo de relacién de dependencia existe
entre x y y? Analice los resultados de los incisos
a) y b) de este ejercicio.
11.Considere el conjunto de datos bivariados:

x |1 2 3 4 5
y|3 5 7 9 11

a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Calcule el valor de la covarianza muestral.
12.Considere los datos bivariados:
x |1 2 3 4 5
y |41 3 5 7 9

a) Dibuje un diagrama de dispersion.
b) Calcule el valor de la covarianza muestral.
Un paso mas alla
13.Demuestre que:
. - nZxy — (Zx)(Zy)
e n(n — 1)

SECCION 4.2 Correlacion

Uno de los objetivos principales en estadistica es la posibilidad de estimar o
predecir el valor de una variable que depende de otra. El anélisis de regresién
es un método usado para estudiar la relacién entre dos o més variables y para
predecir valores de una de ellas; en muchas aplicaciones existe una relacién
entre las variables que pueden usarse con propésitos de prediccién. El
analisis de correlacion es un método usado por los estadisticos para deter-
minar la fuerza de la relacién o dependencia lineal existente entre las
variables; si la fuerza de la dependencia lineal es pequefia, entonces no sera
fructifero usar el andlisis de regresioén para encontrar la relacién lineal y

usarla con prop6sitos de prediccidn.

En la secci6n 4.1 aprendimos a construir diagramas de dispersién; ellos
representan un medio grafico de determinar si existe una relacion lineal entre
dos variables; si todos los puntos caen exactamente en una linea recta,
entonces decimos que las dos variables tienen una correlacion lineal perfec-
ta; silos puntos estdn cercanos a una linea recta, se dice que las dos variables
tienen una correlacion lineal fuerte; si la linea recta tiene una pendiente
positiva, decimos que las dos variables tienen correlacion lineal positiva; y
si la linea tiene pendiente negativa, decimos que las variables tienen corre-
lacion lineal negativa. Y silarecta tiene una pendiente de cero, decimos que

no hay correlacion lineal entre las dos variables.

La primera marca mundial para el recorrido de la milla final fue un
tiempo de 4:56, registrado en 1864; desde entonces, el recorrido de la milla
ha sido mejorado a 3:47.3 y en 1945 fue el tltimo afio en que la marca de la
milla estuvo arriba de los 4 minutos. La tabla 4.3 muestra la evolucién en el
tiempo de la marca mundial para el recorrido de la milla, desde 1945 hasta
1985. En la figura 4.4 se muestra un diagrama de dispersién para los datos

de las marcas.



TABIA 4.3

Marcas mundiales para el
recorrido de la milla de

1945 a 1985

" FIGURA 4.4

Seccién 4.2 Correlacién

Marcas mundiales para -
los tiempos de recorrido

de la milla de1945 a
1985

Afio Pais Tiempo
1945 Suecia 4:01.4
1954 Estados Unidos 3:594
1954 Austria 3:58.0
1957 Gran Bretana 3:57.2
1958 Australia 3:54.5
1962 Nueva Zelandia 3:544
1964 Nueva Zelandia 3:54.1
1965 Francia 3:53.6
1966 Estados Unidos 3:51.3
1967 Estados Unidos 3:51.1
1975 Tanzania 3:50.0
1975 Nueva Zelandia 3:494
1981 Gran Bretaila 3473
1985 Gran Bretaiia 3:46.3
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Una ojeada al diagrama de dispersion de la figura 4.4, sugiere que existe
una correlacién negativa para los datos y que serfa razonable una aproxima-
ci6n lineal para ellos; 1a correlacién es negativa, pues los puntos del diagrama
de dispersién parecen estar cercanos a una recta de pendiente negativa.
Obtener la aproximacion lineal a los puntos del diagrama de dispersién
requiere andlisis de regresidn, que exploraremos en la seccién 4.3. Los
entusiastas del deporte han hecho muchas especulaciones sobre el afio en que se
dé un tiempo de 3:40 para la milla, y algunos expertos en el campo e investiga-
dores han hecho predicciones para el afio 2 000 usando anélisis de regresion.

A

4.05 —

o
4.00 |~

3.90 |- ®

3.85 |-

Tiempo (cn minutos)

3.80 |-

T

0 10

30
Afio (0 =1944)

] ] ’

40 50

Considere las calificaciones del SAT (matemdticas) y los puntajes
promedio de calificaciones al in gresar, GPA, de cada estudiante de segundo
afo inscrito este semestre en una universidad. Pudiera gustarnos obtener
respuestas a las dos preguntas siguientes:

1.
2.

¢Hay una relacién lineal entre las calificaciones del SAT y los GPA?

Si la hay, ;cudl es?
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TABIA 4.4

Calificaciones del SAT
(matematicas) y GPA

Larespuesta para la primera pregunta requiere correlacién y para la segunda
pregunta se utiliza regresién. Considere los datos en la tabla 4.4, que son las
calificaciones del SAT (mateméticas) y los GPA de ingreso, para una muestra
de diez estudiantes de segundo afio inscritos en una universidad estatal.

Niumero de  Calificacién del

estudiante SAT GPA
(mateméticas)
1 450 2.5
2 600 3.0
3 550 2.0
4 400 3.0
5 350 2.5
6 650 2.5
7 300 1.5
8 400 2.0
9 700 3.5
10 250 1.0

Los datos pueden exhibirse también en un diagrama de dispersién, como el
mostrado en la figura 4.5, donde las calificaciones del SAT (matemadticas)
se muestran en el eje horizontal y los GPA en el eje vertical; note que la
correlacién entre GPA y SAT parece ser positiva, pues los puntos parecen
caer cerca de una recta de pendiente positiva.

En la seccién 4.1 se usé la covarianza muestral para determinar la
dependencia lineal entre dos variables. Si los puntos de un diagrama de
dispersién se distribuyen desde abajo a la izquierda hasta arriba a la derecha,
entonces hay una dependencia positiva (véase la figura 4.3), y si los puntos
se distribuyen de arriba a la izquierda a abajo a la derecha, entonces hay una
dependencia negativa (figura 4.4). En otras palabras, si los valores de y
tienden a crecer cuando los valores de x lo hacen, entonces decimos que la
correlacién es positiva, mientras que si los valores de y tienden a disminuir
cuando los de x crecen, decimos que es negativa, si los puntos de un diagrama
de dispersién no caen en una linea recta, es imposible establecer la magnitud
de la coirelacién, a menos que se use una férmula que tome en cuenta las
variaciones de un diagrama de dispersién lineal.

La correlacién lineal o fuerza de la dependencia lineal para los dia-
gramas de dispersion mostrados en las figuras 4.4 y 4.5, puede medirse por
la covarianza muestral estudiada en la seccién 4.1; pero hay dos problemas
al usarla para medir la fuerza de la relacién o dependencia lineal entre dos
variables; primero, la covarianza depende de las unidades de medida. Si
cambiamos las unidades para x y y, entonces la covarianza cambia. Segundo,
no hay cotas en los valores de la covarianza. Por fortuna podemos remediar
estos dos problemas.

5 e R
H i

.



FIGURA 4.5

Diagrama de dispersién
para SAT 'y GPA
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Calificacién de matemadticas del SAT

Lo que necesitamos para medir la fuerza de larelacién lineal es un indice
que posea las cuatro propiedades siguientes:

1. No estar ligado a las unidades de medida; sus valores no dependen de
las unidades de medida de cada variable. ) ‘

2. Suvalores igual a 1 si los puntos estdn en una linea recta con pendiente
positiva.

3. Suvalor es igual a -1 si los puntos estdn en una linea recta con
pendiente negativa,

4. Su valor es cero si no hay relacién lineal entre las variables.

Recuerde de la seccién 3.4 que la media y la desviacién estdndar de una
coleccion de medidas tienen la misma unidad de medida que las medidas de
la coleccidn; en consecuencia, las desviaciones de los valores para un
conjunto de medidas tienen la misma unidad de medida que las medidas
individuales. Si dividimos las desviaciones de los valores entre la desviacion
estdndar, tendremos un conjunto de nimeros que no tienen unidad de medida,
son libres de unidades. Recuerde también de la seccién 3.4 que estos
cocientes se refieren a puntajes z; si una desviaci6n de un valor es positiva
0 negativa, su puntaje z serd también positivo o negativo.

Si en lugar de usar la suma de los productos de las desviaciones de los
valores para x y y en el numerador de la férmula de la covarianza muestral,
para obtener un indice de la dependencia, uséramos la suma de los productos
delos puntajes z, ¥ z,z,, donde z, representa un puntaje z parax, y z, €l puntaje
z para y, obtendriamos un indice que cumpliria con las cuatro propiedades
ya mencionadas. Este nuevo indicador se llama el coeficiente de Pearson y
se denota por r:

n de Pearson

4.2)

donde 7 es el niimero de parejas usadas en la muestra. Si el valor de r es igual
a1 oa-l1, entonces existe una correlacién lineal o relacién lineal perfecta
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EJEMPLO 4.5

FIGURA 4.6

Diagramas de dispersion
que muestran relaciones
lineales perfectas

EJEMPLO 4.6

FIGURA 4.7

Diagramas de dispersion
que muestran falta de re-
lacién lineal

entre las variables, mientras que si r = 0 no hay correlacién o relacion lineal;
esto significa que cuando x tiende a crecer, no hay una tendencia definida de
los valores de y a crecer o a decrecer. Note que un valor de r = 0 no
necesariamente significa la falta de una relacién entre x y y. Puede existir

una relacién no lineal [véase la figura 4.7 (¢)].

El diagrama de dispersi6n en la figura 4.6 exhibe dependencias o relaciones lineales

perfectas entre x y y.

Y
A

(@ r=1

—

»

®» r=-1

Los diagramas de dispersi6n en la figura 4.7 muestran que no hay relacién lineal.

(@ r=0

.
>

!

() r=0



EJEMPLO 4.7

FIGURA 4.8

Diagramas de dispersién
que muestran algunas
relaciones lineales
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Los diagramas de dispersion en la figura 4.8 exhiben alguna relacién lineal.

¥y y
A A
.l. °,
- a® P
o ...:.:.I... : ...‘.‘. L]
*e®% o B
o.... oe [} .o.:.:... ..
e® .
.
P x P x
(@ O0<r<l ®) -1<r<0

Calcule el valor del coeficiente de correlacion de Pearson (r) para la muestra
de datos pareados de la seccidén 4.1, que representan el nimero de horas (x)
de estudio para un examen y la calificacién recibida (y) para una muestra de
seis estudiantes.

Estudiante A B C D E F

x: horas 1 2 4 4 7 12
y: calificacién | 71 71 74 80 80 86

Solucién:
1. Lamediay la desviacién estindar para cada grupo son como sigue:
xx=5 y s=4
yy=77 y s=6

2. El puntaje z para x esta dado por z, = (x— 5)/4, y el puntaje z para y estd
dado por z, = (y — 77)/6.

3. Los célculos estdn organizados en esta tabla:

X y x=5 y =771 1z Zy 22y
1 71 -4 -6 -1 -1 1
2 71 -3 -6 -075 -1 0.75
4 74 -1 -3 -025 05 0.125
4 80 -1 3 -0.35 0.5 -0.125
7 80 2 3 0.5 0.5 0.25
12 86 7 9 175 15 2.625
4.625
4. El valor del coeficiente de correlacién de Pearson es, usando la férmula
4.2:
2 z,2,
]
_ 4625 4625
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APLICACION 32

| 1ABLA 4.5

| Calculos para obtener

Hay una férmula para calcular el valor del coeficiente de correlacion de
Pearson (7), que utiliza el concepto de suma de cuadrados presentado en la
seccion 3.2.

(Z x)?

=Y 2
SS,=Xx -

(4.3)

Como estamos tratando con datos bivariados (x, y), SS; significarfa la suma
de cuadrados para x, mientras que SS, denotard la suma de cuadrados para
y. Asi, tenemos: '

S y?
sS,=3y-—=2 (4.4)

Si reescribimos el lado derecho de la férmula (4.3), remplazando uno de
los factores en que aparece x por un factor en que figure y, obtenemos la
expresion siguiente:

_Ex0Ex N
n

_Ex0Ey)

2 XX Zxy

La expresion resultante se llama suma de productos cruzados y se denota por
SS,.

Suma de productos cruzados

55,25, - 22 G0

(4.5)

Los valores de SS,, SS,, SS,, se usan para calcular los valores del
coeficiente de correlacién de Pearson. La férmula para calcular el valor r es:

o0 Férmula para caleular r

L ¥sSSs, o @)

Consulte la aplicacién 4.1. Calcule el valor de r usando la férmula 4.6 para
los datos pareados.

Solucion: Primero calculamos los valores de SS,, SS,y SS,;y. La tabla 4.5
organiza los cdlculos necesarios para determinar las sumas usadas en las
férmulas.

2 2
x y x y xy
1 71 1 5,041 71
2 71 4 5,041 142
4 74 16 5,476 296
4 80 16 6,400 320
7 80 49 6,400 560
12 86 144 7396 1032

30 462 230 35,754 2421
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Determine SS,,

2
SS, =2 x*— Zxy
n
2
‘ — 230 - 8P _ g
6
Calcule SS,
2
SSy = Eyz J— (E!_)_
2
= 35,754 — (462) = 180
Obtenga SS,,
S8, = 3 xy — ZXEY
n
= 2421 — Gﬂé@ =111

a 153

Use la férmula (4.6) para determinar r, el coeficiente de correlacién de Pearson

SS,,
/SS,SS,
111

V(80)(180)

que concuerda con el resultado encontrado en la aplicacién 4.1.

= 0.925
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Codificacién para simplificar Con frecuencia los valores de x y y hacen muy pesado calcular SSy, SSy y
los célculos de r

| TABIA 4.6

SSxy; para simplificar el proceso tanto como sea posible, a menudo se usa la
codificacién. La codificacién requiere aplicar transformaciones lineales a
los datos. Las transformaciones lineales son del tipo siguiente:

U=ax+b
V=cy+d

donde a = 0y ¢ = 0. Entonces el coeficiente de correlacién de Pearson entre
Uy Vesigual al de x y y. La aplicacién 4.3 muestra el proceso.

Use la codificacion para calcular el valor de r para los datos bivariados
exhibidos en la tabla siguiente:

x | 168 169 170 171
y | 06 09 09 05

Solucién: SeaU=x-167(a=1,b=-167)y V=10y (¢ =10, d =0). Para
encontrar los valores de U, sustituimos los valores de x en la ecuacién U =
x ~167, y para encontrar los valores de V sustituimos los valores de y ermrta
ecuacién V = 10y. Los datos transformados son:

Ul 1 2 3 4
vie 9 2 5

Si usamos la férmula (4.6), el valor de r para los datos bivariados (U, V)
es r =-0.447. Por lo tanto, el coeficiente de correlacién de Pearson para
xyyesr=-0.447. =m

Encuentre €l coeficiente de correlacién de Pearson r para los datos de la
tabla 4.3.

Solucién: Usaremos la transformacién x = afio — 1944 para codificar los datos
a fin de simplificar los cdlculos; el afio 1945 serd codificado como 1, el afio 1946
como 2 y as{ sucesivamente; ademds, los tiempo se expresaran en minutos. En
la tabla 4.6, x representa el afio codificado y y el tiempo en minutos.

Aifio Tiempo x y < y2 Xy
Datos codificados para la 1945 4:104 1 4.023 1 16.1845 4,023
alicacién 4.3 1954 3:594 10 3.990 100 15.9201 39.900
P : 1954 3:58.0 10 3.967 100 15.7371 39.670
1957 .  3:572 13 3.953 169 15.6262 51.389
1958 3:54.5 14 3.908 196 15.2725 54712
1962 3:544 18 3.907 324 14.2646 70.326
1964 3:54.1 20 3.902 400 15.2256 78.040
1965 3:53.6 21 3.893 441 15.1554 81.753
1966 3:51.3 22 3.855 484 14.8610 84.810
1967 3:51.1 23 3.852 529 14.8379 88.596
1975 3:50.0 31 3.833 961 14.6919 118.823
1975 3:494 31 3.823 961 14.6153 118.512
1981 3:47.3 37 3.788 1369 14.3489 140.156
1985 3:46.3 41 3.772 1681 14.2280 154.652

292 54466 7716  211.9690 1125.363
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Para calcular el valor de 7 se siguen los pasos:
1. Calcule el valor de SS,;

(Z x)?

Tn

(292)2
14

SS, =2 x? —

= 7716 —

= 1625.7143

2. Obtenga el valor de SS,:

5y B2

SS, = .

= 211.9690 —

54. 2
g—%—)— = 0.07291743

3. Determine el valor de SS,:

_E0Ey)

n

(292)(54.466) _
14 B

SS,, = Z xy

= 1125363 — —10.6421429

4. Establezca el valor de r.
LSSy
VSS,SS,
—10.6421429
~ V16257143 (0.07291743)

—0.9774

El valor obtenido de r indica una relacién lineal fuerte entre el afio y el
tiempo. Advierta que el valor negativo de r significa que cuando el nimero
del afio aumenta, la marca mundial del tiempo de la milla decrece. m

El coeficiente de correlacién de Pearson () deberd interpretarse sélo
como una medida matemdtica de la fuerza de la relacion lineal entre dos
variables. Nota:

Un valor alto de r no necesariamente deber4 entenderse como la existencia de
una relacién causa-efecto entre las variables, porque ambas variables pueden
haber sido influidas por otras. Recuerde que un valor alto de r significa que
las dos variables tienden de manera simulténea a variar en la misma direccién;
la tendencia es un fenémeno matemdtico y no siempre implica una relacién
directa entre las variables.

EJEMPLO 4.8 Si el nimero de reuniones religiosas y el de crimenes violentos se registraran cada
mes en un grupo de ciudades cuya poblacién es muy variada, los datos indicarian
probablemente una correlaci6n positiva alta; pero seria ridiculo concluir que el
nimero de crimenes violentos y el de reuniones religiosas estdn relacionados direc-
tamente; una tercera variable, por ejemplo la poblacién, estd causando que los
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crimenes y las reuniones religiosas varfen en el mismo sentido. La correlacién entre
crimen y reuniones religiosas es un ejemplo de correlacién espuria, causada por una
tercera variable; como consecuencia, deberembs ser muy cuidadosos respecto a
deducir una relacién causal de una correlacién observada, pues la correlacion puede

resultar espuria.

Habilidades basicas

1. Paralos datos bivariados exhibidos en la tabla adjunta,

encuentre:
a) SS,
b) SS,
¢) SSy

x|152489
y|3 72 6 7 4

2. De latabla adjunta encuentre:
a) SS,
b) SS,
) SSy,

x2 781593
Y8 7 1 4 7 45

3. Para cada uno de los conjuntos siguiéntes de datos
bivariados, jesperaria usted una correlacién positiva,
una correlacién negativa o una falta de correlacién?

a) Medidas de zapatos y medidas de sombreros.

b) Consumo promedio de cerveza en los adultos para
los 23 condados de Maryland y el nimero de
nacimientos en esos mismo condados, durante el
afio pasado.

c) Salarios promedio de los maestros y puntajes pro-
medio en matematicas en el SAT, para los sistemnas
escolares piblicos de Pennsylvania.

d) Pesos de coches y rendimiento de gasolina.

4. De los conjuntos siguientes de datos bivariados, ¢es-
peraria usted una correlacién positiva, una correlacion
negativa o una falta de correlacién?

a) Pesos y estaturas de nifios de 6 afios de edad.

b) Presi6n sanguinea y ritmo cardiaco para mujeres
de 30 afios edad.

¢) Promedio de precipitacién pluvial en pulgadas y
de produccién en fanegas de los drboles de durazno
en Clark County, Georgia, durante los tiltimos 10
afios.

d) Didmetros y areas de circulos.
5. Considere los datos pareados siguientes:

x|1 5 11 17
yl1 7 19 19

Use la férmula (4.2) para determinar el valor del

coeficiente de correlacién de Pearson (7).
6. Calcule r para los datos adjuntos mediante la férmula
4.2).

x[1 1 4 10 10 16
yl1 2 210 13 14

7. Considere el conjunto de datos bivariados:

X0 1 4-5 2 6
yl-2 -1 2 =7 0 4

a) Dibuje un diagrama de dispersion.

b) Use ese diagrama para determinar si la correlacion
es positiva o negativa.

¢) Calcule el valor de r.

8. Considere el conjunto:

x| 04 81 3 -1
vyl 2 6 14 0 -4 4

a) Dibuje un diagrama de dispersion.

b) Use el diagrama de dispersién para determinar si
la correlacion es positiva o negativa.

¢) Calcule el valor de r.

9. Considere el siguiente conjunto de datos bivariados:

x|1234567
yl12 7 4 3 4 7 12

a) Dibuje un diagrama de dispersion.

b) Calcule el valor del coeficiente de correlacién de
Pearson 7.

¢) Analice los resultados de las partes a) y b).



Mas aplicaciones

10.Las calificaciones de ocho estudiantes inscritos tanto
en el grupo 101 de matemdticas (x) como en el grupo
101 de inglés (y), se muestran en la tabla adjunta.

x |77 81 94 50 72 63 88 95
y |82 47 85 66 65 72 89 95

a) Dibuje un diagrama de dispersién.
b) Use ese diagrama para determinar si la correla-
cidn es positiva o negativa.
¢) Calcule el valor de r.
11.Los datos de la tabla representan los puntajes de

matemadticas enel SAT (x) y enla GPA (y), de un grupo
de diez estudiantes.

x | 450 375 514 678 501 734 325 400 398 618
y 135 25 21 36 27 38 18 2420 19

a) Dibuje un diagrama de dispersién.

b) Use ese diagrama de dispersidn para determinar
si la correlacién es positiva o negativa.

¢) Calcule el valor de 7.

12.Los datos adjuntos representan los tamafios de motor
en pulgadas ciibicas, y las millas por galén estimadas
para siete automdviles subcompactos.

Coche Tamaifio Millas
del motor por galén
Chevette 98 31
Sentra 98 35
Colt 86 ’ 41
Isuzu I-Mark 111 27
Mercedes 190D 134 35
Firebird 173 20
VW Rabbit 97 47

Determine el coeficiente de correlacién de Pearson r.

13.Los datos en la tabla adjunta representan las razones
precio-ganancia (PG) y el porcentaje de rendimiento
en siete tipos de acciones. Calcule el coeficiente de
correlacién r.

Razén PG l 24 24 34 29 40 3.8 2.7

Porcentaje de
rendimiento

42 07 10 46 62 63 84

14.Los datos siguientes indican los montos en billones de
dolares de las importaciones y exportaciones agricolas
en Estados Unidos.”’

Seccién 4.2 Correlacion = 157

Afio Costos de Precios de
importacién  exportacién
1974 21.9 10.2
1975 219 9.3
1976 23.0 11.0
1977 23.6 134
1978 29.4 14.8
1979 34.7 16.7
1980 41.2 174
1981 43.3 16.8
1982 39.1 154

Encuentre el coeficiente de correlacién de Pearson
para costos de importacién y precios de exportacidn;
verifique su resultado codificando los costos de im-
portacién como U =10 (costos de importacién) — 219,
y los precios de exportacién como V = 10 (precio de
exportacion) — 93 y determine r para las variables Uy
V.

15.La tabla adjunta informa que el nimero de escuelas

estadounidenses (K-12) con equipos de video (VCR)

.y de cémputo (PC), crecié significativamente en la
década pasada.28

1982- 1983- 1984- 1985- 1986- 1987- 1988-
Afio 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

Num. de

escuelas 83,648 82,952 81,971 81,461 81,408 80,999 82,089

Nim. de
PC 30,859 55,175 70,255 74,379 76,242 76,899 78,784

Nim. de
VCR 25,663 36,545 56,151 64,744 70,037 73,495 80,776

a) Calcule el coeficiente de correlacién de Pearson
para el nimero de escuelas y de PC.
b) Calcule r para el nimero de PC y el de VCR.

16.Consulte el ejercicio 15. Calcule el valor de r para el
riimero de escuelas y el nimero de VCR; verifique su
resultado codificando el nimero de escuelas como U =
(niimero de escuelas) — 80,999 y el nimero de VCR
como V= (nimero VCR) - 25,663 y determine el valor
derparaUy V.
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17.La tabla siguiente de las presiones sanguineas (en mm
Hg) en un grupo de pacientes hipertensos, junto con
el nivel de dosificacién (en mg), de un farmaco contra

la hipertension.

Dosis Presién
1 275
2 235
3 193
4 128
5 105

Determine el coeficiente de correlacién de Pearson.

18.En un experimento para investigar el efecto del incre-
mento en la dosis de un cierto barbitdrico, en uM/kg,
sobre el tiempo de suefio (en horas), se hicieron las
siguientes lecturas en cada uno de los tres niveles de

dosificacién.
Dosis  Tiempo Dosis  Tiempo
3 4 10 7
3 6 15 13
3 5 15 11
10 9 15 9
10 8

Determine ¢l coeficiente de correlacién de Pearson
entre las dosis y el tiempo de suefo.

19.Para los datos en la aplicacién 4.4, verifique que el
coeficiente de correlacién entre x y y es igual al
coeficiente de correlacién de Pearson entre Uy V.

Un paso mas alla

20.Los niveles de ingreso de las personas de raza negra
siguen estando muy por debajo de los de la gente
blanca. La tabla adjunta lista los ingresos per cépita,
en déblares, de 1979 a 1988 para los dos tipos.29

Afio Blancos Negros
1979 12,342 7,241
1980 11,820 6,897
1981 11,686 6,675
1982 11,679 6,571
1983 12,026 6,336
1984 12,455 7,147
1985 12,832 7,520
1986 13,332 7,779
1987 13,687 7,961
1988 13,896 8,271

a) Calcule el valor de la r de Pearson para los ingre-
sos per cdpita de los dos grupos.

b) Codifique los afios 1979 =0, 1980 = 1, etc., para
determinar el valor de r para el afio y el ingreso
de los blancos.

¢) Codifique los afios 1979 =0, 1980 = 1 y asf suce-
sivamente, para encontrar el valor de r para el
afio y el ingreso de los negros.

21.Para los datos en el ejercicio 5, demuestre que:
SSy= Zx-D(y -
22.Verifique:
S8y = Z(x =Dy -)-
23.Compruebe que:
SSqy = Z(xr—X)y.
24.Demuestre que r = cov(x, y)/s.s,, donde s, es la des-
viacién estdndar de los puntajes }c, y 5, de los puntajes
y.
25.Sean U=ax+by V=cy+dconay cmayores que
cero, compruebe que el coeficiente de correlacién de
Pearson entre U y V es idénticamente igual al que

existe entre x y y.

2 Z:2y _
n—1

26. Verifique que cov(z,, z,) =

SECCION 4.3

Regresion y prediccion

En la seccién 4.2 aprendimos c6mo determinar la fuerza de la relacién lineal
entre dos variables usando diagramas de dispersién y el coeficiente de
correlacién r. Si la fuerza de la relacién lineal se determina usando el
coeficiente de correlacién r y ésta resulta ser alta, puede ser deseable
describir la relacién en términos de una ecuacién; determinar la relacion
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lineal requiere el estudio de regresion, como veremos después; una ecuacién
de regresion puede usarse con propdésitos de prediccidn.

Una relacion lineal entre dos variables x y y puede definirse por la
ecuacion lineal y = b + mx; la constante m representa la pendiente de 1a linea
recta y la b representa la intercepcién con el eje y. La relacién entre
temperaturas Farenheit y Celsius es una relacién lineal. Su ecuacién es

F° =32 +—g c
Dada una temperatura en grados centigrados, digamos 25, podemos deter-
minarla en grados Farenheit:

F = 32+%C°

Il

34 —2— (25)

Il

32445 = 77°

Suponga que estamos interesados en estudiar la relacién entre califica-
ciones del SAT (matemadticas) y los GPA de los estudiantes de primer afio;
mds atn, después de construir un diagrama de dispersién para los datos
bivariados de la clase de primer afio del afio pasado y determinar el coefi-
ciente de correlacion r, decidimos encontrar la relacién lineal, llamada
ecuacion de regresién. Usando el método apropiado (presentado a conti-
nuacién), hemos determinado que la ecuacién es § =-1.33 + 0.007x, donde
x representa la calificacién en matematicas en el SAT y ¥ (éase “y testada”)
representa el GPA predicho para el fin del primer afio; esta ecuacién puede
usarse con propositos predictivos. Supongamos también que Marfa es estu-
diante regular de preparatoria y que ha solicitado su admisién a la universi-
dad, presenta el examen y recibe una calificacién de 480 en matematicas;
gracias a la ecuacién de regresion, /y\ =-1.33 + 0.007x, podemos predecir su
éxito durante el primer afio en la universidad; para determinar el GPA
predicho, sustituimos x = 480 en la ecuacién de regresién §/ =-1.33 +0.007x
y despejamos 3.

-1.33 + 0.007x
~1.33 + (0.007)(480) = 2.03

Nuestra prediccién para el GPA de Maria al final del primer afio serfa 2.03.

A
y

Launiversidad desearfa adoptar una politica de admisién segiin la cual
ningiin estudiante debe ser admitido si no tiene una prediccién de GPA al
menos de 1.25 para su primer afio. ;Cudl serfa la calificacién de “rechazo”
enel SAT, para la universidad, en la que el estudiante tendria una prediccién
en el GPA de al menos 1.25? Esto puede encontrarse despejando x de la
ecuacién siguiente cuando § = 1.25:

A

5 = -1.33 + 0.007x
Si sustituimos 1.25 paray tenemos:
125 = -1.33 + 0.007x
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FIGURA 4.9

Distancias verticales de
puntos a la recta de
regresion

Y si despejamos x resulta:

2.58 0.007x
x = 369

'Asf, la calificacién de rechazo en el SAT serfa 369 y a cualquier estudiante

con una calificacién debajo de 369 se le negaria la admisién a causa del pobre
desempefio mostrado; desde luego, esta situacion de predecir el éxito no es
tan simple y deben ponerse en juego muchas otras variables.

En muchas aplicaciones précticas que utilizan datos bivariados, los
puntos del diagrama de dispersién no caen en una linea recta; entonces el
problema es identificar una linea recta cercana a todos los puntos del
diagrama de dispersi6n, donde la “cercania” se juzga mediante los cuadrados
de las distancias verticales de los puntos alalinearecta. Estarecta se presenta
por la ecuacién § = b + mx y se llama la recta de mejor ajuste o recta de
regresion; el simbolo m representa la pendiente de la recta y el b, la
intercepcion con el eje y. Para esta recta, la suma de los cuadrados de las
distancias verticales es lo mds pequefia posible; el procedimiento para
determinar la recta de mejor ajuste se llama método de los minimos cuadra-
dos; este método identificard, entre todas las rectas que pueden dibujarse en
un diagrama de dispersion, a la que produce la surna minima de los cuadrados
de las desviaciones de los puntos del diagrama respecto a la recta.

Con el propésito deilustrar, suponga que nuestro diagrama de dispersién
tiene s6lo cuatro puntos. Si e, expresa la distancia del primer punto a alguna
recta representada por y = b + mx, entonces la distancia vertical corresponde
al error de usar la recta para predecir y; usando x,; (véase la figura 4.9). Asi,
&=y - 9,- expresa el error al predecir el i-ésimo valor de y usando el i-ésimo
valor de x.

'

5'\ =b+mx
€y

& &

X, X2 X3 X,

Si la recta de mejor ajuste es ¥ = b + mx, entonces por el principio del
z P 2 )
método de los minimos cuadrados X ¢; es un minimo. Esto es,

2 _. 2 2 2 2
Ze;=ete+e3+ e

= (J’1 - 5’1)2 + (y: - j’z)z + (}’3 - 5’3)2 + (Y4 - 94)2



EJEMPLO 4.9

FIGURA 4.10

Diagrama de dispersién
que muestra la recta
y=—2+ 2

¥
A
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s 2 .
es un minimo. En general, lasuma X ¢; se denomina la suma de cuadrados
de los errores y se denota por SSE. Por tanto, tenemos

4.7

. A . .
Deberd notarse que, puesto que ¢; =Y;— y;, 10s puntos arriba de la recta tendrdn
errores positivos, los ubicados en la recta errores cero y los puntos bajo la
recta tendrdn errores negativos; si se suman los errores de todos los puntos,

siempre resultard una suma de cero. Esta es la razén por la que los errores
deben elevarse al cuadrado antes de sumarlos.

Considere los datos siguientes.

x | 3 2 4 1

y 1l 2 3 2 s
Calculemos SSE para alguna recta, digamos 9 =-2 + 2x dibujada en el diagrama
de dispersidn; la recta representada por la ecuacién 9 =-2 + 2xestd dibujada

en el diagrama de dispersion ilustrado en la figura 4.10. La tabla siguiente
se usard para organizar los célculos:

x oy Yy oy-y o=y
) 4
2 3 2 1 1
4 2 6 -4 16
1 5 0 _5 25
0

Laprimeraentradaenla columnasz\ se encontré sustituyendo x =3 enla ecuacién
3y =-2 + 2x despejando y :

§ = 2 + 2x
-2 + (2)3) = 4

Note que la suma de los errores es:

Sy = 9) =2 +1 -4+ 5 =0

Y la suma de los cuadrados de los errores:
SSE = 2 (v - 3
=4+1+16+25=46_
Por lo tanto, para la recta representada por 9 =2+ 2x, SSE = 46.

Si ninguna otra recta que se dibuje en el diagrama de dispersién del
ejemplo 4.9 produce un valor de SSE menor que 46, entonces la recta
representada por la ecuacién 3)\ =-2+ 2x es la recta de regresion o la recta
de mejor ajuste. Desde luego, no seria productivo un método de ensayo y
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| FIGURA 4.11

‘| Diagrama de dispersi6n
para la aplicacién 4.5
Yy

§ =55-x

error para seleccionar la mejor recta segin el criterio de los minimos
cuadrados; por suerte, la determinacién de m y b en la ecuacién § =b+mx
que minimice SSE puede realizarse usando dlgebra o derivadas parciales de
célculo, y los detalles pueden omitirse. Las férmulas de minimos cuadrados
para encontrar m y b son como sigue:

4.8)

(4.9)

Para los datos en el ejemplo 4.9, encuentre la ecuacién de regresién y calcule
SSE.

Solucion: Los célculos se organizan usando la tabla siguiente:

X y x2 xy

3 2 9 4 6

2 3 4 9 6

4 2 16 4 8

5 1 25 -5

Sumas 10 12 30 42 25

La suma de cuadrados para x es:
SS:sz_(_ZX_)Z:3O_£1_Q_)_2_=S
* n 4

La suma de productos cruzados es:

88y = Doy - BB _ 5 101D

4
Por la férmula (4.8), la pendiente de la recta de regresin serd:
N
SS, 5
Por la férmula (4.9), la intercepcién de la recta de regresién con el eje y sera:
b:y-m:%—(—1)%49=3+2.5=5.5

De esta manera, la ecuacién de regresion es§ =5.5 —x. Su gréfica aparece
en el diagrama de dispersidn en la figura 4.11.

Para encontrar SSE, organizamos nuestros calculos en la tabla siguiente:

A A A
x y y y-y -y
3 2 2.5 0.5 0.25
2 3 3.5 0.5 0.25
4 2 15 0.5 025
] 5 45 0.5 025

0 1
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De la dltima columna de la tabla, tenemos:
SSE = X(y - )
= 025 + 025 + 025 + 0.25
= 1 ]

Para los datos usados en el ejemplo 4.9, de todas las rectas que se pueden
dibujar en el diagrama de dispersion, la recta de regresién produce la suma
minima de cuadrados de errores, que es 1; cualquier otra recta produce
una suma de cuadrados de errores mayor que 1; la recta cuya ecuacién es
y = -2 + 2x produce una suma de cuadrados de errores de 46. Es interesante
observar que el punto (%, ) estd siempre en la recta de regresion.

Paralos datosenel ejemplo4.9,X=2.5yy=3 y el punto (2.5, 3) satisface la ecuacién
37\ = 5.5 — x, porque 3 = 5.5 - 2.5. As{, el punto (2.5, 3), en consecuencia esti en la
recta.

Para un gran conjunto de datos bivariados, seria demasiado tardado
seguir el método anterior para encontrar SSE; en su lugar, se puede usar la
férmula siguiente para obtener SSE.

(4.10)

Para los datos en la aplicacién 4.5 encuentre SSE usando la férmula (4.10).

Solucién: Calculamos primero SS, usando la tabla en la aplicacién 4.5:

2
SSy = Eyz _ (2)’)
n
_ 12" _
= 42 i 6

Mediante la férmula (4.10) obtenemos:
SSE = SS, — m SS,

6 - (-1)-5)
=6 -5 =1

En consecuencia, SSE = 1, como se calculé en la aplicacién 4.5. =

Para los datos de la marca mundial de la milla en la tabla 4.3, encuentre la
ecuacion de regresion y tsela para determinar el afio para el cual el tiempo
predicho para correr la milla serd 3:40.

Solucién: De la aplicacién 4.4, tenemos:

'SS, = 16257143
SS, = -10.6421429
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También, la media de x es:

7= 222 _ 0514086
n 14
y la media de y:
S _ Iy _ 54466 _
y =5 = 272 = 3890428571

Obtenemos la pendiente de la recta de regresi6n aplicando la férmula (4.8):

_ SS,  —10.6421429
™ =SS, T 16257143 0006546133

Y por la férmula (4.9), la intercepci6n de la recta de regresion es:

b=y — mX=3.890428571 - (-0.006546133)(20.85714286) = 4.026962213

Por lo tanto, la ecuacién de regresién sera:
§ = b + mx
= 4.026962213 - 0.006546133x

Siy =3:40 = 3.667 minutos y despejamos x resulta x = 55.0. Como los
afios se codificaron mediante la transformacién x = afio — 1944, el afio en que
ocurrira el 3:40 en la milla sera:

Afio = x + 1944

= 55 + 1944

= 1999
Asi, el afio en que se predice un tiempo de 3:40 para correr la milla es 1999;
note que el afio 1999 no se obtuvo usando la prediccién en un sentido normal,
donde x se usa para predecir y; para hacer eso, necesitariamos determinar la
ecuacion de regresién usando la aproximacién de los minimos cuadrados
para predecir y de x (véase el ejercicio 26 al final de esta seccién). m

La ecuacién de regresién en la aplicacién 4.7 da lugar a preguntas
interesantes. ;Qué ocurre con los tiempos de 3 o 2 minutos para la milla?
Encontramos dificil creer que algiin ser humano llegue a correr la milla en 2
minutos; incluso, la ecuacién de regresién producird un valor de x = 310 si
y=2; sidecodificamos el valor de x encontramos que la ecuacién de regresién
estima que los 2 minutos para la milla se alcanzardn en el afio 2254.
Deberemos ser siempre cuidadosos al hacer predicciones alejadas de los
valores de la variable x contenidos en los datos muestrales; en nuestro
ejemplo, los valéres registrados para la variable x representan afios de 1945
a 1985; con propésitos predictivos, sélo deben usarse valores de x iguales 0
cercanos a estos valores.



