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Prefacio

Este libro se plane6 como una introduccion a la teoria de la probabilidad y a la infe-
rencia estadistica, para toda persona interesada en las disciplinas aplicadas; econo-
mia y finanzas, ingenieria y ciencias fisicas y de la vida. No es necesario ningan co-
nocimiento previo de probabilidad y estadistica, aunque se espera que el lector se
encuentre familiarizado con los fundamentos del calculo diferencial e integral. El
libro hace hincapié en las aplicaciones. El rigor matematico se emplea (inicamente
con el fin de exponer las bases de la probabilidad y de la estadistica, lo que, en opi-
nién del autor, es un ingrediente necesario para la aplicacion efectiva de los méto-
dos. El texto intenta proporcionar al estudiante un conocimiento que vaya mas alla
de lo superficial, sin abrumarlo con teoria excesiva. En este sentido, la obra brinda
la oportunidad de reforzar el ‘“‘porqué’’, ademas de presentarle el ‘‘como’’ de la
aplicacién. :

A traves del texto, cada concepto 0 método se ilustra con ejemplos reales que se
expresan de manera que el lector pueda obtener una comprension intuitiva del con-
cepto. La mayor parte del desarrollo de la inferencia estadistica se fundamenta en el
punto de vista de la teoria del muestreo. También se explora el enfoque bayesiano
para dar la perspectiva adecuada. Asimismo, se estudian las suposiciones de los méto-
dos estadisticos y se dan respuestas a preguntas del tipo ‘‘qué pasa si...”’ Ademas, en
muchos ejemplos se cmplearon paquetes de programas para computadora y técnicas
de simulacién, con el propoésito de ilustrar y reforzar los puntos presentados.

El material que abarca el libro demuestra ser suficiente para realizar un curso de
dos semestres sobre probabilidad y métodos estadisticos. Por otra parte, es posible re-
ordenar el material y asi ofrecer variedad de cursos, como un curso de un semestre
sobre distribuciones de probabilidad y sus aplicaciones, en el que se empleen los ca-
pitulos 1 a 7; un curso de dos trimestres sobre los fundamentos de la probabilidad y
de los métodos estadisticos, con los capitulos 1 a 10; o un curso en analisis de varian-
za y métodos de regresion, con los capitulos 9, 12, 13 y 14, El alcance de los temas
que se tratan es amplio, extenso y proporcionan al profesor'la oportunidad de recal-
car ciertos temas u omitir otros: Que el libro pueda emplearse a nivel licenciatura o a
nivel de graduados, depende tanto de las nece51dades particulares como de los cono-
cimientos previos de los lectores.

Después de un analisis razonablemente completo sobre la estadlstlca descrip-
tiva (Cap. 1), el libro esta dividido en probabilidad (Caps. 2-7) y métodos esta-
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disticos (Caps. 8-15). En los capitulos 2 y 3 se presentan los conceptos basicos de
probabilidad, variable aleatoria y distribucion de probabilidad. Los capitulos 4y §
contienen una exposicion bastante completa de las distribuciones de probabilidad
discretas y continuas, asi como sus aplicaciones. En estos capitulos se investigan,
comparan y contrastan propiedades de distribuciones como la binomial, de Poisson,
normal, beta, gama y de Weibull, entre otras, proporcionando areas de aplicacion
para cada una. Dado el creciente papel de las computadoras y las técnicas de simula-
cion, se dedica una seccidn del capitulo 5 a la valoracion de varios métodos de gene-
racion de valores aleatorios, en cada una de las distribuciones estudiadas. En el
capitulo 6 se exponen las distribuciones de probabilidad conjunta y condicional. En
este contexto, se introducen los conceptos de distribuciones a priori y a posteriori,
para el punto de vista bayesiano.

El capitulo siete funciona como transiciOn entre la probabilidad y la inferencia
estadistica. En éste se plantean los importantes conceptos de muestra aleatoria y dis-
tribucion de muestreo. En el capitulo 8 se presentan los métodos de estimacion,
tanto puntual como de intervalo. También se estudian los limites de tolerancia inde-
pendientes de la distribucion y aquéllos cuyo fundamento es la distribucion normal.
En el capitulo 9 se exploran las bases de la inferencia estadistica y se presentan
las pruebas de hipotesis para medias, varianzas y proporciones. El capitulo 10 de-
talla el uso de la distribucion chi-cuadrada, tanto para determinar la bondad del
ajuste, como para tablas de contingencia, mientras que el capitulo 11 introduce al
lector en los conceptos basicos del control de calidad estadistico y a los procedimien-
tos para aceptar una muestra. En el capitulo 12 se presentan el disefio de experimentos
estadisticos y el analisis de varianza, tanto para experimentos -de un solo factor
como para dos. En los capitulos 13 y 14 se trata, de manera prolija, el analisis de
regresion; ademas, se examinan con detalle temas como: errores autocorrelaciona-
dos, analisis de residuos, minimos cuadrados con factores de peso, multicolineali-
dad y distintas formas para determinar el mejor conjunto de variables de prediccion.
Al concluir, el capitulo 15 explora y compara algunos de los procedlmlentos no
paramétricos mas utiles.

Al final del capitulo 1 y del 13 se encuentra un apéndice en que se revisa la no-
tacidn sumatoria y del algebra matricial. Las demostrac:oncs de los teoremas mas
importantes se encuentran, para los lectores cuyas inclinaciones son mas hacia la
teoria, en los apéndices de los capitulos 4, 5 y 7. En el apéndice del libro se encuen-
tran once tablas estadisticas. Se intentd, hasta donde fue posible, uniformar la
estructura de éstas; por ejemplo, se encuentran tabulados valores para las distri-
buciones binomial, de Poisson, hipergeométrica y normal, ademéas de los valo-
res cuantiles para las distribuciones chi-cuadrada, ¢ de Student y F. Las tablas para
las distribuciones anteriores, excepto la hipergeométrica, se generaron mediante al-
gunas subrutinas del paquete IMSL (I(tternanonal Mathematical and Statistical Li--
braries). La similitud con las tablas estadisticas, ya establecidas, es excelente. Los
paquetes para computadora Minitab y SAS (Statistical Analysis System) se emplea- |
ron con objeto de ilustrar las técnicas del andlisis de regresion (Caps. 13 y 14). Se
supone que el lector tiene acceso a algunos de estos paquetes 0 a otros similares,
como el SPSS (Staustzcal Package for the Socml Sczences) y BMDP. (Bzomedzcal
Programs). . : A
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CAPITULO UNO

Introduccion y
estadistica descriptiva

1.1 Introduccion

Para mucha gente, estadistica significa descripciones numéricas. Esto puede verifi-
carse facilmente al escuchar, un domingo cualquiera, a un comentarista de television
narrar un juego de futbol. Sin embargo, en términos mas precisos, la estadistica es el
estudio de los fenémenos aleatorios. En este sentido la ciencia de la estadistica tiene,
virtualmente, un alcance ilimitado de aplicaciones en un espectro tan amplio de dis-
ciplinas que van desde las ciencias y la ingenieria hasta las leyes y la medicina. El as-
pecto mas importante de la estadistica es la obtencion de conclusiones basadas en los
datos experimentales. Este proceso se conoce como inferencia estadistica. Si una
conclusion dada pertenece a un indicador econémico importante o a una posible
concentracién peligrosa de cierto contaminante, o bien, si se pretende establecer una
relacion entre la incidencia de cancer pulmonar y el fumar, es muy comin que la
conclusion esté basada en la inferencia estadistica.

Para comprender la naturaleza de la inferencia estadistica, es necesario entender
las nociones de poblacién y muestra. La poblacion es la coleccion de toda la posible
informacién que caracteriza a un fenémeno. En estadistica, poblacién es un concep-
to mucho mas general del que tiene la acepcion comin de esta palabra. En este senti-
do, una poblacion es cualquier coleccién ya sea de un nimero finito de mediciones o
una coleccion grande, virtualmente infinita, de datos acerca de algo de interés. Por
otro lado, la muestra es un subconjunto representativo seleccionado de una pobla-
cion. La palabra representativo es la-clave de esta idea. Una buena muestra es
aquella.que refleja las caracteristicas esenciales de la poblacion de la cual se obtuvo.
En estadistica, el objetivo de las técnicas de muestreo es asegurar que cada observa-
cion en la poblacion tiene una oportunidad igual e independiente de ser incluida en
la muestra. Tales procesos de muestreo conducen a una muestra aleatoria.-Las ob-
servaciones de la muestra aleatoria se usan para calcular ciertas caracteristicas de la
muestra denominadas estadisticas, Las estadisticas se usan como base para hacer in-
ferencias acerca de ciertas caracteristicas de la poblacijon, que reciben el nombre de



2 Introduccion y estadistica descriptiva

parametros. Asi, muchas veces se analiza la informacion que contiene una muestra
aleatoria con el proposito principal de hacer inferencias sobre la naturaleza de la
poblacion de la cual se obtuvo la muestra.

FEn estadistica la inferencia es inductiva porque se proyecta de lo especifico
(muestra) hacia lo general (poblacion). En un procedimiento de esta naturaleza
siempre existe la posibilidad de error. Nunca podra tenerse el 100% de seguridad
sobre una proposicion que se base en la inferencia estadistica. Sin embargo, lo que
hace que la estadistica sea una ciencia (separandola del arte de adivinar la fortuna) es
que, unida a cualquier proposicion, existe una medida de la confiabilidad de ésta.
En estadistica la confiabilidad se mide en términos de probabilidad. En otras pa-
labras, para cada inferencia estadistica se identifica la probabilidad de que la infe-
rencia sea correcta.

Los problemas estadisticos se caracterizan por los siguientes cuatro elementos:

1. La poblacion de interés y el procedimiento cientifico que se empled para mues-
trear la poblacion.

2. La muestra y el analisis matematico de su informacion.

Las inferencias estadisticas que resulten del analisis de la muestra.

4. La probabilidad de que las inferencias sean correctas.

w

El enfoque precedente para la inferencia estadistica descansa Gnicamente en
la evidencia muestral. Este es denominado feoria del muestreo o enfoque cldsico de'la
inferencia estadistica y para la mayor parte de ésta, sera el que se tome en este libro.
Sin embargo, también se tratara de incorporar ocasionalmente otro punto de vista
conocido como inferencia bayesiana. Esta forma de abordar la inferencia estadistica
utiliza 1a combinacion de la evidencia muestral con otra informacion, generalmente
proporcionada por el investigador del problema. Tal informacién descansa de ma-

-nera fundamental en la conviccidn o grado de creencia del investigador con respecto
a las incertidumbres del problema, antes de que se encuentre disponible la evidencia
muestral. Este grado de creencia puede basarse en consideraciones como los resulta-
dos conocidos, que son producto de investigaciones previas. Es importante que el
lector comprenda que el objetivo de los procedimientos clasico y bayesiano descansa
en la evaluacion de las incertidumbres basadas en la probabilidad.

Para comprender la esencia del muestreo aleatorio y de la inferencia estadistica,
es necesario entender como primer punto, la naturaleza de una poblacion en el con-
texto de la probabilidad y de los modelos probablllstlcos Estos temas se examman
con detalle en los capitulos dos a seis.

Este capitulo tratara brevemente las estadisticas descriptivas. A pesar de que és-
tas son sencillas desde el punto de vista matematico, son valiosas en casos donde se
encuentra disponible la poblacion cbmpleta y no existe mcertxdumbre, o cuando
‘'se tienen a Ia mano grandes conjuntos de datos que pueden o no considerarse como
muestras aleatorias. Si un conjunto grande se considera como muestra aleatoria de
una poblacion, la estadistica descriptiva puede ir tan lejos como la distribucion gene-
ral de valores, al dar una evidencia empirica y otras caracteristicas de 1a poblacién. .
Esta evidencia tiene un apreciable valor puesto que afirma ciertas suposnmones que‘
deben formularse en la aplicacion de la mferenc1a estadistica. -
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1.2 Descripcion grafica de los datos

Una descripcion informativa de cualquier conjunto de datos esta dada por la fre-
cuencia de repeticion u arreglo distribucional de las observaciones en el conjunto.
Para apreciar lo necesario de un resumen de datos, considere el ejemplo del Servicio
de Hacienda Interno (SHI) que se encarga de recibir y procesar millones de declara-
ciones de ingresos durante todo el aflo. Es dudoso que el SHI pueda descubrir los
patrones ocultos de ingresos € impuestos examinando simplemente la informacién
contenida en las declaraciones. Similarmente, el Departamento del Censo no podria
avanzar mucho al analizar los datos del censo, si éstos no pudiesen visualizarse. Para
identificar los patrones en un conjunto de datos es necesario agrupar las observa-
ciones en un numero relativamente pequefto de clases que no se superpongan entressi,
de tal manera que no exista ninguna ambigiiedad con respecto a la clase a que perte-
nece una observacion en particular. El namero de observaciones en una clase recibe
el nombre de frecuencia de clase, mientras que el cociente de una frecuencia de clase
con respecto al namero combinado de observaciones en todas las clases sé conoce
como la frecuencia relativa de esa clase. Las fronteras de la clase se denominan
limites, y el promedio aritmético entre los limites superior e inferior recibe el nombre
de punto medio de la clase. Al graficarse las frecuencia relativas de las clases contra
sus respectivos intervalos en forma de rectangulos, se produce lo que comiinmente
se conoce como histograma de frecuencia relativa o distribucion de frecuencia relati-
va. Esta (ltima es la que puede hacer evidentes los patrones existentes en un conjun-
to de datos.

Como ilustracion, los datos de la tabla 1.1 representan las frecuencias de unidades
vendidas por dia de un determinado producto por una compaiiia. El histograma de
frecuencia relativa se construye graficando en el eje vertical la frecuencia relativa y
en el eje horizontal las fronteras inferiores de cada clase, como se ilustra en Ia fi-
gura 1.1, :

El nimero de clases que se emplea para clasificar los datos en un conjunto de-
pende del total de observaciones en éste. Si el numero de observaciones es relativa-
mente pequefio, el namero de clases a emplear sera cercano a cinco, pero general-

TABLA 1.1 Frecuencias para el nimero de unidades vendidas de cierto producto

Numero de unidades Frecuencia de

vendidas (Clase) ' la clase Frecuencia relativa
80-89 7 7/100 = 0.07
90-99 20 ‘ 20/100 = 0.20
100-109 . 5 5/100 = 0.05
110-119 11 ; ~11/100 = 0.11
120-129 11 ' 11/100 = 0.11

. 130-139 B 12 12/100 = 0.12
.. 140-149 . 6 6/100 = 0.06
© U 150-159 23 23/100 = 0.23
160-169 5 5/100 = 0.05

Total . 100 ; o 1.00
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FIGURA 1.1. Histograma de frecuencia relativa para el nimero de unidades vendidas

mente nunca menor que este valor. Si existe una cantidad sustancial de datos, el ni-
mero de clases debe encontrarse entre ocho y doce y generalmente no existiran mas
de 15 clases. Un numero muy pequefio de clases puede ocultar la distribucion real del
conjunto de datos, mientras que un nimero muy grande puede dejar sin observa-
ciones a algunas de las clases, limitando de esta forma su uso. A manera de ilustra-
cibn, si se reducen las nueve clases a sOlo tres, en el ejemplo anterior, como se indica
en la tabla 1.2, el histograma de frecuencia relativa resultante (Fig. 2) es muy dife-
rente al mostrado en la figura 1.1.

Una buena practica es la creacion de clases quc iengan una longitud igual. Esto
puede lograrse tomando la diferencia entre los dos valores extremos del conjunto de
datos y dividiéndola entre el namero de clases; el resultado sera aproximadamente la
longitud del intervalo para cada clase. Sin embargo, existen casos donde esta regla
no puede o no debe aplicarse. Por ejemplo, si se tuviera a la mano la lista de impues-
tos de SHI pagados por 1a poblacion en un afio, estas cantidades pueden encontrarse

TABLA 1.2  Frecuencia para el nimero de unidades vendidas de cierto producto

N

Numero de unidades Frecuencia de Lo

vendidas (Clase) . la clase . Frecuencia relativa
80-109 32 32/100 = 0.32
110-139 . 34 : ‘ 34/100.= 0.34
140-169- . . - 34 . ) 34/100 = 0.34

Total 100 ' 1.00
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FIGURA 1.2 Histograma modificado para el nimero de unidades vendidas

en un intervalo de $0 a $1 000 000. Aun a pesar de que se eligiesen 20 clases para la
distribucion de frecuencia relativa, con intervalos de igual longitud, cada clase
tendria una cobertura de $50 000. Lo anterior daria origen a una situacion en la que
casi todas las observaciones caerian en la primera clase. Para casos como éste es pre-
ferible seleccionar una escala mas pequefla en el extremo inicial que la utilizada para
el extremo superior. Esta eleccion aclarara el patron de la distribucion.

Los siguientes ejemplos ilustran estos conceptos.

Ejemplo 1.1 De acuerdo con la revista Informes al Consumidor en su nimero de
febrero de 1980, las cuotas anuales de 40 compailias para un seguro de $25 000 para
hombre de 35 afios de edad son las siguientes:

$ 82 85 86 87 87 89 89 90 91 91
92 93 94 95, 95 95 95 95 97 98
9 99 100 100 101 101 103 103 103 104

105 105 106 107 107 107 109 110 110 111

Establecer un esquema de agrupamiento para este conjunto de datos y determinar
las frecuencias relativas. ‘

Dado que la diferencia entre los dos valores extremos del conjunto es de sélo
$29, puede ser razonable agrupar los datos en clases con intervalos de igual longitud.
Supongase que se decide utilizar seis clases; entonces el intervalo de cada clase sera
aproximadamente de $5. Para establecer las fronteras de cada clase, es necesario
considerar la unidad mas cercana con respecto a la cual se miden las observaciones.
En este ejemplo las cuotas se presentan redondeadas al dolar mas cercano. Con toda
seguridad el importe de las cuotas es conocido hasta centavos, pero solo se presentan
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entre $81.50 y $82.49, las seis clases con sus respectivas fronteras son (81.5-86.5),
(86.5-91.5), (91.5-95.5), (96.5-101.5), (101.5-106.5) y (106.5-111.5).

Estas fronteras también se conocen como los limites verdaderos debido a que
reflejan la unidad mas pequefia que se emplea para tomar las observaciones. Dado
que las cuotas se presentan redondeadas al dolar mas cercano, se puede también
elegir los limites de las seis clases como (82-86), (87-91), (92-96), (97-101), (102-106)
y (107-111). Estos se conocen como los limites de escritura puesto que reflejan el
mismo grado de precision que el de las observaciones presentadas. El intervalo de la
clase es la diferencia entre los limites verdaderos de cada clase, mientras que los pun-
tos medios pueden determinarse al utilizar los limites verdaderos o los de escritura.
En la tabla 1.3 se da un resumen de la informacién pertinente para el agrupamiento
de este ejemplo.

De acuerdo con lo mencionado al principio de esta seccidn, la distribucion de fre-
cuencia relativa se determina graficando las frecuencias relativas en el eje vertical
contra los limites de escritura inferiores para cada una de las clases en el eje horizon-
tal. Para este fin se emplean rectangulos de igual anchura que representen las fre-
cuencias relativas. En la figura 1.3 se muestra el histograma del ejemplo 1.1. Notese
que es mas facil graficar las frecuencias de cada clase que las correspondientes fre-
cuencias relativas; en ambos casos las graficas seran idénticas. Si existe alguna prefe-
rencia para usar las frecuencias relativas, se debe a que la escala vertical tiene un in-
tervalo fijo de cero a uno.

El principal objetivo de la representacion grafica de las frecuencias relativas es
mostrar el perfil de distribucion de los datos. El conocimiento de este perfil es til en-
varias formas, como sugerian los analisis apropiados que se intentarin mediante la
inferencia estadistica, o si los datos constituyen una muestra aleatoria de alguna -
poblacion o si se utilizan con el fin de comparar los perfiles de distribucion de dos o
mas conjuntos de datos. En el ejemplo 1.1. es notorio que la distribucion de cuotas
anuales en las 40 compailias es uniforme a través de todo el intervalo de valores.

Otra caracterizacidn grafica util, de un conjunto de datos, es la distribucion de
Jrecuencia relativa acumulada u ojiva. La distribucion acumulativa se obtiene grafi-
cando, en el eje vertical, la frecuencia relativa acumulativa de una clase contra el

TABLA 1.3 Agrupamiento y frecuencias relatiyas para el ejemplo 1.1

Limites de escritura Punto Frecuencia de la clase Frecuencia relativa
de la clase medio £ fi/n
82-86 84 3 3/40 = 0.075
87-91 89 7 7/40 = 0.175
. 92-96 94 _ 8 8/40 = 0.200
"97-101 9 N 8 8/40 = 0.200"
102-106 104 7 7/40 = 0.175
7 7/40 = 0.175

107-111 109
A0 e . Total . o EAO‘ \, 1.000
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FIGURA 1.3 Distribucion de frecuencia relativa para los datos del ejemplo 1.1

limite inferior de la siguiente sobre el eje horizontal y uniendo con segmentos todos
los puntos consecutivos. La tabla 1.4 lista las frecuencias relativas acumuladas para
el ejemplo 1.1. :

Dado que la frecuencia relativa de una clase refleja la proporcion de las observa-
ciones contenidas en ésta, la frecuencia relativa acumulativa es la proporcion de ob-
servaciones cuyos valores son menores o iguales al limite superior de la clase o0, en
forma equivalente, menores que el limite inferior de la siguiente clase. En el ejemplo
1.1 y para la tabla 1.4, la proporcion de cuotas menores de $82 es cero. La de cuotas
menores de $87 es de 0.075, la proporcion de menores de $92 es de 0.250. La distri-
bucion de frecuencia relativa acumulativa para el ejemplo 1.1 se muestra en la figu-
ra 1.4.

En este contexto el principal uso de la distribucion acumuiativa es lo que comun-
mente se conoce como cuantiles. Cun icspecto a una distribucion de frecuencia rela-
tiva acumulativa, se define un cuantil como el valor bajo el cual se encuentra una de-
terminada proporcion de los valores de la distribucion. El valor del cuantil se lee en

TABLA 1.4 Distribucion de la frecuencia relativa acumulativa

Limites de v ,
escritura de Frecuencia Frecuencia " Frecuencia relativa

la clase . de clase acumulativa acumulativa
82-86 3 3 ‘ 3/40 = 0.075
87-91 ‘ 7 - 10 10/40 = 0.250
92-96 .. V! T8 18 18/40 = 0.450
97101 8 - K 26 26/40 = 0.650
102-106. o 7 33 33/40 = 0.825
107-111 7 40 40/40 = 1.000
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FIGURA 1.4 Distribucion de frecuencia relativa acumulativa para el ejemplo 1.1

la direccion opuesta, en el eje horizontal, a la proporciéon correspondiente deseada
sobre el eje vertical. El cuantil mas comin es el percentil. Por ejemplo, g, es el
valor bajo el cual se encuentra el 20% de los valores de la distribucion y g, o €s aquél
bajo el cual se encuentra el 90% de los valores de la distribucion.

Ejemplo 1.2 El departamento de Agricultura de Estados Unidos informé que, en
1976, los ingresos netos por cosecha para los 50 estados de la nacién, fueron los si-

guientes:

; $ 5952 63 855 39362 - 9692 - 2761l

13 647 10 630 6 644 4438 19 106

: 8 681 5332 2304 6 859 8 141

] 11 771 9378 5992 7 000 12 543

1 4963 4 543 11177 12 292 6 695

g 10 207 7 627 8 992 23 811 7657

‘ . : 8 043 8972 6480 - 6824 9 554

i 4 626 4 845 10452 9922 7683

; 5119 8 621 2290 4973 3904

] i 2 892 5 405 2789 30 241
Establecer un esquema de agrupamiento para este conjunto de datos y determinar

‘ : las frecuencias relativas.
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TABLA 1.5 Frecuencias relativas para el ejemplo 1.2 con intervalos de igual longitud

Limites de escritura de la clase Frecuencia de la clase Frecuencia relativa
0-7 999 27 0.54
8 000-15 999 18 0.36
16 000-23 999 2 0.04
24 000-31 999 ] 0.02
32 000-39 999 1 0.02
40 000-47 999 0 0
48 000-55 999 0 0
56 000-63 999 | 0.02
Total 50 1.00

Supongase que se decide emplear ocho clases de igual longitud. Puesto que la di-
ferencia entre los dos valores extremos del conjunto de datos es aproximadamente
de $64 000, la longitud de cada clase es de $8 000 y los limites son (-0.5-7 999.5),
(7 999.5-15 999.5), ..., (55 999.5-63 999.5). Las frecuencias de cada clase y las fre-
cuencias relativas para este esquema de agrupamiento se dan en la tabla 1.5. Tal es-
quema resulta inadecuado porque el 90% de las observaciones se encuentran en las
dos primeras clases y existen otras dos que no tienen ninguna observacion. Este
ejemplo ilustra un conjunto de datos para el que no deben usarse intervalos de igual
longitud, ya que se tiene un agregado muy alto de observaciones con sélo algunas
cuantas dispersas alrededor de éste. En el ejemplo 1.2 existe mayor concentracion de
datos en el extremo inferior que en el superior. Por consiguiente, considérese el si-
guiente esquema de agrupamiento de ocho clases con limites (-0.5-1 999.5),
(1 999.5-3 999.5), (3 999.5-5 999.5), (5 999.5-7 999.5), (7 999.5-11 999.5),
(11 999.5-27 999.5), (27 999.5-43 999.5), (43 999.5-75 999.5). La tabla 1.6 contiene
las frecuencias relativas para este esquema, mientras que en la figura 1.5 se muestra
la distribucién de frecuencias.

Al determinar la distribucion de frecuencia relativa de la figura 1.5, se empleo la
altura del rectangulo en la representacion de la frecuencia relativa de cada clase, de
la misma manera como se hizo en el ejemplo 1.1. Sin embargo, a causa de que los
intervalos no tienen la misma longitud, la figura 1.5 produce la impresion erronea de
que, por ejemplo, la clase (12 000-27 999) contiene mas del 12% de las observa-
ciones. Lo anterior se debe a que cuando se comparan figuras geometricas, como los
rectangulos, se tiende mas a comparar el area que la altura. Cuando los intervalos de
clase son idénticos, el area de los rectangulos representa las frecuencias. Sin embargo
cuando la longitud de los intervalos es diferente, como en el ejemplo 1.2, las areas
no representan la frecuencia. Por lo tanto, es necesario ajustar la altura de los rec-
tangulos para que sus areas sean proporcionales a la frecuencia. Este procedimiento
representa de manera correcta las frecuencias para intervalos de diferente longitud.

Para ilustrar este método, en el ejemplo 1.2, se observa que las longitudes de las
primeras cuatro clases son idénticas. Entonces deben ajustarse las uitimas cuatro con €l
fin de que sus longitudes se relacionen con las de las primeras cuatro clases (de
$2 000). Las alturas de los rectangulos correspondientes a las cuatro ultimas clases se
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FIGURA 1.5 Distribucion de frecuencia relativa para los ingresos por cosecha del afio 1976

ajustan de tal forma que su area se encuentra en la misma proporcion (2 000) con res-
pecto a sus frecuencias relativas que las de los rectangulos de las primeras cuatro cla-
ses. Las alturas de las primeras cuatro siguen siendo las mismas que aparecen en la ul-
tima columna de la tabla 1.6, mientras que las alturas corregidas para las dltimas
cuatro son 0.15, 0.015, 0.0025 y 0.00125 respectivamente. En este momento debe
notarse que la suma de todas estas nuevas alturas es de 0.70875 y no de 1.00, como es
requerido para frecuencias relativas. Una division por 0.70875 convertira estas altu-
ras a las frecuencias relativas deseadas. En la tabla 1.7 aparecen las frecuencias rela-
tivas corregidas y en la figura 1.6 se da la ccorecta representacion de la distribuciéon
de frecuencia relativa.

TABLA 1.6 Frecuencias relativas para el ejemplo 1.2 con imefvalos de distinta longitud

Limites de escritura de la clase Frecuencia de la clase Frecuencia relativa

0-1999 2 0.04

2 000-3 999 5 0.10

4 000-5 999 11 0.22

6 000-7 999 \ 9 0.18

8 000-11 999 15 .0.30

12 000-27 999 6 0.12

28 000—43 999 - 1 -0.02

» 44 000-75 999 - 1 . 0.02 -
"’ Total " * 50 - 1.00




1.0 wviewiuad uescriptivas numericas 11

TABLA 1.7 Frecuencias relativas corregidas para el ejemplo 1.2 con intervalos de distinta
longitud

Limites de escritura de la clase Frecuencia relativa corregida

0-1 999 0.0564

2,000-3 999 0.1411

4,000-5 999 0.3104

6.000—7 999 0.2540
8,000-11 999 0.2116
12,000-27 999 0.0212
28,000-43 999 0.0035
44,000-75 999 0.0018

Total 1.0000

1.3 Medidas numéricas descriptivas

En la seccion anterior se plantearon las técnicas graficas para descubrir los patrones
de distribucion ocultos en un conjunto de datos. En-esta seccion se definen algunas
medidas numéricas que se emplean comiunmente para describir conjuntos de datos.
Si el conjunto es una muestra aleatoria de una poblacion y la dltima meta es hacer
inferencia estadistica, estas medidas seran utilizadas como bases para las inferen-
cias, tal como se menciona en los capitulos 7 a 9.
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FIGURA 1.6 Distribucion de frecuencia relativa corregida para los ingresos por cosecha df;l



12 Introduccion y estadistica descriptiva

Existen dos medidas de interés para cualquier conjunto de datos: la localizacion
de su centro y su variabilidad. La rendencia central de un conjunto de datos es la dis-
posicion de estos para agruparse ya sea alrededor del centro o de ciertos valores nu-
meéricos. La variabilidad de un conjunto de datos es la dispersion de las observa-
ciones en el conjunto.

Existen principalmente tres medidas de tendencia central: 1a media, la mediana y
la moda.

Definicion 1.1 La media de las observaciones x,, x,, ..., x, es el promedio arit-
mético de éstas y se denota por

n

X = x/n. (1.1)

i=1

La media es una medida apropiada de tendencia central para muchos conjuntos
de datos. Sin embargo, dado que cualquier observacion en el conjunto se emplea
para su calculo, el valor de la media puede afectarse de manera desproporcionada
por la existencia de algunos valores extremos.

Definicion 1.2. La mediana de un conjunto de observaciones es el valor para el
cual, cuando todas las observaciones se ordenan de manera creciente, la mitad de és-
tas es menor que este valor y la otra mitad mayor.

Si el nimero de observaciones en el conjunto es impar, la mediana es el valor de
la observacion que se encuentra a la mitad del conjunto ordenado. Si el nimero es
par se considera la mediana como el promedio aritmético de los valores de las dos
observaciones que se encuentren a la mitad del conjunto ordenado. Alternativamen-
te, la mediana puede determinarse a partir de la distribucion acumulativa, es decnr
la mediana es el percentil cincuenta.

Puesto que la mediana es un valor que se basa en la secuencia ordenada de las ob-
servaciones en un conjunto de datos, es necesario saber que la existencia de algunos
valores extremos no afectara su valor. Por lo tanto, si un conjunto contiene unos
cuantos valores extremos y un agregado muy alto de observaciones, la mediana
puede ser una medida de tendencia central mucho mas deseable que la media. Gene-
ralmente los conjuntos de datos que describen informacion acerca de ingresos caen
en esta categoria.

Definicion 1.3 La moda de un conjunto de observaciones es el valor de la observa-
¢idn que ocurre con mayor frecuencia en el conjunto.

La moda muestra hacia qué valor tienden los datos a agruparse. En conjuntos re-
lativamente pequefios, puede que no exista un par de observaciones cuyo valor sea el
mismo. En esta situacion no es clara la definicion de moda. También puede suceder
que la frecuencia mas aita se encuentre compartida por dos o mas observaciones. En

estos casos, la moda tiene una utilidad limitada como medida de tendencia central.’

Si se ha determinado una distribucion de frecuencia relativa, la clase con la frecuen-

e et e
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cia mas alta recibira el nombre de clase modal, con lo que se define a la moda como
el punto medio de esa clase. En este caso la clase modal sirve como punto de con-

centracion en el conjunto de datos.
Para las observaciones del ejemplo 1.1 la media se calcula como

_ B2+ 85+ -+ 111
X =

40 = $97.90.

La media para el ejemplo 1.2 es

_ 5952 + 63,855 + - + 241
x =

= $9 811.34.
50 5

La mediana del ejemplo 1.1 es el promedio artimético de los valores de las obser-
vaciones 20 y 21 en la secuencia ordenada de éstas, ya que existe un namero par de
observaciones. La mediana es (98 +99)/2 = $98.50. Similarmente, la mediana del
ejemplo 1.2 es el promedio aritmético de los valores de las observaciones 25.y 26 en
la secuencia ordenada de éstas, o (7 627 + 7 657)/2 = $7 642. Se observa que la moda
en el ejempo 1.1 es $95 porque este valor es el que ocurre con mayor frecuencia; sin
embargo, para el ejemplo 1.2 la moda no esta claramente definida puesto que nin-
gun valor se repite. NOtese que para el ejemplo 1.1 los valores de la media, mediana y
moda se encuentran muy cercanos, relativamente, entre si. Esto se debe a que las
cuotas se encuentran distribuidas de manera uniforme sobre el intervalo completo de
valores. Para el ejemplo 1.2 la media es sustancialmente mayor que la mediana, de-
bido a que la primera se encuentra afectada de manera desproporcionada por los
ingresos por cosecha de algunos estados, los que son muy grandes comparados con
los de otros. Asi, para este conjunto de datos la mediana de $7 642 podria ser una
medida de tendencia central mucho mas real.

- Muchas veces la Gnica informacion dispanible es una tabla de frecuencias, como
las tablas 1.3 a 1.6. En estos casos solo es posible obtener valores aproximados para
la media, mediana y moda — o para cualquier otra medida numérica descriptiva —;
los valores exactos pueden calcularse unicamente a partir de las observaciones indi-
viduales del conjunto o de los datos ne agrupados. Los calculos aproximados se
basan en los puntos medios de cada clase y sus respectivas frecuencias. En general,
mientras mas pequefia sea la Jongitud de la clase y mayor la uniformidad de las ob-
servaciones en ésta, mayor sera la similitud entre las medidas descriptivas calculadas
en los datos agrupados y no agrupados.

Para calcular 1a media con base en los datos agrupados, sea & el numero de clases
y x; el punto medio de la i-ésima clase. Entonces el valor aproximado de la media es

-}
PR

Ao DI Do I .
en‘donde f; es la frecuencia de la i-ésima clase y n = =5, f,. Notese que en esta
fbnnula la frecuencia de la clase representa la frecuencia relativa de las observaciones
. dentro de’cada clase. Es decir, entre més observaciones tenga una clase mayor ser el

peso del punto medio de ésta en el calculo de la media. La afirmaci6n anterior gene-

. k -
= fx/n, i S (12)
i=1. . L



TABLA 1.8 Caiculo apreximado de la media para el ejemplo 1.1

Punto medio  Frecuencia de
de la clase la clase

6

Xi f; f;xi n = Eﬁ = 40

84 3 252 !

89 7 623 5

94 8 752 S fx = 3910

99 8 792 =t

104 7 728 6

109 7 763 X = fix/n = 3910/40 = $97.75
i=1

Total 40 3910

ralmente es cierta en la determinacion de medidas numéricas con base en datos agru-
pados.

Se ilustraran los procedimientos computacionales para determinar las medidas
descriptivas numéricas empleando el ejemplo 1.1 y en particular los limites y frecuen-
cias de cada clase expuestos en la tabla 1.3. La informacion mas importante aunada
al calculo de la media se muestra en la tabla 1.8.

Para datos agrupados, 1a mediana es aquel valor que divide en dos partes iguales
la distribucién de frecuencia relativa. La férmula computacional esta dada por

Mediana = L + c(j/f,.), o (1.3)

en donde L es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana, f,, esla
frecuencia de esa clase, ¢ es la longitud de la clase y j es el nliimero de observaciones
en esta clase, necesarias para completar un total de n/2. Para determinar la mediana
esta formula en esencia, se interpola linealmente en la clase que contiene a la media-
na. Asi, se supone que las observaciones se encuentran distribuidas uniformemente
dentro de la clase. . \

La mediana para los datos agrupados del ejemplo 1.1 se determina utilizando la
informacién contenida en la tabla 1.3. El namero total de observaciones es 40 y n/2
es 20. Puesto que la suma de las frecuencias de las primeras tres clases es 18 y la de
las primeras cuatro es 26, la mediana se encuentra en la cuarta clase, cuyo limite in-
ferior es 97. Del total de observaciones en ésta clase, que es ocho, se necesitan dos
mas para alcanzar el valor de 20. Mediante el empleo de la férmula, la mediana re-
sulta ser

Mediana = 97 + 5(2/8) = $98.25.

Como se menciond anteriormente, la moda se toma, para datos agrupados, como
el punto medio de la clase que presenta una mayor frecuencia. En el ejemplo 1.1 1a
frecuencia mas alta se encuentra compartida por las clases (92-96) y (97 -101). Con
base en lo anterior, la moda resulta ser el promedlo antmetlco entre los dos puntos_r
medlosdelasdasgs o(94+92)/2 ;9650‘ i

. Una medida de tendencna central proporcnona mformacnbn aoerw de un conjun-
to de datos pq-o no proporciona ninguna idea de la variabilidad de las observaciones
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en dicho conjunto. Por ejemplo, considere los dos siguientes conjuntos de datos,
cada uno de los cuales consiste de cuatro observaciones: 0, 25, 75, 100; 48, 49, 51,
52. En ambos casos, media = mediana = 50. Estos dos conjuntos son muy diferen-
tes entre si, sin embargo las observaciones en el primero se encuentran mucho mas
dispersas que las del segundo. Una de las medidas mas ltiles de dispersion o va-
riacion es la varianza.

Definicion 1.4 La varianza de las observaciones x,, x,, -**, X, es, en esencia, el pro-
medio del cuadrado de las distancias entre cada observacion y la media del conjunto
de observaciones. La varianza se denota por

= 20— B/(n - 1). (1.4)

La varianza es una medida razonablemente buena de la variabilidad debido a que
si muchas de las diferencias son grandes (o pequefias) entonces el valor de la varian-
za s” sera grande (o pequefio). El valor de la varianza puede sufrir un cambio muy
desproporcionado, aiin mas que la media, por la existencia de algunos valores extre-
mos en el conjunto.

Definicion 1.5 La raiz cuadrada positiva de la varianza recibe el nombre de des-
viacion estdndar y se denota por

S - B — 1). T W)

i=1

La varianza y la desviacion estandar no son medidas de variabilidad distintas,
debido a que la altima no puede determinarse a menos que se conozca la primera.
A menudo se prefiere la desviacion estandar en relacion con la varianza, porque se
expresa en las mismas unidades fisicas de las observaciones.

Cuando se calcula el valor de 1a varianza, ya sea a mano o mediante el uso de una
calculadora de baja capacidad, y el valor de la media o los valores de las observa-
ciones no son niimeros enteros, el uso de la ecuacién (1.4) puede dar origen a errores
grandes por redondeo. Con un poco de algebra se obtiene, a partir de (1.4), una formu-
la computacional mas exacta para esas condiciones:*

= > —3/(n - 1)
i=1

6 - X x + 3

n-:ll ., : R s i;&":‘t‘v""

* Para un repaso de la notacioén de suma véase el apéndice de este capitulo.
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fo—ZfExi+nf2

n—1

S - 2 x)(2+) + (Z)

n

= >

= . (1.6)

Notese que para el numerador de la ecuacion (1.4) primero debe calcularse la media,
restarla de cada observacion, tomar el cuadrado y entonces sumar. Para el numera-
dor de (1.6) se suman todos los cuadrados de los valores observados, y entonces se res-
ta el cuadrado de su suma dividido por el nimero de observaciones. Con base en la
ecuacion (1.6), la desviacion estandar esta dada por .

s = ZX _n(iz'] i) /n' (1.7)

A continuacion se ilustran los pasos que se deben seguir para el calculo de la va-
rianza y la desviacion estindar, para los datos no agrupados de los ejemplos 1.1 y
1 2. Para el ejemplo 1.1,

40
S x; =8 +85 + - + 111 = 3916

822 + 852 + --- + 1117 = 385 756.

Ms
=,
Il

i

Se usa la ecuacién (1.6),

N
AN

2
385756 — ‘3 9“’)

s T = 61.0154.

De la ecuacion (1.7) se S1gue que la desviacién est.’mdar es 5 = V61.0154 =
$7.81. ’ : , .
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Para el ejemplo 1.2 se tiene

50
z x; = 5952 + 63855 + --- + 241 = 490 567,

i=1

50
zxf = 59527 + 63 855 + -+ + 241> = 10 000 514 273,

67°
10 000 514 273 — 4905(5)

= = 105 865 196.8.
s 50 -1 10

La desviacion estandar es s = $10 289.08.
Para datos agrupados, puede calcularse el valor aproximado de la varianza me-
diante el uso de la formula

k
Zfi(xi - 7)2
2 _

st (1.8)
n—1

st = (1.9)

n—1

La formula para la desviacion estandar es

4 k
> filxi = ©Y(n — 1). (1.10)
i=1

Para las tres formulas anteriores f; y x; son, respectivamente, la frecuencia y el
punto medio de la i-ésima clase, y n esla suma de todas las frecuencias. Debe notarse
que, en datos agrupados, la aproximacion a la varianza puede no ser muy confiable,
especialmente si las observaciones no se encuentran distribuidas de manera uniforme
dentro de sus respectivas clases. El calculo de los valores aproximados de la varianza
y la desviacidn estandar, paralos datos agrupados del ejemplo 1.1,-se encuentra de-
tallado en la tabla 1.9:° - =~ omons oAy b ep

Otra medida atil de la variabilidad tlene base en el valor absoluto de las; dlferen-
cias entre las observaciones x, x,.. X, ¥ la media o la mediana, dependiendo de cual
de las dos se emplee como medida de tendencia central.
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TABLA 1.9 Cilculo de los valores aproximados de la varianza y la desviacion estandar para
el ejemplo 1.1 N

Punto medio Frecuencia de

6
de la clase la clase S fix; = 3910 (de la tabla) 1.8)

X; fi x? fixi i=!

6 2
84 3 7056 21 168 <2f,.x,.) /40 = 382 202.5
89 7 7 921 55 447 i=}
94 8 8836 70 688 6
99 8 9 801 78 408 S fix? = 384 590
104 7 10816 75712
109 7 11 881 83 167

. _ 384590 — 382 202.5
Total 40 11881 384590 §= 40 — 1

= 61.2179
s = V612179 = $7.82

Definicion 1.6 La desviacion media es el promedio de los valores absolutos de las
diferencias entre cada observacion y la media de las observaciones. La desviacién
media esta dada por

Sk - 3

DM, ==——. (1.11)
n

Para datos agrupados, ¢l valor de la desviacién media se aproxima por

Zf;'lxi - fl

DM, = = (1.12)

Los términos empleados en estas expresiones son los mismos definidos anterior-
mente.

La desviacion media es una medida interesante de la variacion, especialmente en €l
contexto de la evidencia empirica, debido a que en muchas ocasiones €l interés se
centra en las desviaciones y no en los signos de éstas. Sin embargo, desde un punto de
vista tedrico, el empleo de la desviacién media como medida de dispersién esta en
desventaja dado que, matemaéticamente, es dificil de obtener. De cualquier manera,
la desviacion media es menos sensible a los efectos inducidos por las observaciones
extremas del conjunto de datos que la varianza o la desviacion estdndar. Sin impor:
tar'la presencia de pocos valores extremos, la desviacion media puede!proporcio-
nar una medida de’ d1spers10n mucho mas real que la obtenida por la deswaclon es-
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Para los datos no agrupados del ejemplo 1.1, la desviacion media se calcula a
partir de

40
Dl — x| =182 —97.9] + 85 — 97.9] + - + |11l - 97.9] = 264.2
i=1

para ser
D.M. = 264.2/40 = $6.61.

De manera similar para el ejemplo 1.2, la desviacion media se calcula a partir de
50
E]x,- ~ % = 5952 ~ 9 811.34] + |63 855 — 9 811.34| + --- + [241 — 9 811.34|
i=1

= 278 051.48

para ser .
D.M. = 278 051.48/50 = $5 561.03.

Los pasos computacionales para una aproximacion de la desviacion media a los
datos agrupados del ejemplo 1.1, se ilustran en la tabla 1.10.

Definicion 1.7 La desviacion mediana es el promedio de los valores absolutos de
las diferencias entre cada observacion y la mediana de éstas. La desviacion mediana
esta dada por

> lx; — D.Md|

D.Md. = L:'__.n__._, (1.13)

en donde Md denota a la mediana.
Cuando la mediana se emplea como medida de tendencia central con el proposito
de atenuar los efectos de la existencia de algunos valores extremos en el conjunto,

TABLA 1.10 Calculo aproximAado' de la desviacion de la mediana para el ejemplo 1.1

Punto medio Frecuencia de

de la clase la clase
T X fi |xi “'f| filxi - x
84 3 | 84 — 97.75| 41.25 6
.89 7 | 89 — 97.75| 61.25 | 2 fx — 7 = 265
9 8 | 94 - 97.75] 30.00 =t ‘
99 8 |9 -91.7 110.00 " D.M.=265/40
04 P T l108 - 9775 4375 T
09 7 109 <97.75] * - 78.75 el 86637

§§§§§§

Total 4. 265.00
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debe preferirse a la desviacion de la mediana como medida de dispersion por la misma
razén. Cuando los datos se agrupan, se obtiene el valor aproximado de la desviacion
de la mediana al emplear la ecuacion (1.12) y sustituir la mediana por la media. Las
desviaciones de las medianas para las observaciones de los ejemplos 1.1 y 1.2 calcu-
ladas con el mismo procedimiento que para las desviaciones de las medias, son 6.6 y
5 060.60 respectivamente. De manera similar el valor aproximado de la desviacion
de la mediana para los datos agrupados del ejemplo 1.1 tiene un valor de 6.57S.

El intervalo en el que se encuentran las observaciones en un conjunto de datos, es
otra medida de variabilidad.

Definicion 1.8 El recorrido R de las observaciones en un conjunto de datos es la di-
ferencia entre el valor mas grande y el mas pequeiio del conjunto.

Por su simplicidad, el recorrido proporciona una rapida indicacion de la variabi-
lidad existente entre las observaciones de un conjunto de datos. Sin embargo, como
medida de dispersion debe usarse con precaucién ya que su valor es una funcion,
unicamente, de dos valores extremos pertenecientes al conjunto. Como regla general
se debe evitar el uso del recorrido como medida de variabilidad, cuando el nimero
de observaciones en un conjunto es grande o cuando éste contenga algunas observa-
ciones cuyo valor sea relativamente grande. Este punto puede ilustrarse consideran-
do los recorridos de los ejemplos 1.1y 1.2, queson R, = 111 —82 = $29,y R, =
63 855 — 30 = $63 825, respectivamente. Para el ejemplo 1.1, R, parece ser una
medida realista de la variabilidad, debido principalmente a que el conjunto no con-
tiene ninguna cuota que se salga de la linea relativa a las otras. Sin embargo, para el
ejemplo 1.2, R, no es una medida realista de la variabilidad, dado que los valores de
$30y $63 855 son, aparentemente, valores extremos con respecto a los ingresos ne-
tos por cosecha de gran parte de los otros estados. Para muchos problemas tiene una
mayor utilidad determinar el recorrido entre dos valores cuantiles que entre dos va-
lores extremos.

Definicion 1.9 La diferencia entre los percentiles 75avo y 25avo rec1be el nombre
de recorrido intercuantil.

Definicion 1.10 La diferencia entre los percentlles 90avo y décimo recibe el nombre
de recorrido interdecil. .

El recorrido intercuantil refleja la variabilidad de las observaciones comprendi-
das entre los percentiles 25 y 75 en el conjunto de datos, y el recorrido interdecil indi-
ca la dispersion de las observaciones con valores entre los percentiles 90 y 10. El re-
sultado es que ni el rango intercuantil ni el mterdecxl son afectados por la presenaa
de observaciones relativamente granaes s N

Para datos agrupados se pueden aproxmar los recomdos intercuantil mterde—
31 a’ pértn‘ de la distribucién .de frecuencxa relatlva acumulada Para ilustrar,
empleando la figura 1.1, los. va]ores aproximados de. los rangos intercuantil e inter-
decﬂparaelejemplol 1 son q075 — Qo5 = 104, 50 92 $12 50 yqog —q(” =
109 5 - 87.5 = $22, respecnvamente Para un conjunto de datos no agrupados
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que contenga n observaciones, los percentiles 75avo y 25avo son los valores de las
observaciones cuyos nimeros de posicion en la secuencia ordenada de observa-
ciones, corresponden a 0.7572 + 0.5y 0.2571 + 0.5, respectivamente. De manera si-
milar, los percentiles 90 y décimo corresponden a los valores de las observaciones cu-
yos numeros de posicion, con respecto a la secuencia ordenada, son 0.9n + 0.5 y
0.1n + 0.5 respectivamente. Para los datos del ejemplo 1.2, los percentiles 25 y 75 son
los valores de las observaciones 13 y 38 correspondientes a la secuencia ordenada de las
observaciones, respectivamente. De esta manera, ¢y = $4 973, g,55 = $10 207,
siendo el recorrido intercuantil de $5 234. Dado que para n = 50 0.1n + 0.5 =
5.5, el décimo percentil es el promedio de los valores 5 y 6, de las observaciones
ordenadas, 0 g, = 2 840.5. Similarmente el percentil 90avo es el promedio de las
observaciones 45 y 46 correspondientes a la secuencia ordenada, o ¢, = 16 376.5.
Por lo tanto, el recorrido interdecil para los datos del ejemplo 1.1 es de $13 536.

A lo largo de todo el capitulo se han empleado los ejemplos 1.1 y 1.2 para ilustrar
varios conceptos. Es importante notar que presentan situaciones contrastantes. El
primero presenta un conjunto de datos en el que las observaciones se encuentran
distribuidas de manera uniforme a lo largo del recorrido completo de valores, sin
ninguna observacion relativamente grande. El Gltimo ejemplifica una situacién en la
" que existe un agregado muy denso de observaciones y algunos valores relativamente
grandes, especialmente en el extremo superior. La diferencia innata entre estos dos
ejemplos, puede discernirse a través de una comparacion de las medidas descriptivas
numéricas que se han calculado para cada uno de ellos y que aparecen en la ta-
bla 1.11.

Notese que en el ejemplo 1.1 los valores de las medidas de tendencia central se
encuentran muy cercanos entre si, mientras que para el ejemplo 1.2 se encuentran se-
paradas entre si de manera considerable. Se puede decir lo mismo de las desviaciones
estandar, media y mediana para los dos ejemplos. En el ejemplo primero los valores de
las desviaciones de la media y de la mediana se encuentran muy préximos al valor
de la desviacion estandar, mientras que en el ejemplo 1.2 tienen un valor casi similar
a la mitad de la desviacién estandar. Ademas, en el ejemplo 1.1 el recorrido interde-
cil constituye una proporcion relativamente grande del recorrido (22/29 = 0.76),

TABLA 1.11 Resumen de las medidas numeéricas descriptivas para los ejemplos 1.1y 1.2

Medida Ejemplo 1.1 Ejemplo 1.2
numeérica Datos no agrupados Datos agrupados  Datos no agrupados

Media 97.90 97.75 9 811.34
Mediana 98.50 98.25 7 642.00
Moda . 95.00 96.50 —

Varianza 61.0154 61.2179 105 865 196.80
Desviacién estandar 781 7.82 10 289.08
Desviacion media | . 6.61 6.63 : -5 561.03
Desviacion mediana - 6.60 6.575 5 060.60
Recorrido 29.00 ) —_ . 63 825.00
Recorrido intercuantil — ’ 12.50 5234.00

Recorrido interdecil — ’ 22.00 - 13 536.00
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y en el ejemplo 1.2 esta medida es una porcion relativamente pequefia de este ltimo
(13 536/63 825 = 0.21). .

Estas comparaciones aclaran lo que las medidas numéricas y las distribuciones de
frecuencia pueden hacer para descubrir la naturaleza inherente de un conjunto
de datos. Sin embargo, el usuario debe tener cuidado tanto en la eleccion como en la in-
terpretacion de estas medidas. A pesar de que la media y la desviacion estandar se han
empleado de manera extensa como medidas de tendencia central y dispersion respec-
tivamente, aunque tienen propiedades teoricas muy atractivas existen problemas
— como el ejemplo 1.2 — para los cuales no pueden ser las medidas mas deseables. En
general, y por ende, las medidas mas deseables para conjuntos de datos relacionados
con mediciones fisicas como lecturas de instrumentos, especificaciones de partes, pe-
s0s, etc., son la medida y la desviacion estandar o la desviacion de la mediana. Para
conjuntos de datos relacionados con ingresos y otras informaciones de tipo econo-
mico y financiero, las mejores elecciones para las medidas de tendencia central y dis-
persion son la mediana y la desviacion de la mediana respectivamente.

Como nota final, las agencias del gobierno y muchos servicios de informacioén
proporcionan informacién en tablas de frecuencia que no sélo contienen clases de
amplitud diferente sino también clases abiertas como ““ingreso anual de $500 000
o mas’’ con el propdsito de tener mayor cobertura de los datos. Estas clases se presen-
tan en los extremos del conjunto y no se especifican las clases terminales. Como re-
sultado, el punto medio de las clases abiertas no se encuentra definido y no pueden
calcularse valores aproximados para algunas medidas numéricas como la media, va-
rianza, desviacion estandar y desviacion media, a menos que se encuentren dispo-
nibles algunas observaciones individuales contenidas en la clase o que sea conocido
su promedio artimético.

Referencia
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Ejercicios

1.1. Los siguientes datos son los lapsos, en minutos, necesarios para que 50 clientes de un
banco comercial, lleven a cabo una transaccion bancaria:

2.3 0.2 2.9 0.4 2.8
2.4 4.4 58 . 28 33
33 9.7, 2.5 5.6 9.5

1.8 47 07 62 1.2 .
78 08 09 04 13
. 30037 72 16 19
; 24" 46 38 1S 27
0.4 1.3 .1 55 34
42 12 05 68 52

63 - 7.6 1.4 05 14



a) Construir una distribucion de frecuencia relativa.
b) Construir una distribucion de frecuencia relativa acumulada.
¢) Con los resultados de Ia parte b, determine los recorridos intercuantil e interdecil.
d) Con los datos agrupados, calcule la media, mediana, moda, desviacion estandar,

desviacion media y desviacion mediana.
e) Verificar los resultados de la parte d calculando las mismas medidas para los datos no

agrupados.

Ejercicios

1.2. La demanda diaria, en unidades de un producto, durante 30 dias de trabajo es:

38
67
28
49
47

35
63
25
78
66

76
33
3o
48
58

58
69
32
42
44

48
53
61
72
44

59
51
57
52
56

a) Construir las distribuciones de frecuencia relativa y de frecuencia acumulada.
b) Con la distribuciébn acumulada, determine los tres cuantiles.
¢) Calcular la media, mediana, moda, desviacion estandar, desviacibn media y des-

viacion mediana, empleando tanto los datos agrupados como los no agrupados, y

compare los dos conjuntos de resultados.

23

d) Comentar la naturaleza de esta distribucion de frecuencia, cuando se compara con la

del ejercicio 1.1.

1.3. Aqui se presentan tres conjuntos de datos:

L2,
, 1

s

—-w

~13,

’

L

4,5, 6;
,6,6,6;
, 3,

AO\

, 5, 20.

Calcular la media y la varianza para cada conjunto de datos. ;Qué se puede concluir?

1.4. La siguiente tabla muestra las ventas, en miles de dolares, de ZJ vendedores de una
compatfiia de computadoras.

40.2
26.9
4.2
317

29.3
28.7
323
36.8

35.6
9.8
55.2
45.2

88.2
35.6
50.6
25.1

429
37.8
25.4
39.7

a) Calcular la media, mediana, desviacién aténdar, desviacion mediana, recorrido in-
tercuantil y recorrido interdecil. -
b) £ Qué medidas de tendencia central y dispersion se elegirian y por qué?

1.5. Con los datos del éjercicio 1.2, sea x; la dcmanda del i-ésimo diaparai = 1,2 ...

Transformar los datos por medio de la relacién '

oWy =

s

X —'51.5 -+
1407 7

30.
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a) Construir una distribuciodn de frecuencia relativa para los datos transformados. ;Ha
ocurrido algiin cambio en la naturaleza de la distribucidn de frecuencia cuando ésta
se compara con la del ejercicio 1.2?7

b) Con los datos transformados «;, calcular la media y la desviacion estandar; mostrar
que son iguales a cero y uno respectivamente.

1.6. Los siguientes datos agrupados representan los pagos por almacenamiento para los 50 mas
grandes detallistas durante el afio 1979:

Limites de estructura de la clase Frecuencia

1.10-1.86 4
1.87-2.63 14
2.64-3.40 1
3.41-4.17 9
4.18-4.94 7
4.95-5.71 |
5.72-6.48 2
6.49-7.25 2

a) Graficar la distribucién de frecuencia relativa acumulada.

b) Con los resultados de la parte a), determinar los recorridos intercuantil e interdecil.
¢) Calcular la media, mediana y moda.

d) Calcular la varianza, desviacion estandar, desviacion medja y desviacién mediana.

1.7. La siguiente informacion agrupada representa el nimero de puntos anotados por equlpo
y por juego en la Liga Nacional de Fitbol durante la temporada de 1973:

Grupo Frecuencia
0-3 27
4-10 66

11-17 91

18-24 70

25-31 57

32-38 34

39-45 16

46-52 3

a) Graficar la distribucion de frecuencia relatwa
b) Calcular la media y la moda.
¢) Calcular la varianza, desviacion estandar y desviacion media.

1.8. Se seleccionaron de un proceso de fabricacion, aleatoriamente, 20 baterias y se llevd a
cabo una prueba para determinar la duracion de éstas. Los siguientes datos representan
el tiempo de duracion, en horas, para las 20 baterias:

. 525 62.7 . 589 65.7 49.3

58.9. 513 ° 60.4 59.6 58.1 N :
62.3 64.4 527 54.9 88
56.8 s3.1° 587 616 633 N

a) Determinar la media y la mediana.
b) Determinar la desviacion estandar, desviacion media y desviacion medxana
¢) Determinar los recorridos intercuantil e interdecil.

zé
:
4
7
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Sumatorias y otras notaciones simbdlicas

El uso de la notacion simbodlica es esencial en estadistica. Por ejemplo, para distin-
guir entre los valores de n observaciones se emplea la notacion simbolica x,, x,, ...,
x,.Uno de los simbolos mas fitiles es la letra griega 2 (sigma) con que se denota la
suma de términos en una secuencia. De esta manera la suma de X5 X, ..., X, se desig-
na por

n
z Xi=x + x3+ o+ X,
i=1

y se lee ““la suma de las x;, con / variando desde 1 hasta n’’. La letra 7 recibe el
nombre de indice de suma y toma valores enteros sucesivos hasta e incluyendo a n,
que es el limite superior o el valor mas grande de i. Los siguientes son ejemplos del
uso de X

n
a) 2xf=xf+x§+---+x,2,;

i=1

b) Dxi—a)=0—a+ 0 —a)+ -+ (x, — a)

=1

O D —al=(@x—-—a*+x—a’+ - +(&x,—a}
i=1

d) X xyi =Xy + Xy, o+ XY

Las siguientes tres propiedades son importantes cuando se emplea el simbolo X,
Propiedad 1. Si ¢ es cualquier constante, entonces

‘n n
ZCX,": CZX,'.
i=1 i=]

Propiedad 2. Si ¢ es cualquier constante, entonces

n
> ¢ = nc.

i=1

Propijedad 3.

Z(xi +y) = in + Z)’i-
i= i=1 i=1
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Las propiedades anteriores pueden verificarse de la siguiente manera:

1) 2 cx; = ¢x; +¢cx; + 0+ cx,

= ('(x, + Xz + 0 F+ .\’,,)

n
¢ X
i=1

DDec=ctc+ o+
i=1 R

n términos
=£l+l+--~+l)5

n términos

= nc.

3) Z(xi +y) =@ +y)+ Uk +y)+ -+, +y,)
i=1

=(xl+x2+ ”.+xn)+(yl+y2+."+yn)
2 +2y,

El simbolo ¥ también se emplea para denotar la suma sobre dos caracteristicas
diferentes. Por ejemplo, supdngase que se tiene la funcion p(x, y) de las variables x y
¥, las que toman Gnicamente valores enteros. En particular x toma los valores ente-
rosde 0y 1, yy valores 1, 2 y 3. Entonces la suma de p(x, y) sobre todos los valo-
res tanto de x como de y se denota por

1 3

> 3 py) = pO, 1)+ p0,2) + pl0,3) + p(1,1) + p(1,2) + p(l, 3).

x=0y=1

Notese que primero se elige el indice de suma de x igual a cero y entonces se evalia la
suma interna para cada uno de los valores del indice de suma de y. Posteriormente se
incrementa el indice de suma de x en uno y se repite el proceso. El procedimiento an-
terior también se aplica a todas aquellas situaciones en las que se emplean subscritos
dobles para distinguir entre dos caracteristicas. Por ejemplo, considere la suma de la
secuencia x;, i =1,2...n,j = 1,2 ... mpara todos los valores posibles de i iy dej
Tal suma puede denotarse por )

moom
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En particular, sin = 2y m = 3, entonces

2 3

Otro simbolo 1ltil es la letra griega I1 (pi). Esta letra se emplea para indicar el
producto de los términos de una secuencia. Por ejemplo, dada la secuencia de obser-
. x,. el producto de x,, x,, ..., x, se denota por

X = Xt Xt X3+ X+ X+ o
!

vaciones x,, X, ...

"

n .X,' = ,\’,.\’3 e X

i=1

en donde la letra i tiene el mismo propésito que en la suma.




CAPITULO DOS

Conceptos en probabilidad

2.1 Imtroduccion

La probabilidad es un mecanismo por medio del cual pueden estudiarse sucesos alea-
torios, cuando éstos se comparan con los fenémenos deterministicos. Por ejemplo,
nadie espera predecir con certidumbre el resultado de un experimento tan simple
como el lanzamiento de una moneda. Sin embargo, cualquier estudiante de primer
afio de licenciatura en fisica debe ser capaz de calcular el tiempo que transcurrira
para que un objeto, que se deja caer desde una altura conocida, llegue al suelo.

La probabilidad tiene un papel crucial en la aplicacién de la inferencia estadistica
porque una decision, cuyo fundamento se encuentra en la informacién contenida en
una muestra aleatoria, puede estar equivocada. Sin una adecuada comprension de las
leyes basicas de la probabilidad, es dificil utilizar la metodologia estadistica de ma-
nera efectiva.

Para ilustrar el uso de la probabilidad en la toma de decisiones, considérese el si-
guiente ejemplo: una compailia produce un detergente liquido que se envasa en bo-
tellas de 500 ml, las que son llenadas por una maquina. Debido a que las botellas que
contienen una cantidad mayor de 500 ml representan una pérdida para la compaiiia
y todas aquellas que contienen una cantidad menor constituyen una pérdida para el
consumidor (fo que puede desencadenar una accion legal en contra de la compatiia),
la compatiia realiza todos los esfuerzos necesarios para mantener el volumen neto
promedio en un nivel de 500 ml. Para mantener un control apropiado se ide6 el si-
guiente esquema de muestreo: se seleccionaran 10 botellas del proceso de llenado,
cuatro veces durante el transcurso del dia y se determinaréa su contenido neto prome-
dio. Si éste se encuentra entre 498 y 502 ml, inclusive, el proceso se considerara
““bajo control”; de otra manera, éste se encontrara ‘‘fuera de control’’. En este caso
se detendré el llenado, llevando a cabo todos los esfuerzos necesarios para determi-
nar la causa, si es que ésta existe, del problema. Con toda seguridad y para cual-
quiera de las dos situaciones se tienen riesgos. Si el proceso se considera bajo
control, podria encontrarse fuera de éste, y la compafiia puede estar perdiendo el
producto o sujetdndose a una accion legal por parte de las correspondientes oficinas
del gobierno. Por otro lado si el proceso se considera fuera de control, puede en rea-
lidad encontrarse bajo control y la compafiia estara intentando localizar una falla
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inexistente. La evaluacion de estos riesgos so6lo puede hacerse de manera efectiva a
través del uso de la probabilidad.

En las tres secciones siguientes se examinaran las interpretaciones cldsica, de fre-
cuencia relativa y subjetiva, de la probabilidad. Las dos primeras son muy similares
debido a que se basan en la repeticion de experimentos realizados bajo las mismas
condiciones, como ¢l lanzamiento de una moneda. La interpretacion subjetiva o per-
sonal de la probabilidad representa una medida del grado de creencia con respecto a
una proposicion, como podria ser si la creacién de una nueva empresa tendré éxito.
En la seccion 2.5 se establecen algunos axiomas y, con base en éstos, se define for-
malmente la probabilidad. El desarrollo axiomatico incluye las tres interpretaciones
de la probabilidad.

2.2 La definicion clasica de probabilidad

El desarrollo inicial de la probabilidad se asocia con los juegos de azar. Por ejemplo,
considérense dos dados que se distingan y que no estan cargados; el interés recae en
los nimeros que aparecen cuando se tiran los dados. En la tabla 2.2 se dan los 36 po-
sibles pares de nlimeros.

Una caracteristica clave de este ejemplo, asi como también de muchos otros rela-
cionados con los juegos de azar, es que los 36 resultados son mutuamente excluyen-
tes debido a que no puede aparecer més de un par en forma simultanea. Los 36 resul-
tados son igualmente probables puesto que sus frecuencias son practicamente las
mismas, si se supone que los dados no estan cargados y que el experimento se lleva a
cabo un nimero suficientemente grande de veces. Notese que de los 36 resultados
posibles, seis dan una suma de siete, cinco dan una suma de ocho, etc. Por ]o tanto,
puede pensarse de manera intuitiva que la probabilidad de obtener un par de nime-
ros cuya suma sea siete es la proporcion de resultados que suman siete con respecto
al namero total, en este caso 6/36. Es importante que el lector comprenda que la
proporcion 6/36 se obtiene inicamente después de que el experimento se realiza un
nimero grande de veces, es decir, después de efectuar el experimento muchas veces
se observara que, alrededor de la sexta parte de éste, la suma de los nimeros que
aparecen es igual a siete. La proporcién 6/36 no significa que en seis tiradas, forzo-
samente una dara como resultado un siete. Para situaciones de este tipo es apropiada
la siguiente definicion de prpbabilidad.

Definicién 2.1 Si un experimento que esta sujeto al azar, resulta de » formas igual-
mente probables y mutuamente excluyentes, y si n, de estos resultados tienen un
atributo A4, la probabilidad de A es la proporcién de n, con respecto a n.

TABLA 2.1 Posibles resultados que aparecen cuando se lanzan dos dados

Li 1.2 1,3 1.4 1.5 1.6
2,i 22 2,3 2,4 2,5 2,6
3,1 3.2 r33 34 3,5 3,6
4,1 42 4,3 4.4 4,5 4,6
5.1 5.2 53 5.4 5.5 5.6
6,1 6.2 6,3 6.4 6.5 6,6
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2.3 Definicion de probabilidad como frecuencia relativa

En muchas situaciones practicas, los posibles resultados de un experimento no son
igualmente probables. Por ejemplo, en una fabrica las oportunidades de observar un
articulo defectuoso normalmente sera mucho mas rara que observar un articulo
bueno. En este caso, no es correcto estima,r la probabilidad de encontrar un articulo
defectuoso mediante el empleo de la definicion clasica. En lugar de ésta, en muchas
ocasiones se emplea la interpretacion de ia probabilidad como una frecuencia rela-
tiva.

La interpretacion de una frecuencia relativa descansa en la idea de que un experi-
mento se efectiia y se repite muchas veces, y practicamente bajo las mismas condi-
ciones. Cada vez que un experimento se lleva a cabo, se observa un resultado. Este es
impredecible dada la naturaleza aleatoria del experimento, la probabilidad de la pre-
sencia de cierto atributo se aproxima por la frecuencia relativa de los resultados que
posee dicho atributo. Conforme aumenta la repeticion del experimento, la frecuen-
cia relativa de los resultados favorables se aproxima al verdadero valor de la proba-
bilidad para ese atributo. Por ejemplo: supdngase que se desea determinar la pro-
porcion de articulos defectuosos en un proceso de fabricacion. Para llevar a cabo lo
anterior, se muestra un determinado nimero de articulos; cada observacion consti-
tuye un experimento. Los resultados pueden clasificarse como defectuosos o no defec-
tuosos. Si el proceso de fabricacién es estable, y asegura asi las condiciones unifor-
mes, al aumentar el nimero de articulos muestreados, la frecuencia relativa de
articulos defectuosos con respecto al nimero de unidades muestreadas se aproxima-
ra cada vez més a la verdadera proporcién de articulos defectiiosos.

Para ilustrar la interpretacion de la probabilidad como frecuencia relativa se si-
mulé en una computadora un proceso de muestreo de 7 unidades, suponiendo que el
proceso de fabricacion producia un 5% de articulos defectuosos. Para cada n se ob-
servo el niimero de unidades defectuosas; los resultados se dan en la tabla 2.2 para
valores de n entre 20 y 10 000. A partir de esto es razonable concluir que la frecuen-
cia relativa tiende a un valor verdadero de 0.05 conforme n crece. De esta manera, se
sugiere la siguiente definicién de la probabilidad como frecuencia relativa:

~

TABLA 2.2, Resultados de un experimento simulado en computadora

Numero de unidades Numero de unidades . A Frecuencia
muestreadas (n) defectuosas observadas relativa
20 , 2 ; 0.10
50 o AN 3 . : 0.06
100 - . . SER Y s . '~ 0.04 -
200 o ' : 1200 S 0.06
500 S v cwnd s fb D e v QR R e S Lo 0.056
1000 7 54 Tk . 0.054
2 000 97 i 0.0485
5 000 X 244 . 0.0488
10 000 o 504 0.0504
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Definicién 2.2 Si un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y
ng de los resultados son favorables a un atributo B, el limite de /1,/n conforme n se
vuelve grande, se define como la probabilidad del atributo B.

2.4 Interpretacion subjetiva de la probabilidad

La repeticion de un experimento bajo las mismas condiciones es la base para las in-
terpretaciones clasica y de frecuencia relativa de la probabilidad. Sin embargo,
muchos fendmenos no se prestan para repeticion, pero a pesar de esto requieren
de una nocioén de probabilidad. Por ejemplo la compaiiia que aseguré los Juegos
Olimpicos de 1980 tuvo que determinar, a priori, los riesgos de que los juegos no se
efectuasen de la manera en que se habian planeado. O cuando se aseguran contra
robo o dafio esculturas y pinturas cuyo valor es muy alto, las compaiiias aseguradoras
deben tener idea de los riesgos adquiridos para fijar de manera adecuada, el precio
del seguro. En ninguno de estos ejemplos puede concebirse un experimento suscep-
tible de llevarse a cabo bajo condiciones similares. Por otra parte, muchas de las
afirmaciones que suelen formularse las personas de algin modo implican probabili-
dad. Por ejemplo, cuando se dice ‘‘probablemente el embarque llegara mafiana’’, o
cuando un corredor de bolsa asesora a un cliente sobre la posible alza de una accion,
se esté sugiriendo alguna idea de la probabilidad de ocurrencia de las afirmaciones
anteriores.

Para los ejemplos anteriores, la interpretacion de la probabilidad no puede tener
su fundamento en la frecuencia de ocurrencia. La probabilidad se interpreta como el
grado de creencia o de convicciébn con respecto a la ocurrencia de una afirmacion. En
este contexto, la probabilidad representa un juicio personal acerca de un fenémeno
impredecible. Esta interpretacion de la probabilidad se conoce como subjetiva o per-
sonal.

Es importante hacer hincapié en que la probabilidad subjetiva tamblén puede
aplicarse a experimentos repetitivos. Por ejemplo, un jugador de blackjack puede, en
un momento dado, decidir tomar otra carta y hacer caso omiso de su experiencia
previa, debido a que cree que esto aumentara sus oportunidades de ganar la mano.
El capitan de un equipo de futbol puede pedir ‘‘cara’’ cuando la moneda se lance al
aire, d=bido a que ésa es su creencia con respecto al resultado de arrojarla. Con base
en tales aplicaciones, la probabilidad subjetiva es considerada por muchos como
mas general que las otras dos interpretaciones.

Para ilustrar la traslacion de un grado de creencia en probabilidad, considere la
siguiente situacion: se pregunta a dos ingenieros petroleros, A y B, su opinion acerca
de la posibilidad de descubrir petroleo en un determinado sitio. La respuesta de A es
que él esta seguro, en un 80%, de que se encontrara petroleo mientras que B lo esta
en un 70%.* El porcentaje dado por los ingenieros es una medida de la creencia de
éstos, con respecto al descubrimiento de petroleo. De esta manera se pueden asignar
distintas medidas de creencia a la misma proposicion. Pero ;qué significado nenen‘;
realmente el 80% y 7%" La interpretacion comun es la siguiente. El ingeniero A pien-

* Por mphcacnbn, AyB tambnén estan diciendo que se encuentran seguros, en un 20% y 30% rapecu
vamente, de’ que no serh descubierto el petroleo. !
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sa apostar ocho a dos (por ejemplo $8 contra $2 o cualquier otra cantidad de délares
que se encuentre en la misma proporcion) a que el petréleo sera descubierto en ese si-
tio. De manera similar, B cree que es mejor apostar siete a tres (es decir $7 contra $3)
para el mismo resultado. De esta manera, las probabilidades subjetivas de A y B se
definen como las proporciones 8/(8 + 2) y7/(7 + 3) respectivamente. En general si
las apuestas en favor de una afirmacién son de c a d, la probabilidad de ésta es
c/(c + d).

2.5 Desarrollo axiomatico de la probabilidad

Para formalizar la definicion de probabilidad, a través de un conjunto de axiomas,
se repasaran brevemente los conceptos basicos de la teoria de conjuntos (o eventos),
sobre los cuales se fundamenta la definicion formal de probabilidad. Esta definicién
es tan general que permite incorporar las distintas interpretaciones de la probabili-
dad, mencionadas anteriormente.

La coleccion de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio es im-
portante en la definicién de la probabilidad. Para definir esta coleccion considérense
los siguientes experimentos: el nimero de reservaciones no canceladas para un
vuelo, el nimero de llegadas a un servicio o la duracion de un determinado compo-
nente. Todos son ejemplos de fendmenos impredecibles con un determinado niimero
de posibles resultados. El nimero de reservaciones no canceladas puede ser cual-
quier entero positivo no mayor que el niumero de asientos del avion; el numero de
llegadas puede ser, tedricamente, cualquier entero positivo sin ningln limite, y la du-
racién de un componente puede ser cualquier niamero real positivo. Lo anterior
lleva, de manera inmediata, a la siguiente definicion:

Definicién 2.3 El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio recibe el nombre de espacio muestral.

El conjunto de todos los posibles resultados puede ser finito, infinito numerabie
o infinito no numerable. Por ejemolo, el nimero de reservaciones sin cancelar cons-
tituye un espacio muestral finito, dado que este niimero nunca excedera la capacidad
del avidn, que es finita. El nimero de llegadas al servicio constituye un espacio
muestral infinito numerable, dado que es posible colocar ios resultados en una co-
rrespondencia uno a uno con los enteros positivos, que constituyen un conjunto
infinito pero numerable. La duracién de una componente constituye un espacio
muestral infinito innumerable, dado que ésta puede ser cualquier niimero real positi-
vo. En este momento, es conveniente dar las siguientes deﬁn1c1ones
Definicién 2.4 ' Se dice que un espacio muestral es discrefo si su resultado puede
ponersc ‘en una con'espondencla uno a.uno con el conjunto de los enteros positivos.
Definicién 2. 5 i1.Se dice que un espacio muestral es cormnuo sx sus resultados consxs-
tefi'de v mtervalo de nimeros reales. ™ © -~ ¥ N

N

f

Con respecto a los resultados de un espacio muestral, se puede estar particular-

mente interesado en un subconjunto de éstos. Por ejemplo, un gerente de cierta linea
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aérea desea saber si el nimero de reservaciones sin cancelar es menor que cinco, o
bien un comprador de baterias desea saber si éstas tendrdn una operacién normal
mayor de 40 horas. De esta manera, se tiene la siguiente definicién:

Definicion 2.6 Un evento del espacio muestral es un grupo de resultados conteni-
dos en éste, cuyos miembros tienen una caracteristica comun.

Por caracteristica comin debe entenderse que Unicamente un grupo de resulta-
dos en particular satisface la caracteristica y los restantes, contenidos en el espacio
muestral, no. Se dice que ha ocurrido un evento si los resultados del experimento
aleatorio incluyen a algunos de los que definen al evento. En este contexto, el espa-
cio muestral, evento en si mismo, puede entenderse como un evento seguro, puesto
que se tiene un 100% de certidumbre de que ocurrird un resultado del espacio
muestral cuando el experimento se lleve a cabo. Para completar se dan las sngunentes
definiciones:

Definicion 2.7 El evento que contiene a ningiin resultado del espacio muestral re-
cibe el nombre de evento nulo o vacfio.

Deberan recordarse algunas definiciones de la teoria de eventos. Sean E, y E,
cualesquiera dos eventos que se encuentren en un espacio muestral dado denotado

por S.

Definicion 2.8 El evento formado por todos los posibles resultados en E, 0 E; 0 en
ambos, recibe el nombre de la unién de E 1Y E;, y sedenotapor E; U E,.

Definicion 2.9 El evento formado por todos los resultados comunes tanto a E,
como a E, recibe el nombre de interseccion de E, y E, y se denota por E, N E,.

Definiciéon 2.10 Se dice que los eventos E, y E, son mutuamente excluyehtes o dis-
Juntos si no tienen resultados en comun; en otras palabras E, N E, = @§ = evento
vacio.

Definicién 2.11 Si cualquier resultado de E, también es un resultado de E, , se dice
que el evento E, esta contenido en E,, y se denota por E, C E,.

Definicion 2.12 El complemento de un evento E con respecto al espacio muestral
S, es aquel que contiene a todos los resultados de S que no se encuentran en E, y se de-
nota por E.

Las definiciones anteriores pueden demostrarse de manera grafica mediante el
uso de los diagramas de Venn, como se muestra en la figura 2.1.

Como ejemplo, considérese el experimento de lanzm un dado; el espacio
muestrales S (1, 2, 3, 4, 5, 6). Se definen los'eventos E, = (2, 4;°6); E;~=' (13 3),
y E; = (2, 4). Es fhcil verificar que E, U E; = (1,2, 3,4, 6)E,; N E; = (2,
4H,E, N Ez = ¢ Es se. encuentra completamente contenldo en E, y E2 =
2,4,5,6)." o : R LT TPSIE RS ROV B
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FIGURA 2.1 Diagramas de Venn que ilustran g) la uniéon de dos eventos; b) la interseccion
de dos eventos; ¢} eventos mutuamente excluyentes, d) un evento contenido en otro, ¥ ¢} un
evento y su complemento

La probabilidad es un nimero real que mide la posibilidad de que ocurra un re-
sultado del espacio muestral, cuando el experimento se lleve a cabo. Por lo tanto, la
probabilidad de un evento también es un numero real que mide la posibilidad colec-
tiva, de ocurrencia, de los resultados del evento cuando se lleve a efecto el experi-
mento. A continuacion se da la definicién axiomatica de la probabilidad.

Definicién 2.13 Sean S cualquier espacio muestral y E cualquier evento de éste. Se
llamaré funcion de probabilidad sobre el espacio muestral S a P(E)si satisface los si-
guientes axiomas:

1. P(EY=0
2. P(S) =
3. Si, para los eventos E,, E;, E;, ...,
E.NE =§@ paratodai # j, entonces
P(E,VEY ) = P(E) + PE) + -
La razén de estos tres axiomas se convierte en aparente cuando, por ejemplo, se
recuerda la interpretacion de la probabilidad como una frecuencia relativa. Es decir,

la probabilidad de un evento refleja la proporcion de veces en que ocurrira cuando el
experimento se repita. Los axiomas también son evidentes para la interpretacién
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subjetiva de la probabilidad, dado que para ésta cualquier grado de creencia se con-

. vierte en’ una proporciébn. De ahi que las probabilidades exhiban las caracteristicas

de las proporciones, en las que la probabilidad es un namero entre cero y uno, y
dado que es forzoso que ocurra un resultado cuando se lleva a efecto un experimen-
to, la probabilidad de S es uno. Ademas si no hay ningiin resultado en comin entre
dos eventos By E,,la probabilidad de que ocurra E,0E,esigualala proporcion de
véces en que ocurre E; mas la proporcion de veces en que ocurra E,.

"En seguida se demostrarén algunas de las consecuencias de estos tres axiomas.

Teorema 2.1 P(ﬂ) =

Demostracion:
SuUp=5 y sng=4g
Por el axioma 3,
\ P(S U ) = P(S) + P@);
pero por el axioma 2, P(S) = 1, y de esta manera P(§f) =

Teorema 2.2 Para cualquier evento E C S, 0 < P(E) <

Demostracion: Por el axioma 1, P(E) = 0; de aqui que s6lo es necesario pro-
“bar que P(E) < 1.

EUE=S y ENE=4.
Por los axiomas 2 y 3,
; P(EUE) = P(E) + P(E) = P(S) =
dado que P(E) = 0, P(E) <

El axioma 3 da la probabilidad de la unién de dos eventos disjuntos. Por otro
esta porciobn de la suma de P(A) y P(B). El teorema se reduce al axioma 3 cuando
la probabilidad de la unién de dos eventos que no son, necesariamente, disjuntos?
Para dar respuesta a las preguntas anteriores se enuncia el siguiente resultado gene-
ral, el que usualmente recibe el nombre de regla de adicion de probabilidades.

Teorema 2.3 Sea S un espacio muestral que contiene a cualesquiera dos eventos A4
y B; entonces,

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
Aun cuando no se pretende dar aqui una demostracion formal del teorema, éste

es intuitivamente razonable. P(4) y P(B) reflejan el namero de veces en que ocurri-
ran los resultados de A y B, respectivamente. Sin embargo, y teniendo en cuenta lo
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anterior, los resultados comunes serdn contados dos veces con la necesidad de restar
esta porcibn de la suma de P(A) y P(B) El teorema se reduce: al ax10ma 3 cuando
los eventos son d:sjuntos RPN e - : O AR

LAy R E— : Loas
B ,,,'_ : i ! . i

Ejemplo 2.1 - Un sistema contiene dos componentes A y B, y se conecta de ma-
nera que éste funciona si:cualesquiera de las componentes funciona. Se sabe que la
probabilidad de que A funcione es P(A) = 0.9 ylade Bes P(B) = 0.8 yla probabi-
lidad de ambos es P(A N B) = 0.72. Determinar la probabilidad de que el sistema
funcione.

La probabilidad de que el sistema trabaje es igual a la probabilidad de la unién
entre A y B; de esta manera,

P(AU B) = P(A) + P(B) - PANB)
=09+ 0.8 - 0.72 = 0.98.

2.6 Probabilidades conjunta, marginal y condicional

En esta seccibn se examinan los conceptos de probabilidad conjunta, marginal y
condicional, y se desarrolla la ley de multiplicacion de probabilidades. Considérese un
experimento en el que se elige aleatoriamente una persona adulta que viva en una
ciudad con n personas adultas, y se anotan sus caracteristicas con respecto a su habi-
tos de fumador y su sexo. Sea el espacio muestral la poblacion de adultos de la
ciudad, que se divide en los siguientes eventos disjuntos: fumador A, y no fumador
A,, hombre B, y mujer B,. Los eventos en S pueden representarse como se muestra
en la tabla 2.3.

Como ejemplo, notese que n,, de los n adultos son hombres que fuman, por lo
que son poseedores de los atributos A, y B,. Supdngase que se desea determinar la
probabilidad de ocurrencia simultanea de los eventos A, y B,. Mediante el empleo de
la interpretacibn de frecuencia relativa, puede argumentarse que, dado que exacta-
mente n;, de los n adultos poseen ambos atributos, A, y B,, la probabilidad es n,,/n.
Esta altima recibe el nombre de probabilidad conjunta puesto que se insiste en la
probabilidad de resultados comunes a ambos eventos 4, y B,. Por lo tanto la proba-
bilidad de los eventos A4, y B, esta dada por

TABLA 2.3 Clasificacion de n adultos mediante su sexo y habitos de fumadores
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Supbngase que ahora el interés recae en determinar la probabilidad:A,, sin consi-
derar cualquier otro evento B; del espacio muestral S. Para especificar, supongase
que se necesita la probablhdad del evento A,. Haciendo uso de nuevo de la interpre-
tacioén de frecuencia relativa, el niimero total de personas no fumadoras (Az) €s n,,
+ ny;de esta manera se tiene . - o

P(4) = (ny + ny)/n.

Este tipo de probabilidad se conoce como marginal porque para determinarla se ig-
noran una o mas caracteristicas del espacio muestral. De lo anterior se sigue que

2

PA) = D, n/n,

j=1

pero dado que
P(A, ﬂ BJ) = n,-j/n,

2
P(4,) = D P(A;N B)).

Jj=1

En otras palabras, la probabilidad marginal de un evento A; esigual a la suma de las
probabilidades conjuntas de A; y B;, donde la suma se efectiia sobre todos los even-
tos B;. De manera similar la probabilidad marginal de B; esta dada por

2
P(B)) = D, P(A;N B).

En este punto yadebe ser obvia la extension para incluir mas de dos eventos disjuntos.

Finalmente, supongase que el interés recae en determinar la probabilidad de un
evento A;, dado que ha ocurrido el evento B;. Por ejemplo, regresando a la tabla
2.3, supongase que seha elegido aleatoriamente una mujer adulta. (B,) Ahora bien,
icual es la probabilidad de que fume? Una vez mas, el argumento descansa sobre la
interpretacion de frecuencia relativa. Sin embargo, una vez que el evento ‘‘mujer”
ha ocurrido, éste reemplaza a S como el espacio muestral de interés. Por lo tanto, la
probabilidad de tener un fumador (A,) es el nimero de mujeres que fuman (#,,)
entre el namero total de estas(n,, + n,,).Por lo tanto

P(A\|By) = npy/(ni; + ny),

donde la barra vertical se lee como ‘‘dado que’’ y separa al evento A,, cuya probabi-
lidad esta condicionada a la previa ocurrencia del evento B,. Esta recibe el nombre
de probabilidad condicional de A, dada la ocurrencia de B,. En general, se tiene que

v

2
P(AB) = ny/ 3 ny, 2.1
i=1
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y por simetria, - o oot uinaiemmng o wnos elo n ot e ne

N T

P(BJ,A) -"n,/E Moo i sion

J=| IR R ’1 R

Al dividir el numerador y denommador del miembro derecho de (2. l) por n, se tiene

" P(A{B)) ——"’/L,

E ij/n

i=1

pero
y
2
P(B)) = E ny/n;
i=1
por lo tanto
P(A; N B))
1B) = —L 47 ) > 2.3
P(A|B)) PB) P(B)) > 0, (2.3)
y de manera equivalente
P(A; N B))
L ) >0. 2.4
(BlA;) = PA) P(A) >0 (2.4

Para definir las probabilidades conjunta, marginal y condicional se ha empleado
un ejemplo especifico en el que el espacio muestral contiene inicamente un niumero
finito de resultados. Sin embargo, las definiciones dadas aqui son completamente
generales y pueden extenderse para incluir cualquier espacio muestral ya sea discreto
o continuo. Con base en lo anterior se define de la siguiente manera.

Definicion 2.14 Sean Ay B cualesquiera dos eventos que se encuentran en un espa-
cio muestral S de manera tal que P(B) > 0. La probabilidad condicional de A al
ocurrir el evento B, es el cociente de la probabilidad conjunto de A y B con respecto
a la probabilidad marginal de B; de esta manera se tiene

P(ANB)

P(A|B) = PB)

P(B) > 0. (2.5)

La relacion entre (2.5) puede escribirse como un producto, lo que da como resul-
tado la regla de multiplicacién de probabilidades, dada por

P(A N B) = P(B)P(A|B). (2.6)

5.
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Por sxmetria, Ia probablhdad condxclonal de B dada la ocurrencia de A eg it i

De esta manera Se tiene
~ P(AN B)y= PAPBIA)
que es otra version de la 'regla de mixltiplicacién, Ia que implica que
P(A)P(BIA) P(B)P(A|B). ‘ _ @.7

La definicion 2.14 puede extenderse para incluir cualquier nimero de eventos
que se encuentren en el espacio muestral. Por ejemplo, puede demostrarse que para
tres eventos 4, By C

_PANBNC)
\ P(A]B NC) = ———————-——P(Bn 0 PBNC)>0 (2.8)
y
' PANBNC) :
P(A N B|C) T’ P(C) > 0. 2.9

Los siguientes ejemplos ilustraran los conceptos presentados en esta seccion.

Ejemplo 2.2 A los habitantes de una gran ciudad se les hizo una encuesta con el
proposito de determinar el niimero de lectores de Time y Newsweek. Los resultados
de la encuesta fueron los siguientes: 20% de los habitantes leen el Time, el 16% lee el
Newsweek y un 1% lee ambos semanarios. Si se selecciona al azar a un lector de
Time, ;cudl es la probabilidad de que también lea el Newsweek?

Sean A y B los eventos que representan el nimero de lectores del Time y News-
week respectivamente; dado que P(A) = 0.2, P(B) = 0.16y P(A N B) = 0.01,

P(B|A) = 0.01/0.2 = 0.05.

Por otra parte, también puede determinarse la probabilidad de que un lector del
Newsweek lea también el Time; esto es

P(A|B) = 0.01/0.16 = 0.0625,
y se verifica la relacion P(A)P(B|A) = P(B)P(A[B), o (0.2)(0.05) (0.16)(0.0625).

Ejemplo 2.3 Muchas instituciones bancarias emplean modelos computarizados de
crédito con el proposito de dar un determinado puntaje a todas las solicitudes
de prestamo Este puntaje se emplea como una ayuda para decidir cuando se otorga
el prestamo Supodngase que el 3% de todos los préstamos que se otorgan presentan
problemas por incumplimiento de pago y que los modelos de crédito son precisos en
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un 80% al predecir menos créditos. Si el 85% de todas las solicitudes reciben pun-
tuaciones favorables por los modelos computarizados y se les otorga el préstamo,
determinar la probabilidad de que una solicitud que recibe una puntuacién favo-
rable y a la que se le otorga el préstamo, no presente ningiin problema para el pago
de éste. A

Sea A el evento incumplimiento de pago y B la puntuacién favorable. Del
enunciado del problema se tiene que P(4) = 0.03, P(B) = 0.85y P(B|A) = 0.8, en
donde A4 es el complemento de A4, es decir, el evento cumplimiento de pago. Lo que
se busca es la probabilidad condicional de que no exista ningiin problema en el pago
del préstamo, dado que la solicitud obtuvo una puntuacion favorable, o P(A|B).
Usando la relacion (2.7), se tiene

P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A),

P(A)P(BJA)
PB)

y dado que P(A) = 0.97, la probabilidad deseada es P(A|B) = 0.9129.

P(A|B) =

Ejemplo 2.4 Una planta recibe reguladores de voltaje de dos diferentes proveedo-
res, B,y B;; el 75% de los reguladores se compra a B, y el resto a B,. El porcentaje
de reguladores defectuosos que se reciben de B, es 8% y el de B, es 10%. Determinar
la probabilidad de que funcione un regulador de voltaje de acuerdo con las especifi-
caciones (es decir, el regulador no esta defectuoso).

Sea A el evento el regulador de voltaje es no defectuoso. Es claro que ningian re-
gulador de voltaje puede ser vendido tanto por B, como por B;; por lo tanto B, y B,
son disjuntos. Esto da como resultado

P(A) = PANB) + P(ANB,),

pero
P(A N B,) = P(B,)P(A|B,)

P(A N B,) = P(B,)P(A|B,),

en donde se conocen P(B,) = 0.75, P(B,;) = 0.25, P(A|B)) = 0.92, y P(A|B,) =
0.9; sustituyendo

P(A) = P(B)P(A|B,) + P(B;)P(A|B;)
= (0.75)(0.92) + (0.25)(0.90) = 0.915.

Notese que en el ejemplo 2.4 se tienen unicamente dos proveedores, B, y B,.En
general, si existen » alternativas disjuntas B,, B, ... B , la probabilidad total de un

BI* BZv ceey Brn
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~ resultado ﬁnﬂ, por ejemplo A4, esta dada por - -

" P(A) = X P(B)P(AIB). (2.10)
i=l

N

AN
\

2.7 Evgntos estadisticamente independientes

Al considerar la probabilidad condicional de algin evento A, dada la ocurrencia de
otro evento B, siempre se implica que las probabilidades de A y B son de alguna ma-
nera dependientes entre si. En otras palabras, la informacién con respecto a la
ocurrencia de B afectar4 la-probabilidad de A. Supbngase que la ocurrencia de B no
tiene ningln efecto sobre la probabilidad de A, en el sentido de que la probabilidad
condicional P(A[B) esigual a la probabilidad marginal P(A), aun a pesar de que ha-
ya ocurrido el evento B. Estasituacion origina un concepto muy importante que se
conoce como independencia estadistica.

Definicion 2.15 Sean A y B dos eventos cualesquiera de un espacio muestral S. Se
dice que el evento A es estadisticamente independiente del evento B si P(A|B) = P(A).

~ Algunas consecuencias de la definicion 2.15 se convierten en evidentes en este
momento, dado que

_PANB)
si A es independiente de B,
P(ANB
P(A|B) = P(A) = -—%’W)

P(A N B) = P(A)P(B).
Ademas, puesto que
P(A N B) = P(A)P(BIA),
entonces ' |

P(A)P(B) = P(A)P(B|A)

P(B) = P(B|A).

Por lo tanto, puede concluirse que si un evento A es estadisticamente independiente
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de B, entonces el evento B es independiente de A4 y se verifican las tres relaciones-si-
guientes: : S A

v :
i,

RS Fa1 S B

2. P(B|A) = P(B), y
' 3.P(A N B) = PAPB).

Con la siguiente definicion se extender4 el concepto de independencia estadistica.

Definicion 2.16 Los evento‘stl, A, ... A, de un espacio muestral S son estadistica-
mente independientes si y s6lo si la probabilidad conjunta de cualquier 2, 3 ... k de
ellos es igual al producto de sus respectivas probabilidades marginales.

Ce ;ia manera, los eventos A, B y C son estadisticamente independientes, si y

solo si

1. P(A N B) = P(A)P(B),

2. P(ANC) = PA)P(C),

3.PBNC) = PBPC), ¥

4. LA N BN C) = P(A)P(B)P(C)
Ejemplo 2.5 Un sistema contiene cinco componentes que se encuentran conectadas
entre si como se muestra en la figura 2.2, donde las probabilidades indican la seguri-
dad de que la componente funcione adecuadamente. Si se supone que el funciona-

miento de una componente en particular es independiente del de las demas, ;cual es
la probabilidad de que el sistema trabaje?

P(B)=0.90 P(D)=10.93

~O—
___<,D___ I
P(4)=0.98

P(C)=0.95 P(EY=0.97

FIGURA 2.2 Configuracion de un sistema con cinco componentes
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* Establecida la suposicién de independencia, el sistema puede trabajar si las conid
ponentes A yBy/o C,'y Dy/o E lohacen. De esta manera, la probablhdad de que el' ‘
sistema trabaje, P(F) puede expresarse como R 2

“ P(Fy= PAPBUCPDUE): . .

pero ndtese que "PBUC)=1- PBPC)y PDUE) = l — P(D)P(E’),»:ff
porque, por ejemplo P(B)P(C) es la probabilidad de que no trabaje la componcnte
By tampoco la C. Por lo tanto,

 P(F) = (0.98)(0.995)(0.9979) = 0.973.

;

2.8 El teorema de Bayes

Recuérdese el ejemplo 2.4. Supongase que cuando se reciben los reguladores de vol-
taje se almacenan de manera tal que no puede distinguirse el proveedor. Ademaés, su-
pongase que se desea determinar la probavilidad de que un regulador en particular
fue vendido por el proveedor B, cuando se sabe que funciona de acuerdo con las es-
pecificaciones. En este caso se busca la probabilidad condicional de B, dada la
ocurrencia del evento.A. Por lo tanto

_ P(B,N A)
P(B,|A) = )
pero
' P(B, N A) = P(B,)P(A|B;)
y
_ P(B)P(A|B,)
P(B,|A) = P
asi que,
(02509
P(B,|A) = o015 - 0.2459.

Se puede generalizar el método empleado para resolver este problema, con el fin
de originar el teorema de Bayes.

Teorema 2.4 Si B,, B,, ..., B, son n eventos mutuamente excluyentes, de los
cuales uno debe ocurrir, es decir Z7_, P(B;) = 1, entonces
P(B)P(A|B
P(BJA) = DA B) ;- L2, .., n Q.11

2 P(B;)P(A|B;)

i=1

La expresion dada por (2.11) fue desarrollada por el reverendo Thomas Bayes
(1702-1761) y se conoce como teorema de Bayes. A primera vista no €s mas que
una aplicacion de las probabilidades condicionales. Sin embargo, ha sido clave en el
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desarrollo de la inferencia estadistica bayesiana en la,que se emplea-la interpreta-
cion subjetiva de la probabilidad. Tal como se indic en el capitulo uno, la inferen-
cia bayesiana no se tratara con detalle en este libro, Sin embargo, se consideraran
algunas cuestiones bayesianas de vez en cuando, de manera que el lector pueda obte-
ner una mejor perspectiva de la inferencia estadistica. Los mgmentw son ejemplos del
andlisis bayesiano.

3

Supdngase que un investigador conduce un expenmento en el que sabe que el re-

sultado de interés estara afectado por cualquiera de las n alternativas B,, B, ... B,
que predomine. A pesar de que no esta seguro cull de todas las alternativas predo-
minard, posee cierta informacion con base en la cual esta dispuesto a formular un
juicio subjetivo para las probabilidades de ocurrencia de las n alternativas. De esta
forma, asigna probabilidades P(B)), P(B,) ... P(B,) para las n alternativas antes de
obtener cualquier evidencia experimental. Dado que estas probabilidades reflejan el
juicio o graao de creencia del investigador con respecto a las ocurrencias de B,, B, ...
B,, antes de que éstas se presenten se conocen como pro*abilidades a priori. Con
ello el investigador obtendra una evidencia experimental a partir de un conjunto de
datos que se denota por A, y se observa bajo una alternativa especifica B;. En este
momento se pueden calcular las probabilidades condicionales P(A|B;). Estas permi-
tiran la determinaci6én de la probabilidad B; dada la evidencia experimental A, me-
diante el empleo del teorema de Bayes. Las probabilidades condicionales P(Bj|A), J
=1, 2, ..., n se conocen como probabilidades a posteriori porque se determinan
una vez obtenida la evidencia experimental. Por lo tanto, las probabilidades P(B;|A)
reflejan el grado de creencia corregido con respecto a las alternativas B,, B, ... B,
después de obtener los datos experimentales.

Ejemplo 2.6 Durante los ltimos afios se ha escrito mucho sobre la posible rela-
ci6n entre el fumar y el cancer pulmonar. Supdngase que en un centro médico, de to-
dos los fumadores de quienes se sospecha que tenian cancer pulmonar, el 0% lo tenia
mientras que Gnicamente el 5% de los no fumadores lo padecia. Si la proporcion de
fumadores es de 0.45, ;cual es la probabilidad de que un paciente con cancer pulmo-
nar, seleccionado al azar, sea fumador?

Sean B, y B, los eventos *‘el paciente es fumador’’ y *‘el paciente es no fumador”
respectivamente, y sea A el evento “‘el paciente tiene cancer pulmonar’’. B,y B, son
las alternativas que pueden predominar. Se supone que las probabilidades a priori,
para estas dos alternativas, son 0.45 y 0.55 respectivamente. Si un paciente tiene o
no cancer pulmonar puede estar afectado por cualquiera de las dos alternativas que
predominen y que constituyen la evidencia experimental. Se sabe que P(A|B,) = 0.9
y P(A|B,) = 0.05. Se desea determinar la probabilidad a posteriori de selec-
cionar un fumador, puesto que el paciente tiene cancer, o P(B,|A).

Del teorema de Bayes se tiene

P(B\)P(A|B))
P(B))P(A|B,) + P(B;,)P(A
_ (0.45)(0.9)

(0.45)(0.9) + (0.55)(0.05)

= 0.9364.

P(B)|A) =

B,)
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.La probabilidad de que- un paciente con cancer pulmonar, seleoclonadof'aleato-
rlamente sea. fumador es de 0.9364. B ¢ . :

v
31T

3 gty il ng:.; iy & ‘4
Ejemplo 2.7 Una compaﬁia estudia la comercmhzacnén de un nuevo producto

El presidente de la compaiiia desea que el producto sea superior al de su mas cercano
competldor Con base en una evaluacién prehmma: que realiz6 el personal clave, se
decide asignar una posibilidad del 50% de que el producto sea superior ‘al ofrecido
por el competidor, 30% de que tenga la misma calidad y un 20% de que sea inferior.
Un estudio de mercado sobre el producto concluye que éste es superior al del compe-
tidor. Con base en la experiencia sobre los resultados de las encuestas, se determina
que si el producto realmente es superior, la probabilidad de que la encuesta alcance
la misma conclusi6n es 0.7. Si el producto tiene la misma calidad que el del competi-
dor, la probabilidad de que }a encuesta dé como resultado un producto superior es
0.4. Si el producto es inferior, la probabilidad de que la encuesta indique un produc-
to superior es de 0.2. Dado el resultado de la encuesta, ;cuél es la probabilidad,
corregida, de obtener un producto superior?

" Este es un ejemplo en el que ilustra como una organizacion puede actualizar y re-
visar las probabilidades iniciales al tener disponible nueva informacién. Sean B,, B,
y B; los eventos el producto es superior, tiene la misma calidad y es inferior al del
competidor, respectivamente. Las probabilidades a priori correspondientes son 0.5,
0.3 y 0.2. Sea A el evento ‘‘la encuesta revelara un producto superior’’. Las proba-
bilidades condicionales que involucran una evidencia experimental son P(A|B,) = -
0.7, P(A|B,) = 0.4y P(A|B;) = 0.2. La probabilidad a posteriori P(B,|A) desea-
da es:

P(B))P(A|B,)
P(B\)P(A|B\) + P(B,)P(A|B;) + P(B3)P(A|B;)

= 0.6863.

P(B)|A) =

2.9 Permutaciones y combinaciones

Para calcular las probabilidades de varios eventos es necesario contar el nimero de
resultados posibles de un experimento, o contar el nimero de resultados que son fa-
vorables a un evento dado. El proceso de conteo puede simplificarse mediante el
empleo de dos técnicas de conteo denominadas permutaciones y combinaciones.

Una permutacién es un arreglo en un orden particular, de los objetos que forman
un conjunto. Por ejemplo, considere las diferentes formas en que pueden situarse las
letras a, by c. Para la primera posicion puede elegirse a cualquiera de las tres letras;
para la segunda se puede escoger a cualquiera de las dos restantes y para la tercera
debe seleccionarse la letra que no se utilizd. Asi existen3 X 2 X 1 = 6 maneras en las
que pueden arreglarse tres letras. Los seis arreglos o permutaciones son:

abc, ach, bac, bca, cab, cba.
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empleando el mismo razonamiento, el nimero total de maneras en que pueden
arreglarse las letrasa, b, cydes4 X 3 x 2 x 1 = 24. En general, el numero de per-
mutaciones de n objetos diferentes es: -

n(n — D(n — 2) -~ Q)1). - 2.12)

El pfoducto de un eritero positivo por todos los que le preceden se denota por n!
y see lee “‘n factorial”’. Por éjemplo, 2! =2 X 1 =2,31 =3 x2 X 1=6,4! =4
X 3 x 2 x 1 = 24, etc. Nétese que de (2.12) se tiene:

nn — D! =n!

(n — 1)) = n¥Yn.

De esta manera, cuando n = 1, se definea 0! = 1.

En este punto se examinaran las permutaciones de n objetos, si inicamente r < n
de éstos se emplean en cualquier ordenamiento. Igualmente, para la primera posi-
cion se puede seleccionar cualquiera de los 7 objetos, para la segunda uno de los res-
tantes n — 1, y se continia el procedimiento hasta la r-ésima posiciébn. En este
momento se han empleado r — 1 objetos, quedando n — (r — 1), a partir de los cuales
se hace la seleccion. Por lo tanto, el nimero de permutaciones de n objetos si se toma
rala'vez es:

P(n, r)* = nln — l)(ﬂ - 2)(” -r+1

nn-NDn—-2)n-r+ Dn-n!
(n—-n!

T

n!
T (n-n _ (2.13)

Notese que si r = n, (2.13) se reduce al resultado anterior P(n, n) = n!, o el niimero
de permutaciones de n objetos, tomando n a la vez, es n/.

Ejemplo 2,8 En muchos Estados de la Union Americana, las placas de los automoé-
viles, se identifican por tres letras y tres nimeros. ;Cual es el nimero total si ningu-
na letra de placas posible puede usarse mas de una ocasion en la misma placa? ;Cual
es el nimero total sin esta restriccion?

Con la restriccion, el nimero de permutaciones que puede obtenerse con las 26
letras del alfabeto, tomadas tres a la vez, es:
26! 26 x 25 x 24 x 23!

P(26,3) = T 23 = 15 600.

* Esta es una de las muchas formas de denotar el nimero de permutaciones de n objetos tomando r a la
vez. Otros simbolos empleados son ,P,, P7, P,, ¥ (n),.
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Dado que a cada uno de los 15 600 arreglos de tres letras se les puede asignar 1 000
diferentes numeros de tres digitos (000-999), el nimero total de placas es de
15 600 000. Sin 1a restriccidn, que es la practica usual, las seis posiciones en una
placa de automévil pueden ocuparse de la siguiente forma: cada una de las tres pri-
meras posiciones puede ocuparse de 26 maneras diferentes, mientras que cada una
de las tres posiciones restantes puede ocuparse-en una de diez formas posibles; dado
que existen 26 letras y diez nmeros, respectivamente. De esta manera el ntimero to-
tal de placas de automévil es 26 X 26 x 26 x 10 X 10 x 10 = 17 576 000.

Una combinacién de los objetos de un conjunto es una seleccién de éstos sin im-
portar el orden. Se entendera por el nimero de combinaciones de r objetos tomados
de un conjunto que contiene a n de éstos, al nimero total de selecciones distintas en
las que cada una de éstas contiene r objetos. La diferencia entre una permutacién y
una combinacion es que en la primera el interés se centra en contar todas las po-
sibles selecciones y todos los arreglos de éstas, mientras que en la segunda el interés
s6l0 recae en contar ¢i numero de selecciones diferentes. De esta manera abc y acd
~on diferentes combinaciones de tres letras, mientras que acd y adc son distintas per-
mutaciones de la misma combinacion. Puede obtenerse el nimero de combinaciones
de n objetos tomando r a la vez (denotada por (}) y que se lee ‘‘n combinacién r’”),
dividiendo el correspondiente namero de permutaciones por r/ dado que en cada
combinacion existen r/ permutaciones. Por lo tanto: '

(';) = P(n, r)/r!

n!
= (_n——_r)'—r' (2.14)

De (2.14) puede notarse que:

(-
n]  (n—-n'n

(-
0/ (n-o0po

n'

By N
n—1 [n = (n— D)in - 1! ’

(n)_ n! _n
n—r] [n-—((m-nln-n" \r/)

Dos ejemplos especificos son:

s\ 5! _5x4x3!_10
2) =220 32t T

* Otros simbolos comtinmente empleados para denotar el niimero de combinaciones de n objetos, toman-
do r a la vez, son C(n,r), .C,, C;, ¥y C,,.
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y . s . . . : ' e

10) _ {10y _ 100 10x9x8 _
\8/ \2/ ao-2p2t~ 8121 ° '

)

Ejemplo 2.9 Supbngase que van a enviarse cinco jueces federales a cierto Estado.
El jefe del senado estatal envia al presidente una lista que contiene los nombres de
diez hombres y cuatro mujeres. Si ¢l presidente decide que de los cinco jueces tres de-
ben ser hombres y dos mujeres ;de cuantas maneras puede lograrse lo anterior,
empleando a los candidatos de Ia lista?

El nimero de maneras distintas en que pueden seleccionarse tres hombres de
entre diez es:

= 120.

10 _le9x8x7!
3/ 7' 3!

Asimismo, el nimero de maneras en que pueden seleccionarse dos mujeres de entre

cuatro es: o
4y _4x3x2_
7 TF T

Puesto que el nimero de maneras en que pueden seleccionarse tres hombres de entre
diez es 120, y el de dos mujeres de entre cuatro es seis, el nimero de maneras en que
ambos eventos pueden ocurrir es:

(9
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Ejercicios

2.1. Los empleados de la compaiiia New Horizons se encuentran separados en tres divi-

siones: administracion, operacion de planta y ventas. La siguiente tabla indica el niime-
ro de empleados en cada division clasificados por sexo:

Mujer (M) Hombre (H) Totales

Administracion (A) 20 30 50
Operacion de planta (O) 60- 140 200
Ventas (V) 100 50 150
Totales 180 220 400

pren.
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a) Usar un diagrama de Venn para ilustrar los eventos O y M para todos los empleados
de la compafiia. ;Son mutuamente excluyentes?
b) Si se elige aleatoriamente un empleado: BLD e
1. ¢Cull es la probabilidad de que sea mujer?
2. ¢Cual es la probabilidd de que trabaje en ventas?
3. ;Cudl es la probabilidad de que sea hombre y trabaje en la dmswn de adminis-
tracion?
4. ;Cudl es la probabilidad de que trabaje en la dmsnon de operacxbn de planta, sies
mujer?
5. ¢Cual es la probabilidad de que sea mujer si trabaja en la division de operacion de
planta? -
¢/ iSon los eventos V' y H estadisticamente independientes?
d) ;Son los eventos A y M estadisticamente independientes?
e) Determinar las siguientes probabilidades:

1. PAU M) 3. ONF)
2. PAU M ' 4. P(M|A)

Con la definicion 2.14 demuéstrese que para cualesquiera dos eventos, A y B, P(A |B) +
P(A|B) =1, con tal de que P(B) # 0.

Sean A y B dos eventos cualquiera de S. Si 4 y B son mutuamente excluyentes, muéstre-
se que no pueden ser independientes. Dediizcase cudndo dos eventos independientes
son, también, mutuamente excluyentes.

Sean A y B dos eventos cualquiera de S. Empléese un diagrama de Venn para demos-
trar que P(A N B) = P(A) — P(A N B).

Una familia tiene tres hijos. Determinar todas las posibles permutaciones, con respecto
al sexo de los hijos. Bajo suposiciones adecuadas, ;cual es la probabilidad de que, exac-
tamente, dos de los hijos tengan el mismo sexo?, ;cual es la probabilidad de tener un va-
ron y dos mujeres?, ;cual es la probabilidad de tener tres hijos del mismo sexo?

Se extraen, sin reemplazo, dos cartas de una baraja. ;Cual es la probabilidad de que am-
bas sean ases?

Se lanza una moneda diez veces y en todos los lanzamientos el resultado es cara. ;Cual
es la probabilidad de este evento?, ;cuél es la probabilidad de que en el decimoprimero
lanzamiento el resultado sea cruz?

Una agencia automotriz recibe un embarque de 20 automéviles nuevos. Entre éstos, dos
tienen defectos. La.agencia decide seleccionar, aleatoriamente, dos automoéviles de entre
los 20 y aceptar el embarque si ninguno de los dos vehiculos seleccionados tiene defec-
tos. ¢Cual es la probabilidad de aceptar el embarque?

Se lanza una moneda con una probabilidad de 2/3 que el resultado sea cara. Si apare-
ce una cara, se extrae una pelota, aleatoriamente, de una urna que contiene dos pelotas
rojas y tres verdes. Si el resultado es cruz se extrae una pelota, de otra urna, que con-
tiene dos rojas y dos verdes. ;Cual es la probabilidad de extraer una pelota roja?

De entre 20 tanques de combustible fabricados para el transbordador espacial, tres se
encuentran defectuosos. Si se seleccionan aleatoriamente cuatro tanques:

a) {Cual es la probabilidad de que ninguno de los tanques se encuentre defectuoso?
b) (Cual es la probabilidad de que uno de los tanques tenga defectos?
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2.11.

2.12.

2.13.

La probabilidad de que cierto componente eléctrico funcione es de 0.9. Un aparato con-
tiene dos de éstos componentes. El aparato funcionara mientras lo haga, por lo menos,
uno de los componentes. ~

a) Sin importar cual de los dos componentes funcione o0 no, cuéles son los posibles re-
sultados y sus respectivas probabilidades? (Puede suponerse independiencia en la opera-
cion ‘entre los componentes.)

b) ¢Cual es la probabilidad de que el aparato funcione?

Un sistema contiene tres componentes 4, By C. Estos pueden conectarse en una, cual-
quiera, de las cuatro configuraciones mostradas en la figura 2.3. Si los tres componentes
operan de manera independiente y si la probabilidad de que uno, cualquiera de ellos,
estée funcionando es de 0.95, determinar la probabilidad de que el sistema funcione para
cada una de las cuatro configuraciones.

Una forma de incrementar la probabilidad de operacion de un sistema (conocida como
la confiabilidad del sistema), es mediante la introduccién de una copia de los compo-
nentes en una configuracién paralela, como se ilustra en la segunda parte de la figu-a
2.3. Supbngase que la Nasa desea una probabilidad no menor de 0.999 99, de que el
transbordador espacial entre en 6rbita alrededor de la tierra, con éxito. ; Cuantos moto-
res cohete deben configurarse en paralelo para alcanzar esta confiabilidad de operacion
si se sabe que la probabilidad de que uno, cualquiera, de los motores funcione ade-
cuadamente es de 0.95? Supongase que los motores funcionan de manera independiente
entre si.

A B C >
A
B -
C
A
C —
B
A B -
—l T
C

FIGURA 2.3 Cuatro configuraciones para tres componentes
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. 2.14. Supongase que la probabilidad de que los Potros de Baltimore ganen el campeonato de

la Conferencia Americana es de 0.25, y la probabilidad de que lo obtengan los Cargado-

“ res de San Diego es de 0.20. Ademés, la probabilidad de que el campe6n de la Conferen-

i

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

cia Americana gane el Super Taz6n es 0.45, 0.55 0 0.35, dependiendo de si los Potros,
los Cargadors o algiin otro equipo gana el campeonato. ‘

‘a) ;Cual esla probabilidad de que un equipo de la Conferencia Americana gane el Su-

per Taz6bn?
b) Siun equipo de la Conferencia Amcncana gana el Super Tazbn, jcuél es la probabi-
lidad de que los Potros de Baltimore ganen el titulo de su Conferencia?

El 5% de las unidades producidas en una fabrica se encuenttan defectuosas cuando el
proceso de fabricacion se encuentra bajo control. Si el proceso se encuentra fuera de
control, se produce un 30% de unidades defectuosas. La probabilidad marginal de que el
proceso se encuentre bajo-control es de 0.92. Si se escoge aleatoriamente una unidad y se
encuentra que es defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que el proceso se encuentre
bajo control?

Una planta armadora recibe microcircuitos provenientes de tres distintos fabricantes B,
B,y B,.El 50% del total se compra a B, mientras que a B, y B, se les compraun25% a
cada uno. El porcentaje de circuitos defectuosos paraB,, B,y B;es 5, 10y 12% respec-
tivamente. Si los circuitos se almacenan en la planta sin importar quién fue el proveedor:

a) Determinar la probabilidad de que una unidad armada en la planta contenga un cir-
cuito defectuoso.

b) Si un circuito no esta defectuoso, ;cual es la probabilidad de que haya sido vendido
por el proveedor B,?

Un inversionista esta pensando en comprar un namero muy grande de acciones de una
compaifiia. La cotizacion de las acciones en la bolsa, durante los seis meses anteriores, es
de gran interés para el inversionista. Con base en esta informacion, se observa que la
cotizacion se relaciona con el producto nacional bruto. Si el PNB aumenta, la probabili-
dad de que el valor de las acciones aumente es de 0.8. Si el PNB es el mismo, la probabi-
lidad de que las acciones aumenten su valor es de 0.2. Si el PNB disminuye, la probabilidad
es de solo 0.1. Si para los siguientes seis meses se asignan las probabilidades 0.4, 0.3
y 0.3 a los eventos, el PNB aumenta, es el mismo y disminuye, respectivamente, deter-
minar la probabilidad de que las acciones aumenten su valor en los proximos seis meses.

Con base en varios estudios una compailia ha clasificado, de acuerdo con la posibilidad
de descubrir petréleo, las formaciones geologicas en tres tipos. La compafiia pretende
perforar un pozo en un determinado sitio, al que se le asignan las probabilidades de
0.35, 0.40 y 0.25 para los tres tipos de formaciones respectivamente. De acuerdo con la
experiencia, se sabe que el petroleo se encuentra en un 40% de formaciones del tipo I, en
un 20% de formaciones del tipo Il y en un 30% de formaciones del tipo III. Si la
compafia no descubre petroleo en ese lugar, determinese la probabilidad de que exista
una formacion del tipo II.




CAPITULO TRES

Varlables aleatorias y
distribuciones de probablhdad

3.1 El concepto de variable aleatoria

En el capitulo dos se examinaron los conceptos basicos de probabilidad con respecto
a eventos que se encuentran en un espacio muestral. Los experimentos se conciben
de manera que los resultados del espacio muestral son cualitativos o cuantitativos.
Como ejemplos de resultados cualitativos se tienen: aj el lanzamiento de una mone-
da es ““cara’’ o ‘‘cruz’’; b) un producto manufacturado en una fabrica puede ser
“‘defectuoso’’ o ‘‘no defectuoso’’, o ¢) una persona en particular puede preferir la
locion X sobre la locion Y. Puede ser Gtil la cuantificacion de los resultados cualita-
tivos de un espacio muestral y, mediante el empleo de medidas numeéricas, estudiar
su comportamiento aleatorio. El concepto de variable aleatoria proporciona un me-
dio para relacionar cualquier resultado con una medida cuantitativa.

Definicion 3.1 Sea S un espacio muestral sobre el que se encuentra definida una
funcién de probabilidad. Sea X una funcion de valor real definida sobre S, de mane-
ra que transforme los resultados de S en puntos sobre la recta de los reales. Se dice
entonces que X es una variable aleatoria.

Se dice que X es “‘aleatoria’’ porque involucra la probabilidad de los resultados
del espacio muestral, y X es una funcion definida sobre el espacio muestral, de ma-
nera que transforma todos los posibles resultados del espacio muestral en cantidades
numeéricas.

Par ilustrar la nocion de variable aleatoria, considérese el lanzamiento de una
moneda. El espacio muestral esta constituido por dos posibles resultados, ‘“‘cara’ y
“‘cruz”. Sea X(cruz) = 0y X(cara) = 1; de esta manera se han transformado los
dos posibles resultados del espacio muestral en puntos sobre la recta de los reales.
Por P(X = 0) se entendera la probabilidad de que la variable aleatoria tome el
valor cero 0, de manera equivalente, la probabilidad de que caiga cruz cuando se
lance la moneda. Como ejemnplo adicional, considérese el lanzamiento de dos dados

S W
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indistinguibles y los 36 posibles resultados, como se muestra en la tabla 2.1. Se defi-
ne como variable aleatoria X a la suma de los valores de las dos caras de los dados.
La tabla 3.1 relaciona los 36 resultados con los valores correspondientes de la va-
riable aleatoria X y sus probabilidades. La naturaleza probabilistica de la variable
aleatoria X, la suma de las dos caras, puede observarse el graficar cada valor de X
contra su probabilidad como se muestra en la figura 3.1.

"-Para cada uno de los ejemplos anteriores, e nimero de posibles valores de la va-
riable aleatoria es finito. Sin embargo, se pueden definir variables aleatorias cuyos
valores.sean contables 0 no. Ya que una variable aleatoria es una caracterizacibn
cuantitativa de los resultados de un espacio muestral, ésta posee intrinsecamente la
naturaleza discreta o continua de este espacio.

Definicién 3.2 Se dice que una variable aleatoria X es discreta si el nimero de valo-
res que puede tomar es contable (ya sea finito o infinito), y si éstos pueden arreglarse
en una secuencia que corrc:pede con los enteros positivos.

Definicion 3.3 Se dice que una variable aleatoria X es continua si sus valores con-
sisten en uno o mas intervalos de la recta de los reales.

3.2 Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias discretas

En esta seccion se considerara el concepto de distribucién de probabilidad de una va-
riable aleatoria. En la figura 3.1 se muestra la grafica de los valores correspondientes
a la variable aleatoria que respresenta la suma de las caras de los dos dados, cuando
éstos se tiran. En general, una variable aleatoria discreta X representa los resultados
de un espacio-muestral en forma tal que por P(X = x) se entendera la probabilidad
de que X tome el valor de x. De esta forma, al considerar los valores de una variable
aleatoria es posible desarrollar una funcién matematica que asigne una probabilidad
a cada realizacion x de la variable aleatoria X, Esta funcién recibe el nombre de fun-

TABLA 3.1 Correspondencia entre los resultados del lanzamiento de un par de dados y la
variable aleatoria que representa la suma de las caras

Valor de la Numero de
Resultado variable aleatoria  ocurrencias Probabilidad
(L 2 | 1/36
(1,2), (2,1) 3 2 2/36
(1,3), 2,2), 3,1 4 3 3/36
(1,4), 2,3), 3,2), 4,1) 5 4 4/36
(1,5), (2,9), 3,3), (4.2), (5,1) 6 5 5/36
(1,6), (2.5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 7 6 6/36
(2.6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 8 5 5/36
(3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 9 4 4/36
4,6). (5,5), (6,4) 10 3 3/36
(5.6), (6,5) 11 2 2/36
(6,6) 12 1 1/36
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6/36
5/36 |-
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FIGURA 3.1 Probabilidad para las sumas de las caras de dos dados

cién de probabilidad* de la variable aleatoria X. El término mas general, distri-
bucién de probabilidad, se refiere a la coleccién de valores de la variable aleatoria y
a la distribucion de probabilidades entre éstos. Sin embargo, hacer referencia a la
distribucién de probabilidad de X no sélo implica la existencia de la funcién de pro-
babilidad, sino también la existencia de la funcién de distribucién acumulativa
de X.

Definicion 3.4 Sea X una variable aleatoria discreta. Se llamaraa p(x) = P(X = x)
funcion de probabilidad de la variable aleatoria X, si satisface las siguientes pro-
piedades:

1. p(x) = 0 para todos los valores x de X;
2. 2, px) = 1.

Definicion 3.5 La funcion de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X

es la probabilidad de que X sea menor o igual a un valor especifico de x y esta dada
por:

Fy=PX<x)= D, px).

X=X

* El nombre completo de esta funcion es el de funcidn mdsica de probabilidad de una variable aleatoria
discreta.

-~
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. Por lo tanto, en el caso discreto, una variable aleatoria X esta caracterizada por
la funcién de probabilidad puntual p(x), la cual determina la probabilidad puntual
de que X = x, y por la funcién de distribucién acumulativa F(x), la que representa la
suma de las probabilidades puntuales hasta el valor x de X inclusive. No6tese que las
definiciones anteriores son consistentes con los axiomas de probabilidad, ya que esta
funcibn no es negativa para cualquier valor de la variable aleatoria y la suma de las
probabilidades para todos los valores de X es igual a uno.

Ejemplo 3.1 Considérese de nuevo el lanzamiento de dos dados. Si X es la variable
aleatoria que representa la suma de las caras, la funcién de probabilidad de X es

== . _ss .0
p(x) = 36 (3.1
0 para cualquier otro valor

- Con (3.1), puedeﬁ determinarse las probabilidades para varios valores de X con-
tenidos en la tabla 3.1 y cuya grafica se muestra en la figura 3.1. Ademas, puede eva-
luarse la funcién de distribucion acumulativa de X de la siguiente forma:

F()=PX=< 1) = 0
FQ=PX=< 2)= 1/36
F(3)=PXs=< 3)= 3/36
F4)=PX=< 4= 6/36
F @) =PX =< 5 = 10/36
F®)=PX=< 6)=15/36
F(M=PX=< 7)=21/36
F@®=PX=< 8 =26/36
F@9=PX=< 9 = 30/36
F(10) = P(X < 10) = 33/36
F(l1) = P(X < 11) = 35/36
F(12) = P(X = 12) = 1.
Notese que:
PX>N=1-PX=<T)=1-F®7 = 15/36;

PX =T7)=PX<T) — PX<6)=F(1) — F(6) = 6/36;
PS<X<9) = PX<9) — PX<4)=F9) — F(4) = 24/36.
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En general, la funci6n de distribucién acumulativa F(x) de una variable aleatoria
discreta es una funcibn no decreciente de los valores de X, de tal manera que

LO<SFx)<1
2. F(x;) = F(x))
3. PX>x) =1 - FQx).

Ademas, puede establecerse que para variables aleatorias de valor entero se tiene que:
4. P(X = x) = F(x) - F(x — 1);
5. Py sX<sx) = Flx) - Flix; — ).

péra cualquier x;

six; = x;;

La grafica de la distribucidon acumulativa del ejemplo 3.1 se muestra en la figura
3.2. En esta figura es evidente que la funcién de distribucién acumulativa de una va-
riable aleatoria discreta es una funcion escalén, que toma un valor superior en cada

salto. S e - -
5. J Lol ~ ~ -
36/36 |-
30/36 —
25/36 -
= 20736 |
I,
15/36 |- r——
10/36 —
5/36
1 Il i L 1 1 ] 1 1 L 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 x

FIGURA 3.2 ‘Representancion grafica de la funcion de distribucidén acumulativa de la suma
de las caras de dos dados, cuando éstos se lanzan

ey R g

s ook

T ——
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: 3 3 Dlstnbuclones de probabilidad de vanables aleatonas ‘continuas

Enla seccl(m antenor se trataron dlstnbucmnes de probabilidad para vanabl&s alea-
torias discretas. En ésta se examinaran conceptos similares para variables aleatorias
continuas. En el caso discreto, se asignan probabilidades positivas a todos los valo-
res puntuales de la variable aleatoria, pero la suma de todas ellas es uno afin a pesar
de que el conjunto de valores sea infinito contable. Para el caso continuo, lo anterior
no es posible,

Por esta razbn, la probablhdad de que una variable aleatoria continua X tome un
valor especifico x es cero.

Se ilustrara el sentido de este resultado mediante el siguiente ejemplo: sup()ngase
que se observa el intervalo entre dos llegadas consecutivas a un servicio. Si el disposi-
tivo de medicidon puede medir el tiempo hasta una décima de segundo, entonces un
intervalo de 83.4 seg puede realmente tomarse como la media y el verdadero valor
puede encontrarse entre 83.35 y 83.45 seg. Por lo tanto, en el caso continuo es mas
16gico visualizar las probabilidades de intervalos que de puntos en particular.
~ La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua X est4 carac-
terizada por una funcion f{x) que recibe el nombre de funcién de densidad de probu-
bilidad. Esta funcidn f{x) no es la misma funcién de probabilidad que para el caso
discreto. Como existe la probabilidad de que X tome el valor especifico x es cero, la
funcion de densidad de probabilidad no representa la probabilidad de que X = x.
Mas bien, ésta proporcnona un medio para determinar la probabilidad de un interva-
loas<X<hb.

Para ilustrar lo que se entiende como funcidn de densidad de probabilidad, su-
pongase que se miden los tiempos, entre dos llegadas consecutivas, de 100 clientes a
una tienda y se agrupan en diez intervalos de un minuto cada uno, como se muestra
en la tabla 3.2. En este punto se grafican las frecuencias relativas para cada intervalo
por medio de rectangulos, como se muestra en la figura 3.3, para indicar que la fre-
cuencia se refiere al intervalo completo mas que a un punto en particular del mismo.
Noétese que, puesto que la base tiene una longitud igual a uno, el area de cada rectan-
gulo es la frecuencia relativa del correspondiente intervalo y, por lo tanto, la suma
de las areas de todos los rectangulos es igual a uno.

TABLA 3.2 Tiempos entre dos llegadas consecutivas, agrupados, de 100 clientes a un servicio
\

Intervalo Niimero de lIegm)(s Frecuencia relativa
0<x=< | 22 0.22
l<x= 2 18 0.18
Z2<x= 3 17 0.17
J<x= 4 13 ) 0.13
4<x=< § 14 0.14
S<x=< 6 8 0.08
6<x= 7 6 0.06
T<x= 8 7 0.07
§<x='9 3 0.03
9<x=<10 2 0.02
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Sup6ngase que en lugar de observar los tiempos entre dos llegadas consecutivas
de 100 clientes, se observan los tiempos para 1 000 clientes y- se agrupan en 20 inter-
valos de medio minuto cada uno; o bien pueden observarse los tiempos para 10 000
clientes agrupaAndolos en 40 intervalos de 15 segundos cada uno. Cada vez que esto
se hace, se produce un histograma que es cada vez menos irregular, pero en el que la
frecuencia sigue siendo practicamente la misma. Al continuar este proceso de
aumento del nimero de observaciones mientras se disminuye la arplitud de los in-
tervalos de clase, se llegara a una curva limite. Esto es, cuando el niimero observado
de tiempos, entre dos llegadas consecutivas, sea muy grande y la amplitud de los in-
tervalos de clase sea muy pequeiia, la frecuencia relativa aparecer4, en esencia, como
una curva lisa. Con base en la figura 3.3, puede especularse que la curva limite para
este ejemplo es la que se muestra en la figura 3.4.

La funcién f{x), cuya grafica es la curva limite que se obtiene para un nimero
muy grande de observaciones y para una amplitud de intervalo muy pequefia, es la
funcion de densidad de probabilidad para una variable aleatoria continua X, ya que
la escala vertical se elige de manera que el irea total bajo la curva es igual a uno. La
funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X se define
formalmente de la siguiente manera:

Definicién 3.6 Si existe una funcion fix) tal que

. f(x) 20, —0 < x <,
2. f_ fxdx =1, y

b
3. PlasX=<b)= L f(x)dx

0.25 B

0.20 -

0.15

0.10+

Frecuencia relativa

0.05

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

FIGURA 3.3 Frecuencias relativas para los tiempos entre dos llegadas consecutivas, agrupa-
dos en diez intervalos

[
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Frecuencia relativa

FIGURA 3.4 Curva limite para la frecuencia relativa de los tiempos de llegadas

para cualesquiera a y b, entonces f{x) es la funcioén de densidad de probabilidad de la
variable aleatoria continua X.

Puesto que el area total bajo fx) es uno, la probabilidad del intervalo a2 < X =
.b esel area acotada por la funcién de densidad y las rectas X = ay X = b, como se
muestra en la figura 3.5.

f(x)

FIGURA 3.5 Probabilidad ilustrada como el area bajo la curva de densidad




60 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Al igual que en el caso de una variable aleatoria discreta, la funciéon de dist;ibu- ,
cién acumulativa de una variable aleatoria continua X es la probabilidad de que X
tome un valor menor o igual a algln x especifico. Esto es,

PX=<x)=F(x) = [_xf(t)dt, 3.2)

en donde 7 es una variable artificial de integracion. Por lo tanto, la funcion de distri-
bucién acumulativa F(x) es el area acotada por 1a funcidén de densidad que se en-
cuentra a la izquierda de la recta X = x, como se ilustra en la figura 3.6.

Dado que para cualquier variable aleatoria continua X,

PX =x)= J flod: = 0,

entonces:
- PX=x)=PX<x) = FQx).

La distribucion acumulativa F(x), es una funcién lisa no decreciente de los valo-
res de la variable aleatoria con las siguientes propiedades:

1. F(—x) =0;

2. F(») = 1;

3. Pla<X <b)= F(b) — Fla);
4. dF(x)/dx = f(x).

FIGURA 3.6 La distribucion acumulativa, ilustrada como un 4rea bajo la curva de densidad
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La propiedad de que la derivada de la funcién de distribucion acumulativa es la fun-
cion de densidad de probabilidad, es una consecuencia del teorema fundamental del
célculo integral.

Ejemplo 3.2 La variable aleatoria X representa el intervalo de tiempo entre dos lle-
gadas consecutivas a una tienda y su funcion de densidad de probabilidad esta dada
por: :

kexp(—x/2),* x>0,

0 para cualquier otro valor

f = {

para una constante k apropiada. Determinar el valor de &, la funcion de distribucion
acumulativa, la probabilidad de que 2 < X < 6, y la probabilidad de que X < 8.
Debe insistirse en que:

[ rooax = s

por lo tanto, dado que en este ejemplo f{x) = 0si x < 0, entonces el valor de k esta
determinado por:

k fo exp(—x/2)dx

Después de la integracion se tiene que:

-2k exp(—x/2) 1,

0

y k = 1/2. La funcién de distribucion acumulativa es:

F(x) = f _fwdr

0 X
= f_XOdt + %f exp(—1t/2)dr

0

1 — exp(—x/2) parax>0,

y F(x) = Opara x < 0. Ademas DF(x)/dx = 1/2 exp(—x/2), que es lo que se es-
peraba.

La probabilidad de que un intervalo entre dos llegadas consecutivas se encuentre
entre dos y seis minutos es:

6
PR2<X<6) = %L exp(—x/2)dx = F(6) — F(2)

= {1l —exp(=3)] - [1 — exp(—1)] = 0.3181.

* No se dudara en emplear ‘‘exp’’ en lugar de ‘‘¢’’, toda vez que esta notacibn sea menos oscura.
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La probabilidad de que transcurran menos de ocho minutos entre dos llegadas con-
secutivas es: -

P(X <8) = F(8) = 1 — exp(—4) = 0.9817.

La probabilidad de que ésta exceda los ocho minutoses1 — F(8) = exp(—4) = 0.0183,

Ejemplo 3.3 La variable aleatoria que representa la proporciéon de accidentes
automovilisticos fatales en Estados Unidos, tiene la siguiente funcién de densidad:

£2x(1 - x)° O0<x=<l
fl) = )
0 para cualquier otro valor

;Cual es la probabilidad de que no mas del 25% de los accidentes automovilisticos
sean fatales? En otras palabras, ;cual es P[X < 0.25})?

La funcién f{x) es una densidad de probabilidad dado que:

[ 2 3 4 5 6 7
Sx 10x 10x Sx X
— 5 - 4 X_ _— _— 4 = - =
42 J:) x(1 — x)ydx 2(2 3 + 2 5 5 7)

= 1.

0

Notese que cuando la variable aleatoria X es 1/4, la funcién de densidad es
JU1/74) = 2.4917. De esta forma, en el caso continuo es bastante factible tener, para
un valor especifico de la variable aleatoria X, un valor de la funcion de densidad
mayor que uno aun a pesar de que la integral de la funcién de distribucién sobre el
intervalo completo de valores de la variable aleatoria sea uno. Finalmente, la fun-
cion de distribucion acumulativa es:

F(x) = 42 L (1 — 0%dt = 21x? — 70x3 + 105x* — 84x° + 35x% — 6x'.

Por lo tanto, la probabilidad de que la proporcidn de accidentes automovilisticos fa-
tales sea menor del 25% es:

F(1/4) = 21(1/4)* — 70(1/4)> + 105(1/4)* — 84(1/4)° + 35(1/4)° — 6(1/4)
= 0.5551.

3.4 Valor esperado de una variable aleatoria

El valor esperado (o esperanza) de una variable aleatoria es un concepto muy impor-
tante en el estudio de las distribuciones de probabilidad. La esperanza de una va-
riable aleatoria tiene sus origenes en los juegos de azar, debido a que los apostadores
deseaban saber cual era su esperdanza de ganar repetidamente un juego. En este senti-
do, el valor esperado representa la cantidad de dinero promedio que el jugador esta
dispuesto a ganar o perder después de un niamero muy grande de apuestas. Este signi-

s g
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ficado también es valido para una variable aleatoria. Es decir, el valor promedio de
una variable aleatoria después de un nimero grande de experimentos, es su valor es-
perado.

“Para ilustrar la esencia de la esperanza, se analizara el siguiente juego de azar.
Supobngase que se tiene moneda normal y el jugador tiene tres oportunidades para
que al lanzarla aparezca una ‘“‘cara”’. El juego termina en el momento en el que cae
una “‘cara’” o despueés de tres intentos, lo que suceda primero. Si en el primero, segundo
o tercer lanzamiento aparece ‘“cara’’ el jugador recibe $2, $4, y $8 respectivamente.
Sino cae “‘cara’’ en ninguno de los tres lanzamientos, pierde $20. Para determinar la
ganancia o pérdida promedio después de un namero muy grande de juegos, sea X
la variable aleatoria que representa la cantidad que se gana o se pierde cada vez que
se juega. Los posibles valores de X junto con sus respectivas probabilidades se en-
cuentran en la tabla 3.3. Después de un nimero grande de juegos se espera ganar
$2 en cualesquiera de los dos lanzamientos, $4 en cualesquiera de los cuatro lanza-
mientos, $8 una ve. cada ocho lanzamientos y se espera perder $20 una vez en cada
ocho intentos. El valor esperado, o la cantidad promedio que se ganaria en cada juego
después de un nimero muy grande de éstos, se determina multiplicando cada canti-
dad que se gana o se pierde por su respectiva probabilidad y sumando los resultados.
De acuerdo con la anterior, la esperanza de ganar es:

($2)(1/2) + ($4)(1/4) + ($8)(1/8) + (—$20)(1/8) = $0.50

por juego. Notese que el valor esperado de 50 centavos no es ninguno de los posibles
valores de la variable aleatoria; de esta forma, es completamente posible que una va-
riable aleatoria nunca tome el valor de su esperanza.

El ejemplo anterior sugiere la siguiente definicion de la esperanza matematica de
una variable aleatoria:

Definicién 3.7 El valor esperado de una variable aleatoria X es el promedio o valor
medio de X y esta dado por:

EX) = D xp(x) si x es discreta, o

X

EX) = J'_ xf(x)dx si X, es continua.

en donde p(x) y f{x) son las funciones de probabilidad y de densidad de probabili-
dad, respectivamente.

TABLA 3.3 Probabilidades de ganar o perder en un juego de azar

X P(X)
2 PX =2)= P(H) =1/2
4 PX =4 = P(T N H) = 1/4
8 PX = 8) = PTNTNH) =1/8
-20 PX = -20=PTNTNT) =1/8
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En general, el valor esperado de una funcidén g(x) de la variable aleatoria X, esta
dado por:

E[g(X)] = D gx)p(x) si x es discreta, o
: (3.3)

ElgX )j = f . g(x)f (x)dx si X, es continua.

La esperanza de una variable aleatoria X no es una funcién de X sino un nimero
fijo y una propiedad de la distribucién de probabilidad de X, Por otra parte, ¢l valor
esperado puede no existir dependiendo de si la correspondiente suma o integral no
converge en un valor finito.

Ejemplo 3.4 Sila variable aleatoria X representa la suma de las caras de dos dados
cuando éstos se lanzan, demostrar que el valor esperado de X es siete.

Con la funcién de prbbabilidad de X dada por (3.1) y la definicién 3.7, se tiene: :

12

EX) = z xp(x) = (2)(1/36) + (3)(2/36) + -~ + (12)(1/36) = 7.

x=2

Ejemplo 3.5 Para el ejemplo 3.3, determinar el valor esperado de la proporcion de
accidentes fatales en Estados Unidos.
Con la definiciébn 3.7, el valor esperado de la proporcion es:

EX) = 42L xf(x)dx

i
42[0 (1 — x)dx
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= (.25.

Ejemplo 3.6 SupoOngase que el tiempo necesario para reparar una pieza de equipo,
en un proceso de manufactura, es una variable aleatoria cuya funcién de densidad
de probabilidad es:

1
—exp (—x/5) x>0,
flo = {5 '
0 para cualquier otro valor.

Si la perdida de dinero es igual al cuadrado del nimero de horas necesarias para lle-
var a cabo la reparacion, se debe determinar el valor esperado de las pérdidas por re- ;
paracion. {
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En este caso es necesario calcular el valor esperado de una funcién que se en-
cuentra relacionada con la variable aleatoria (el tiempo de reparacién). Esta funcién
es:

gx) = x%
por lo tanto: .

toe

Elg(X)] = f gl)f(x)dx = %j x’exp(—x/5)dx.
o 0

Para evaluar integrales de este tipo en donde el integrando es un producto de una po-
tencia por una exponencial negativa sobre la recta de los reales positivos, es mejor
emplear la funcion matematica:

I'n) = J; u" " exp(— u)du, n>0, (3.4)

que se conoce como funcion gama del argumento n. Algunas propiedades de esta
funci5n son:

1. T(n + 1) = n! si n es un entero positivo;
2. I'(n + 1) = nl'(n), n>0;
3. I(1/2) = V.

De acuerdo con lo anterior, para evaluar la integral
l x
Elg(X)] = 5 L x’exp(—x/S)dx,

en (3.4) es u = x/5; en otras palabras, x 5u dx = Sdu. Entonces:
1", 1 {* 2
E[g(X)] = 5k x‘exp(—x/S)dx = 5 (Su)’exp(— u)Sdu

=25 L wexp( — u)du

= 25I'(3)
= 50,

50 es el valor esperado de la pérdida por reparacion.

Ejemplo 3.7 Un inversionista dispone de $100 000.00 para una inversibn de un
afio. El inversionista esta considerando dos opciones: colocar el dinero en el merca-
do de valores, lo que le garantiza una ganancia anual fija del 15% y un plan de inver-
sibn cuya ganancia anual puede considerarse como una variable aleatoria cuyos
valores dependen de las condiciones econbmicas que prevalezcan. Con base en la,
historia pasada del segundo plan, un analista muy confiable ha determinado los po-
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sibles valores de la ganancia y calculado sus probabilidades, como se muestra en la
tabla 3.4. Con base en la ganancia esperada ¢cuél de los dos planes debe seleccionarse?

Si se escoge el primer plan, colocar el dinero en el mercado de valores, la ganan-
cia anual que producen $100 mil sera de $15 mil, dado que ésta es fija y su valor es
del 15%. Para el segundo plan, sea X la variable aleatoria que representa la ganan-
cia. Con la definicién 3.7, se tiene:

E(X) = (0.3)(0.2) + (0.25)0.2) + --- + (0.05)(0.05) = 0.205.

De acuerdo con lo anterior, el segundo plan es una eleccibn mucho mejor puesto que
ofrece una ganancia esperada de $20 500. Sin embargo, el lector debe ser cauteloso
en este punto, dado que el valor de $20 500 es inicamente un valor esperado y el in-
versionista no tiene ninguna garantia dc que su ganancia real se encuentre cercana a
este valor.

A continuacién se enunciaran y demostraran algunas propiedades importantes
de la esperanza de una variable aleatoria. Se usara el caso continuo, a pesar de que
estas propiedaces también son validas para variables aleatorias discretas. Sea X una
variable aleatoria continua con una funcion de densidad de probabilidad f{x).

1. El valor esperado de una constante ¢ es el valor de la constante.
E(c) = f_ cf(x)dx =vcj_ fx)dx = c.

2. El valor esperado de la cantidad aX + b,endonde ay b son constantes, es el
producto de a por el valor esperado de x mas b.

x

E(aX + b) fl (ax + b)f(x)dx = a f_xxf(x)dx + b _xf(x)dx

= aE(X) + b.

3. El valor esperado de la suma de dos funciones gfX) y h{X) de X es la suma de los
valores esperados de g(X) y h(X).

Efg(X) + h(X)] = f &) + A f(x)dx

TABLA 3.4 Valores de la ganancia para el ejemplo 3.7

Ganancia (%) Probabilidad
30 0.20
25 0.20
20 0.30
15 0.15
10 0.10

5 0.05
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= [ __ 8W)flxdx + [ _ h)fx)dx

= E[g(X)] + ETh(X)).

N
N

3.5 Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de una variable aleatoria X* son los valores esperados de ciertas fun-
ciones de X. Estos forman una coleccién de medidas descriptivas que pueden em-
plearse para caracterizar la distribucioén de probabilidad de X y especificarla si todos
los momentos de X son conocidos. A pesar de que los momentos de X pueden defi-
nirse alrededor de cualquier punto de referencia, generalmente se definen alrededor
del cero o del valor esperado de X. El uso de los momentos de una variable aleatoria
para caracterizar a la distribucidn de probabilidad es una tarea muy atil. Lo anterior
es especialmente cierto en un medio en el que es poco probable que el experimenta-
\QOr conozca la distribucion de probabilidad. Todas las proposiciones con 1cspecto a
los momentos se encuentran sujetas a la existencia de las sumas o integrales que las
definan.

Definiciobn 3.8 Sea X una variable aleatoria. El r-é&simo momento de X alrededor
del cero se define por:

u, = EX") = 2 x'p(x) si X es discreta, o
u, = EX") = [_zx’f(x)dx si X es continua.

El primer momento alrededor del cero es la media o valor esperado de la variable
aleatoria y se denota por u; de esta manera se tiene que u; = u = E(X). Con
base en el material del capitulo uno, la media de una variable aleatoria se considera
como una cantidad numérica alrededor de la cual los valores de la variable aleatoria
tienden a agruparse. Por lo tanto, la media es una medida de tendencia central.

Definicion 3.9 Sea X una variable aleatoria. El r-ésimo momento central de X o el
r-ésimo momento alrededor de la media de X se define por:

= EX — py =2 (x — ppk si X es discreta, 0

n,=EX - u)y = f (= wifodx si X es continua.

* Tambien es apropiado emplear la frase momentos de la distribucion de probabilidad de X.
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El momento central cero de cualquier variable aleatoria es uno, dado que:

to = EX — w)° = E(1) = 1.

De manera similar, el primer momento central de cualquier variable aleatoria es
cero, dado que:

m = EX — p) = EX) —u=0.
El segundo momento central:
p2 = E(X - p)?,

recibe el nombre de varianza de la variable aleatoria. Puesto que:

n, = Var(X) = EX — p)’
= EX? - 2Xp + p?)
= EX?) - 2u% +
= pp — W, 3.5)

la varianza de cualquier variable aleatoria es el segundo momento alrededor del -

origen menos el cuadrado de la media. Generalmente se denota por ¢*. La varianza
de una'variable aleatoria es una medida de la dispersion de la distribucion de proba-
bilidad de ésta. Por ejemplo, en el caso continuo si la mayor parte del area por deba-
jo de la curva de distribucién se encuentra cercana a la media, la varianza es pe-
queifla; si la mayor parte del area se encuentra muy dispersa alrededor de la media, la
varianza sera grande. La raiz cuadrada positiva de la varianza recibe el nombre de
desviacion estandar y se denota por o. A pesar de que ¢ y ¢ son los simbolos mas
universales para la varianza y la desviacion estandar, respectivamente; en este libro
no se dudara en emplear las notaciones ¢*(X) o Var(X) para la varianzay o(X) o
d.e. (X) para la desviacion estandar dada su identificacion explicita con la variable
aleatoria involucrada. Por la misma razon, a veces sera necesario emplear la nota-
- ¢ci6bn @ (X) para denotar el r-ésimo momento central de X.

Es util notar que la varianza de una variable aleatoria X es invariable; es decir,
Var(X + b) = Var(X) para cualquier constante b. De manera mas general, se de-
mostrara que Var(aX + b) = a’Var(X) para cualesquiera dos contantes a y b. Por
definicion,

Var(aX + b) = E(aX + b)’ — E*(aX + b)
E(@’X* + 2abX + b*) — [aE(X) + b)
= A’E(X?) + 2abE(X) + b* — ’EXX) — 2abE(XX) — b’
= a’E(X?) — d’E*(X)
= @’[E(X?) - EXX)]
= a’*Var (X).

LT YEu VUt
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Una medida que compara la dispersion relativa de dos distribuciones de probabi-
lidad es el coeficiente de variacién, que esta definido por:

V=0 : 3.6)

El coeficiente de variacion expresa la magnitud de la dispersion de una variable alea-
toria con respecto a su valor esperado. V es una medida estandarizada de la va-
riacion con respecto a la media, especialmente ttil para comparar dos distribuciones
de probabilidad cuando la escala de medicion difiere de manera apreciable entre és-
tas. Por ejemplo, dadas las variables aleatorias X y Y, supéngase que:

E(X) = 120, Var(X) = 36; E(Y) = 40, Var(Y) = 16.

A pesar de que la dispersion de X, por su desviacion estandar, es mas grande que la de
Y, en un sentido absoluto, la dispersion relativa de X es menor que la dispersion re-
lativa de Y, puesto que:

Vy = 6/120 = 0.05,
pero:
Vy = 4/40 = 0.10.

Por lo tanto, la distribucidn de probabilidad de Y muestra una mayor dispersion
relativa con respecto a la media que la distribucién correspondiente a X.

En este punto, se examinaran los momentos centrales tercero y cuarto de una va-
riable aleatoria X. Estos momentos centrales proporcionan informacién muy atil
con respecto a la forma de la distribucién de probabilidad de X. A pesar de que
pueden considerarse momentos de orden superior, su utilidad para caracterizar una
distribucion de probabilidad es mucho menor que la de los primeros cuatro momen-
tos. El tercer momento central

ms = E(X - P«)S, 3.7

esta relacionado con la asimetria de la distribucion de probabilidad de X. Ya se de-
mostro que el segundo momento central (la varianza) puede expresarse en términos
de los primeros dos momentos alrededor del cero. De hecho, cualquier momento
central de una variable aleatoria X puede expresarse en términos de los momentos de
ésta, alrededor del cero. Por definicion:

= EX - ),

pero la expansion de (X — u)” puede expresarse como;
(X - ) = Z(— ' '), Tl

Ya que la esperanza de una suma es igual a la suma de las esperanzas, se tiene que:
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n,=%(— )'( '), ,u'E(X’ i)
= Z(_l)l .l)' ,##r i
En partfcular,
M3 = p3 = dpug + 20’ (3.8)

Para las distribuciones de probabilidad que presentan un solo pico, si u; <0, se
dice que la distribucion es asimétrica negativamente; si j; > 0, la distribucion es
asimétrica positivamente; y si p; = 0, la distribucién recibe el nombre de simétrica.
Sin embargo, a menos que la distribucién presente un solo pico, el conocimiento de
M3 no es suficiente para tener una idea de la forma de la distribucién. Aun asi, el
tercer momento central puede dar resultados erréneos, dado que depende de las uni-
dades en las que se mide la variable aleatoria X. Para estos casos, una medida més
apropiada de la asimetria, es el tercer momento estandarizado, dado por;

af = py/(ps)”?, (3.9)

que recibe el nombre decoeficiente de asimetria. El coeficiente «; es la medida de la
asimetria de una distribucién de probabilidad con respecto a su dispersién. Una dis-

* En ocasiones, sera necesario identificar a la variable aleatoria explicitamente, con el propdsito de evitar
ambigiiedades.

b) )

FIGURA 3.7 Funciones de densidad de probabilidad tipicas de distribuciones: @) asimétrica
positivamente, b) asimétrica negativamente y ¢) simétrica.
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tribucion de probabilidad es asimétrica positiva, negativa o simétricasi a3 > 0, a3
< 0, oas.= 0 respectivamente, como se muestra en la figura 3.7. Notese que si la
distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X es simétrica, todos los mo-
mentos centrales de X de orden impar seran cero, dado que cada valor positivo de
(X — u)" se cancela por un valor negativo de la misma magnitud y de igual proba-
bilidad. N

-EI cuarto momento central,
pe = EX — p)*
= pi — 4y + 6uiu; — 3 (3.10)

es una medida de qué tan puntiaguda es la distribucion de probabilidad y recibe el
nombre de curtosis. Al igual que para el tercer momento, es preferible emplear
el cuarto momento estandarizado,

4 = #4/#§, G.11)

como una medida relativa de la curtosis. Si a, > 3, la distribucién de probabilidad
presenta un pico relativamente alto y recibe el nombre de leptociirtica; si a, < 3, la
distribucién es relativamente plana y recibe el nombre de platicurtica; y si ay = 3,
la distribucién no presenta un pico muy alto ni muy bajo y recibe el nombre de me-
socurtica. Los tres tipos de distribuciones se encuentran ilustrados en la figura 3.8.

a)

N

b) )

FIGURA 3.8 Funciones de densidad de probabilidad tipicas de distribuciones: @) leptocurti-
cas, b) platichrticas y ¢) mesocurticas
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El valor de tres se emplea como una referencia debido a que en la practica la curtosis
estandarizada de una distribucién de probabilidad se compara con la de una distri-
bucién ampliamente utilizada, conocida como distribucién normal, cuyo valor es
tres. La distribuciébn normal se estudia con gran detalle prosteriormente.

Los momentos estandarizados tercero y cuarto, también se conocen como los
factores de forma primero y segundo, respectivamente, de la distribucién de proba-
bilidad debido a que, en gran medida, determinan la forma de la distribucién de pro-
babilidad.

Ejemplo 3.8 Dos vendedores de seguros de vida, A y B, visitan de ocho a 12 clien-
tes potenciales por semana, respectivamente. Sean X y Y dos variables aleatorias
que representan el nimero de sendos seguros vendidos por A y B, como resultado de
las visitas. Con base en una gran cantidad de informacion pasada, las probabilida-
des para los valores de X'y Y son las siguientes:

xlolal2]s]als]|el7]s]
p(x)]0.02]0.09]0.21]0.28]0.23]0.120.04]0.01 |0 |

y lolu]2]s]als]|e]7[s]oou]iz
- p(y) [0.06]0.21]0.28]0.240.13]0.05[0.02[0.01]0[0] 0 0 | 0

Comparar y contrastar las distribuciones de probabilidad de X' y Y empleando sus
medias, varianzas y factores de forma.

Con base en la definicion 3.8, los primeros cuatro momentos de X alrededor del
cero son:

p = (0)(0.2) + (1) (0.09) + - + (8)0) = 3.18
ws = (0)%(0.02) + (1)*0.09) + - + (8)%0) = 12.06
wh = (0)%0.02) + (1)*(0.09) + -+ + (8)*0) = 51.12
pa = (0)%0.02) + (1)%0.09) + -+ + (8)40) = 235.86.

il

Al emplear las expresiones 3.5, 3.8 y 3.10, respectivamente, se determina que Var(X)
= 1.95, u3(X) = 0.3825 y us(X) = 10.565. Los primeros dos factores de forma de
la distribucion de probabilidad de X se obtienen empleando (3.9) y (3.11), respecti-
vamente, y son a3;(X) = 0.1405 y a X) = 2.78.

Con el mismo procedimiento, los primeros cuatro momentos de Y alrededor
del cero son u = 2.45, u) = 8.03, uj = 31.25y u} = 138.59. De esta mane-
ra Var(Y) = 2.03, puy(Y) = 1.6418, pu,(Y) = 13.4504, o5(Y) = 0.5676, vy
as(Y) = 3.26.

A primera vista, parece existir muy poca diferencia entre las distribuciones de X
y Y con respecto a la media y la varianza, pero la distribucion de Y tiene un sesgo positi-
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vo mas grande que la de X. Ademas, la distribucidn de X es platicartica (o, < 3),
mientras que la de Y es leptocurtica (a, > 3).

En este momento se considerara el concepto de variable aleatoria estandarizada. Sea
X cualquier variable aleatoria con media u y desviacién estandar ¢. La cantidad

Y=\ - /o (3.12)

define una variable aleatoria Y con media cero y desviacion estandar uno. Esta va-
riable aleatoria recibe el nombre de variable estandarizada correspondiente a X. De
hecho, para cualquier valor particular x de X el valor y = (x — u)/o indica la des-
viacion del valor x del valor esperado de X en términos de las unidades de la
desviacion estandar. Por ejemplo, si X representa la calificacion de una prueba de
inteligencia, y si E(X) = 100 y Van(X) = 100, entonces Y = (X - 100)/10 es la va-
riable estandarizada correspondiente a X. Ademas, si una persona posee un coefi-
ciente intelectual de 120, entonces se encontrara a dos desviaciones estandar del coe-
ficiente intelectual medio.
El valor esperado de Y es cero, puesto que:

4X—ﬁ=laX—m=a
o ag

De hecho, puesto que E(Y) = 0, el r-ésimo momento central de Y es:

p(Y) = E(Y') = E(X — ")

o

=S EX — py

1
0_'
= u, (X)/o";
de esta manera se tiene que:
pAY) = pX)/{paX)} . (3.13)

De (3.13) es evidente que Var(Y) = uyY) = 1. En particular, nétese que
ay(Y) = a3(X) y afY) = a,X). La estandarizacion de una variable aleatoria
afecta a la media y a la varianza, pero no a los factores de forma.

Ejemplo 3.9 Considérense las variables aleatorias X'y Y, cuyas funciones de densi-
dad de probabilidad son
1/30 80 =< x =< 110,

para cualquier otro valor

y fy) =110 00Oexp(—y/l()()OO) y >0,

0 para cualquier otro valor;
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Determinar y comparar la media, la varianza y los momentos estandarizados tercero
y cuarto, de Xy Y. "

El principal objetivo de este problema es contrastar las distribuciones de proba-
bilidad de X y de Y, mediante la comparacién de sus cuatro primeros momentos y,
en alguna medida, proporcionar un analogo teérico de los ejemplos 1.1 y 1.2. El
lector puede verificar, de manera facil, que las distribuciones de probabilidad de X'y
Y son muy diferentes, graficando las correspondientes funciones de densidad. Como
se vera, gran parte de la diferencia puede descubrirse a través de las comparaciones
entre los cuatro primeros momentos de X'y Y.

Para facilitar los calculos, seac, = 1/30y ¢, =1/10 000. Para la variable aleato-
ria X:

1o ¢ 1o
EX) = c.f xdx = =x?| =095
80 2 8
y
110 15
Var(X) = ¢, LO (x — 95)%dx = c, f—w w'du = 75,

en donde u = x —95 y dx = du. Por lo tanto, se tiene que d.e.(X) = 8.66.
Para lqs momentos de orden superior:

110 . 15
EX — 95 = cy LO (x — 95)%dx = ¢, [-15 wdu =0
y
110 i5
E(X — 95)° = ¢, LO (x — 95)%dx = c,f y w'du = 10 125.

De acuerdo con (3.9) y (3.11), los factores de forma, primero y segundo, de X son
ay(X) = 0/(75)*% = 0 y ao(X) = 10,125/5,625 = 1.8, respectivamente. La dis-
tribucién de probabilidad de X es simétrica y esta centrada alrededor del valor 95,
tiene una varianza de 75 y una desviacion estandar de 8.66, y tiende a ser plana en su
parte superior.

Para la variable aleatoria Y:

x

"1 1
E(Y) = ¢, L yexp(—c.y)dy = CZL (fu exp(—u)c—du = I'(2)}/c» = 10 000
2 2

y

x

E(Y?) = C:[ y exp(—c,)dy = T'3)/c =2 x 108,

0

endondeu =c,yydy = du/c, De esta manera se tiene que Var(Y) = 1 x 10% y
d.e.(X) = 10 000. Ademas:

x

EY) = ¢, J’O ' exp(—cy)dy = [d)/c; = 6 x 10",

Bridgava . .

T e
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Con (3.8) y (3.9) se determina que E(Y ~ 10 000’ = 2 x 10", y d.e.(¥) =
10 000. De manera similar:

x

"E(YYH = sz y* exp(—c,y)dy = T'(5)/c?

0

24 % 10',

Con(3.10) y (3.11), respectivamente, se obtiene que E(Y — 10 000)* = 9 x 10',
y a,(Y) = 9. Puede concluirse que la distribucion de Y esta sesgada positivamente,
tiene un pico relativamente alto, una media de 10 000, una varianzade 1 x 10% y
una desviacion estandar de 10 000.

3.6 Otras medidas de tendencia central y dispersion

A pesar de que la media y la varianza son las principales medidas de tendencia
central y dispersion, existen otras medidas empleadas comiinmente. Se debe recor-
dar que en el capitulo uno, la mediana y la moda eran otras medidas ttiles de ten-
dencia central. '

Definicion 3.10 Para cualquier variable aleatoria X, se define a la mediana x, s de
X, para ser:

PX <xps)<1/2 'y PX<xo5)=1/2 si X es discreta, o

PX < x55) = 1/2 si X es continua.

Si existe uno de estos valores para X, entonces Xos recibe el nombre de mediana de
la distribucion de X. La mediana es una medida de tendencia central, en el sentido
de que es el valor para el cual la distribucion de probabilidad se divide en dos partes
iguales.

Definicién 3.11 Para cualquier variable aleatoria X, se define la moda como el
valor x, de X que maximiza la funcion de probabilidad, si X es discreta, o la fun-
cion de densidad si X es continua.

Si existe uno de estos valores para X, entonces x,, recibe el nombre de moda de
la distribucién de X. Si X es continua la moda es la solucién de df(x)/dx = 0 si
d*f(x)/dx* < 0. Sila segunda derivada es positiva, el valor recibe el nombre de anti-
moda; éste se encuentra en las distribuciones que tienen forma de U. Si existen
varios maximos o minimos, las distribuciones de probabilidad reciben el nombre de
multimodales.

De acuerdo con la exposicion empirica del capitulo uno, la media de una variable
aleatoria es generalmente la medida preferida de tendencia central. Sin embargo, en
algunas situaciones la mediana, y en menor grado la moda, pueden ser medidas de
tendencia central mucho mas apropiadas. Por ejemplo, en distribuciones unimoda-
les cuya asimetria es grande, el valor esperado de la variable aleatoria puede verse
afectado por los valores extremos de la distribucion, mientras que la mediana no lo
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s A e«

estara. Para distribuciones unimodales con asimetria negativa, la mediana es mas
grande que la media, mientras que lo opuesto es cierto para distribuciones unimoda-
les con asimetria positiva. Para distribuciones unimodales simétricas, la media, me-
diana y moda coinciden en valor,

e w,"zwm&«-» as

Ejemplo 3.10 Sea X una variable alaeatoria que representa el tiempo de duracion,
en horas, de un cierto componente eléctrico. Si la funcion de densidad de probabili-
dad de X esta dada por

) -101—00 exp(—x/1000) x>0,
xX) =

0 para cualquier otro valor,
determinar y comparar la media y la mediana.

La media de X es:

x

1
EX) = 1000 Jo x exp(— x/1000)dx

lOOOJ0 u exp(—uw)du

= 1000I'(2) = 1000 horas.
en donde x = 1 000u y dx = 1 000du. La mediana de X es:
1000 Jo
1 — exp(—x,5/1000) = 0.5.

PO < xp5) = Flxos) = " exp(—x/1000)dx = 0.5

Por lo tanto,
Xps = — 1000 In(0.5) = 693.15 horas.

Se puede demostrar que esta funcion de probabilidad es asimétrica positivamen-
te, puesto que su coeficiente de asimetria es a; = 2. De esta forma, la duracion
media de 1 000 horas se encuentra afectada por los valores de la variable aleatoria en
los extremos de la distribucion. De hecho la probabilidad de que un componente tra-
baje mas que el valor promedio, es de 0.3679 puesto que

PX>p)=1- Fu)=1-0.6321 = 0.3679.

En este caso, el valor de la mediana para el tiempo de duracion, 693.15 hr, resulta
ser una medida mas apropiada de tendencia central.

Ademas de la varianza, existen otras medidas de dispersion para variables aleato-
rias como el recorrido interdecil, el recorrido intercuartil y la desviacion media,
como se menciono en el capitulo uno. Los primeros dos son funciones de los cuanti-
les de la distribucion de probabilidad. La desviacibn media es el paralelo conceptual
de la desviacion estandar, con excepcion de que se emplea el valor absoluto de la di-
ferencia entre el valor de la variable aleatoria y su valor esperado en lugar del
cuadrado de esta.
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Definicién 3,12 Para cualquier variable aleatoria X, el valor cuantil x, de orden q,
0 < g < 1, esel valor de X tal que:

PX<x,)=<gqg y PX<x,)=gq siXesdiscreta, o

PX=x,)=gq si X es continua.

Generalmente los valores cuantiles de una variable aleatoria continua son relati-
vamente faciles de determinar. Sin embargo, para variables aleatorias discretas los
valores cuantiles generalmente se obtienen por interpolacién, dado que no siempre
es posible obtener una solucién exacta.

Los cuantiles utilizados comtinmente son los percentiles, deciles y cuartiles. Los
percentiles son los puntos que dividen a la distribucion de probabilidad en 100 inter-
valos, cada uno con probabilidad 0.01; los deciles y cuartiles son los puntos que dividen
a la distribucioén de probabilidad en 10 y cuatro intervalos, cada uno con probabili-
dad de 0.1 y 0.25, respectivamente. Noétese que la mediana es también el cincuentavo
porcentil, el quinto decil y el segundo cuartil.

El recorrido interdecil es la diferencia entre el noveno y primer decil, y el recorri-
do intercuartil es la diferencia entre el tercer y primer cuartil. De esta manera el
recorrido interdecil es una medida de la dispersion de la mitad del 80% de la distri-
bucion de probabilidad, en tanto que el recorrido intercuantil refleja la variacion de
la mitad del 50% de la distribucion. En ambos casos, al excluir los efectos de los va-
lores extremos de la distribucion, se tiene la capacidad de medir la variabilidad de
una variable aleatoria alrededor de la mitad de su distribucion de probabilidad.

Los recorridos interdecil e intercuartil, son dos medidas de dispersién que se
emplean en disciplinas como educacion, economia, finanzas e ingenieria. El recorri-
do interdecil se emplea muchas veces en pruebas educacionales para medir la varia-
bilidad en el desempeilo sin importar los valores por arriba o por debajo de un 10%
de un valor predeterminado. El recorrido intercuartil se emplea en muchas oca-
siones, en economia y finanzas, para medir la variabilidad de una variable aleatoria
alrededor de una porcidén de su distribucion de probabilidad.

Definicién 3.13 La desviacion media de una variable aleatoria X es el valor espera-
do de la diferencia absoluta entre X y su media, y esta dado por:

EX — ul = D |x — ulpx) si X es discreta, o

toda v
EIX — u| = f,» x — ulf(x)dx si X es continua,

A pesar de que la desviacion media es una medida legitima de dispersion, existen dis-
tribuciones de probabilidad para las que dar un tratamiento analitico es o muy dificil
o imposible. A pesar de todo y como se ilustro en el capitulo uno, la desviacion me-
dia es una alternativa viable a la desviacion estandar como medida de dispersion
para conjuntos de datos cuyo fundamento se encuentra en evidencia empirica. Debe
notarse que para distribuciones con valores grandes en sus extremos, el valor de la
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desviacién media se ve menos afectado que la desviacion estandar por la existencia
de valores extremos.

Ejemplo 3.11 Supobngase que en cierto proceso de llenado, la desviacién entre el
peso verdadero de un recipiente con respecto al valor especifico, es una variable
aleatoria Z, cuya funcion de densidad de probabilidad esta dada por

V2

Determinar la media, la desviacion estandar, el recorrido interdecil, el recorrido in-
tercuartil y la desviacion media de Z.

fla) = exp(—2°/2) —x <7< ®,

Como se vera en el capitulo cinco, esta funcién de densidad es un miembro espe-
cial de una familia muy util en las distribuciones que reciben el nombre de familia
normal o Gausiana. De hecho, la funcion de distribucion acumulativa de Z se en-
cuentra bien tabulada, como puede observarse en la tabla D del apéndice. Ademas,
como se vera posteriormente:

EZ)=0,Var(Z) =1,y de(Z) =1

Para determinar el recorrido interdecil, los valores cuantiles z,, y 2o Se en-

cuentran definidos por:
1 oy ) 1 209 5 B
V2m )- exp(—¢/2)dt = 0.1 y Vo -+ exp(—¢/2)dt = 0.9

y se obtienen de la tabla D*; sus valores son 2o, = —1.28 y zos = 1.28. El recorri-
do interdecil es zo9 — Zo, = 2.56 En otras palabras, el 80% de todos los reci-
pientes presentaran una desviacion no mayor de 1.28 unidades, en cualquier direc-
cibn del peso especificado. De manera similar, a partir de la tabla D los valores
cuantiles zy,s ¥ Zo.7s son—0.675 y 0.675 respectivamente. Por lo tanto, el recorrido
intercuartil es Zg,s = —0.675 Zo.7s — Zo2s = 1.35 unidades.

Puesto que para la desviacién mediana E(Z) = 0, se tiene:

-
82 = = | _llexp(- /2

‘Lr exp(—z°/2)d
- \/% o Z —Z Z

x

2
— —=exp(—2*/2)

\/ 27
2/\ 27
0.7979 unidades.

0

* El uso de la tabla D se explica con mucho detalle en el capitulo cinco.

AR TR bk st B
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Notese que dado que la desviacion estandar es uno, el recorrido interdecil es de apro-
ximadamente 2.56 unidades de la desviacién estandar, el recorrido intercuartil es de
1.35 unidades de la desviacion estandar y la desviaciébn media tiene un valor de apro-
ximadamente 0.7979 unidades de la desviacion estandar. Los resultados anteriores
son siempre validos para la familia de distribuciones normales.

El siguiente ejemplo ilustra una situacién tedrica, en la que se tiene una distribu-
ciébn con algunos valores muy grandes y para la cual la mediana, el recorrido interde-
cil y el recorrido intercuartil son medidas de tendencia central y dispersién més apro-
piadas que la media y la varianza.

Ejemplo 3.12 Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabili-
dad esta dada por: ‘

l\ —-1/2 1/2
o] gx exp(—x'"*/4) x>0
f(J\/ =

para cualquier otro valor.

Determinar la media, la varianza, la desviacién estandar, la mediana, el recorrido
intercuartil y el recorrido interdecil de X.

Se deja como ejercicio la grafica de esta funcion de densidad de probabilidad y
verificar que su integral sea igual a uno. El lector no tendré ningiin problema para
notar que esta funcibn de densidad exhibe un rapido decaimiento hacia el eje hori-
zontal; teniendo en cuenta esta propiedad, la distribucién anterior puede ser apro-
piada para representar la edad a la que fallece una persona como resultado de las
enfermedades padecidas en su nifiez, como la escarlatina y la difteria (hace una gene-
racioén) y, en mayor frecuencia, Ia leucemia (en la actualidad).

El valor esperado de X es:

x

1 1(
EX) = 3 ) x" exp(—x"?/4)dx = 5 fo du exp(—u)32udu = 16I'(3) = 32,

en donde ¥ = x?/4, x = 164* y dx = 32udu. De manera similar:

l @x
EX?) = g Js x¥ exp(—-x"?/4)dx = 256 fo u* exp(—u)du = 256I'(5) = 6 144.

de manera tal que Var (X) = 5 120 y d.e.(X) = 71.55.
Para determinar los valores cuantiles, primero se obtendra la funcion de distri-
bucién acumulativa:

11 x1/2/4
F(x) = -éfo 72 expt— 14/ 4)dr = fo exp(—u)du = 1 — exp(—x"2/4),

endonde u = t'*/4 ydt = 32udu. Por definicién, la mediana es el valor x5 tal
que F(xqs) = 0.5. Por lo tanto:
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1 - exp(— x”’/4) = 0 5
exp( x'/2/4) = 0.5
—xV2/4) = In(0.5)

xo.s = [—41n(0.5)) = 7.6872.

En otras palabras, el 50% de los valores de X seran menores de 7.6872, a pesar de
que la media tiene un valor de 32, lo que constituye una diferencia muy grande entre
los valores de la media y la mediana. Para demostrar cuan inapropiada es la media
de X como tnica medida de tendencia central, considérese la probabilidad de que X
sea menor que su valor medio:

P(X <32) = F(32) = | — exp(—32'?/4) = 0.7569.

De acuerdo con lo anterior, el valor de 32 para la media dificilmente puede interpre-
tarse como una medida representatlva de tendencia central si la probabilidad de que
la variable aleatoria exceda el valor de su media es menor de 0.25.

Los percentiles décimo, 25avo, 75avo y 90avo se determinan encontrando el va-
lor de x, de las ecuaciones F(x,) = 0.1, 0.25, 0.75, y 0.90, respectivamente. Por
lo tanto:

1 — exp(—xy/2/4) = 0.1
exp(—xy/3/4) = 0.9
= [-4In(0.9)1%,

Y Xo, = 0.1776. De manera similar, x,,s = [—4 In(0.75)]° = 1.3242, xy,s = [—4
In(0.25)1 = 30.7490, Yxo0 = [—4 In(0.1)]* = 84.8304. El recorrido intercuar-
til de X es X, — X,,; = 30.7490 — 1.3242 = 29.4248, el recorrido interdecil
eSXgo — Xo; = 84.8304 — 0.1776 = 84.6528. Notese que la desviacion estandar de
X es, aproximadamente 2.5 veces el recorrido intercuartil y casi tan grande como el re-
corrido interdecil. Este resultado, junto con los hechos de que el 25% de los valores
son menores de 1.3242, el 50% es menor de 7.6872 y el 75% menores de 30.49, de-
muestran que la varianza, y por lo tanto la desviacién estandar, son inadecuadas como
unicas medidas de variabilidad.

3.7 Funciones generadoras de momentos

Hasta este momento se han presentado distintas formas para determinar los momen-
tos de una variable aleatoria dada su distribucién de probabilidad. Como método al-
ternativo se presenta la esperanza de cierta funcion conocida como funcion genera-
dora de momentos.

Definicion 3.14 Sea X una variable aleatoria. El valor esperado de exp(t.X) recibe
el nombre de funcion generadora de momentos, y se denota por miy(?). si el valor es-
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perado existe para cualquier valor de ¢ en algin intervalo —¢ <.7 <’ ¢ en donde ¢
es un numero positivo. En otras palabras:

my(t) = Elexp(tX)] = 3 exp(tx)p(x) si X es discreta, 0

- my(t) = Elexp(tX)] = f n exp(tx)f(k)'dx si X es continua.

Notese que my(r) nada mas es funcién del argumento ¢. Si ¢ = 0, entonces m(0)
= E(e") = 1. Si la funcibn generadora de momentos existe, puede demostrarse que
es unica y que determina por completo la distribucion de probabilidad de X. En otras
palabras, si dos variables aleatorias tienen la misma funcién generadora de momen-
tos, entonces tienen la misma distribucion de probabilidad. Este resultado se utilizara,
de manera extensa, en el capitulo siete.

Si la funcion generadora de momentos existe para —c < t < ¢, entonces existen
las derivadas de ésta de todas las drdenes parat = 0. Lo anterior asegura que m (1)
generara todos los momentos de X alrededor del origen. Para demostrar lo anterior,
se diferencia my(f) con respecto a ¢, y se evalia la derivada en ¢ = 0. Suponiendo
que pueden intercambiarse los simbolos de diferenciacion y esperanza, se tiene:

dmy(t)
dt

i

d
oy E [exp(tX)]

t=0

d
E {E [CXP(IX)]}

= E [Xexp(tX)] |i-o
= F(X) = p.
Al tomar la segunda derivada y evaluar en t = 0.

2

d
Ly =7 E [exp(tX)]

d’my (1)
dr’

=0

~

d-
=E {df [exp(tX)]}

d
= E {E (X exp(tX)]}

= E{X exp(tX)] | o
= EX?) = p5.

Al continuar este proceso de diferenciacion se puede deducir que se obtiene el
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d’'my(t) — i \
A s
d'
=E {I’ [exp(tX)]}
= E[X'exp(tX)] ;-0
=EX)=p,.

mismo resultado si se reemplaza la funcién exponencial por su expansion en serie de
potencias

2x2 t'X'
Elexp(tX)] = E(l + X + t—2|— +o kot >

y se toman las derivadas con respecto a f, evaluando cada una de éstasen f = 0.

La nocién de una funciébn generadora de momentos puede extenderse a otros
puntos de referencia, ademas del origen. En particular, se define una funcibén central
generadora de momentos la que, si existe, generara todos los momentos centrales de
una distribucién de probabilidad.

" Definicion 3.15 Sea X una variable aleatoria. El valor esperado de exp[r(X — w)l
recibe el nombre de funcion generadora de momentos central y denota por my_, (1),

si el valor esperado existe para cualquier ¢ en algln intervalo—¢ < ¢t < ¢ en donde
€ es un nimero positivo.

my_, () = E{explt(X — w]} = 2 explt(x — u)]p(x) si X es discreta, o

my_, (1) = E{lexp[t(X — )]} = f_x explt(x ~ w))f(x)dx i X escontinua.

La comprobacion de que my_,(1) genera todos los momentos centrales se deja
como ejercicio al lector.

Ejemplo 3.13 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

1
. aexp(—x/O) x>0,
X) =

0 para cualquier otro valor.

en donde 6 es un nimero mayor que cero. Determinar la funcioén generadora de mo-
mentos de X.
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Por definicion

1 x i
my(t) = Ej exp(tx) exp(—x/0)dx .

0

\ 1 [~ 1.
= éjo exp[—x(a —-zt)]dx
I e (1_ ,)
= T e —en P "M\

ES

0

=(1-6n"".
Por lo tanto:
de([) _ -2
ar | (1 - o0r) .
=6 = E(X),
y
d’my (1) )
=20°(1 — 6n°
dr =0 =0
= 26° = E(X?).

dando como resultado, Var(X) = 26 — ¢* = #, y asi sucesivamente.
Ejemplo 3.14 Sea X una variable aleatoria discreta con funciodn de probabilidad:

exp(—A)A*

1 x=0,12,..,

p(x) =

en donde \ es un niimero mayor que cero. Determinar la funcion generadora de mo-
mentos de X.

De acuerdo con la definicion se tiene:

_ i exp(tx)exp(—A) A*

my (1)
x=0 X!
= [A exp(O}
= exp(—\) D, [A exp(OF F”( ) .
x=0 X.
Dado que:
x A t X 2% rort
2Lj.$§i_—_l+)\e’+)\e+...+)\eA+...
e 2! r!

=0

= exp[A exp(1)].
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entonces:
my(t) = exp(—\) exp[Aexp(?)].

Por lo tanto:

dmy(1)
d |,

Aexp(—Aexp(t)exp [}\ exp(t)]

=0

0

A = E(X).
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Ejercicios

3.1. Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de llamadas telefobnicas que reci-
be un conmutador en un intervalo de cinco minutos y cuya funcion de probabilidad esta
dada por p(x) = e * 3)/x!, x =0, 1,2, ...

a) Determinar las probabilidades de que X sea iguala 0, 1,2,3,4,5,6y7.
b) Graficar la funcion de probabilidad para estos valores de X.

¢) Determinar la funcion de distribuciébn acumulativa para estos valores de X.
d) Graficar la funcion de distribucion acumulativa.

3.2. Sea X una variable aleatoria discreta. Determinar el valor de k para que la funcion p{x) =
k/x,x =1, 2, 3, 4,sea la funcidon de probabilidad de X. Determinar P(1 < X
< 3).

3.3. Sea X una variable aleatoria continua.
a) Determinar el valor de k, de manera tal que la funcién

kx* —-l=sx=sl,

fla) = { i
0 para cualquier otro valor

sea la funcioén de densidad de probabilidad de X.
b) Determinar la funcion de distribucién acumulativa de X y graficar F(x).
¢) Calcular P(X = |/2) y P(—1/2 < X < 1/2).

3.4. Sea X una variable aleatoria continua.
a) Determinar el valor de k para que la funciéon
{ k exp(—x/3) x>0,

para cualquier otro valor

fx) =

sea la funcion de densidad de probabilidad de ¥

o SR SR et
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b) Graficar fix).
¢) Calcular PX < 5y PO < X < 8).
d) Determinar F{x) y graficarla.

La duracibn en horas de un componeme electrbnico, es una variable aleatoria cuya fun-
cion de distribucion acumulativa es F(x) = | — exp{—x/100), x > 0.

 a) Determinar la funcion de probabilidad de X,

3.6.

37.

3.8.

3.9.

3.10.

b) Determinar la probabilidad de que el componente trabaje mas de 200 horas.
La funcién de distribucion acumulativa de una variable aleatoria esta dada por
0 x <0,
Fxy = { 2x — x* 0<x<l,
1 x> 1.
a) Graficar F(x).

b) Obtener P(X < 1/2) y P(X > 3/4).
¢) Determinar f{x).

Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de clientes que llega a una tienda
en un periodo de una hora. Dada la siguiente informacién

0o 1 2 3 4 5 6 1 8
p(x)[0.05 0.10 0.10 0.10 020 025 0.10 0.05 0.05

encontrar E(X) y Var(X).

Una compaiiia de seguros debe determinar la cuota anual a cobrarse por un seguro de
$50 mil para hombres cuya edad se encuentra entre los 30 y 35 aiios. Con base en las
tablas actuariales el niimero de fallecimientos al afio, para este grupo, es de 5 por cada
mil. Si X es la variable aleatoria que representa la ganancia de la compaiiia de seguros,
determinar el monto de la cuota anual para que la compafiia no pierda, a pesar de tener
un nimero grande de tales seguros.

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X estd dada por:

2(1 — x) 0<x<l,
flx) = )
para cualquier otro valor
Determinar:
a) E(X) b) Var(X)

Sea X una variable aleatoria que representa la magnitud de la desviacidn, a partir de un
valor prescrito, del peso neto de ciertos recipientes, los que se llenan mediante una méa-
quina. La funcion de densidad de probabilidad de X esta dada por:

1/10 0<x< 10
fo = )
0 para cualquier otro valor
Determinar:
a) EX) ) ay(X)

b) Var(X) d) o X)
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3.1L

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

Supbngase que la duracién en minutos de una llamada de negocios, es una variable alea-
toria cuya funcion de densidad de probabilidad esta determinada

j:exp(—x/4) x>0,

para cualquier otro valor

Sx) =
Determinar:

a) E(X)
b) Var(X)
c) a5(X)
d) a(X)

e) Refiérase al ejercicio 3.10. BasAndose en sus respuestas a las preguntas a, a d del
problema 3.11, compare las dos distribuciones de probabilidades. ;Cué4l muestra la
mayor dispersion relativa?

La calificacibn promedio en una prueba de estadistica fue de 62.5 con una desviacion es-
tandar de 10. El profesor sospecha yue .i examen fue dificil. De acuerdo con lo ante-
rior, desea aiustar las calificaciones de manera que el promedio sea de 70 y la desviacidbn
estandar de 8. ;Queé ajuste del tipo aX + b, debe utilizar?

Sea X una variable aleatoria con media i y varianza o”.

a) Evaluar E(X — ¢)* en términos de p y o en donde ¢ es una constante.
b) ;Para qué valor de c es E(X — ¢)’ minimo?

Con respecto al ejercicio 3.11, demostrar que la variable aleatoria ¥ = (X — 4)/4
tiene media cero y desviacion estandar uno. Demostrar que los factores de forma, pri-
mero y segundo, de la distribucion de Y son los mismos de la distribucion de X.

Considérese la funcion de densidad de probabilidad de X dada en el ejercicio 3.9. Deter-
minar la desviacién media de X y compararla con su desviacion estandar.

Considérese la funcion de densidad de probabilidad de X dada en el ejercicio 3.10. De-
terminar la desviacibn media de X y compararla con su desviacion estandar.

Supongase que el ingreso semanal de un asesor profesional es una variable aleatoria
cuya funcion de densidad de probabilidad esta determinada por:

) Q}.Hexp(—x/SOO) x>0,
x =

0 para cualquier otro valor

a) Determinar los ingresos medios y medianos.

b) Determinar el recorrido intercuartil.

¢) Determinar el recorrido interdecil.

d) Determinar la probabilidad de que el ingreso semanal exceda al ingreso promedio.

Comprobar que la funciéon generadora de momentos central de una variable aleatoria
X, genera todos los momentos centrales de X.

La Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X esta determinada:

) l—l()x exp( —x/4) x>0,
B 'r =

0 para cualquier otro valor




3.20.

3.21.

3.22,
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a) Determinar la funcion generadora de momentos de X,
b) Utilizar la funcién generadora de momentos para encontrar la media y la varianza de X,

Considérese la funcion de densidad de probabilidad dadaen el ejercicio 3.11. Encontrar
la funcion generadora de momentos y utilizarla para comprobar los valores de la media
y la varianza, determinados en el ejercicio 3.11.

\

Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad p(x) x = 0,1,2....,n,
y sean a, b, y ¢ constantes. Demostrar que E(c) = ¢, E(aX + b) = aE(X) + b, y
Elg(X) + h(X )] = E[g(X)] + E[h(X)], en donde g(x) y h(x) son funciones de X.

Para la variable aleatoria discreta del ejercicio anterior, utilizar las definiciones 3.8 y 3.9
para demostrar que Var(X) = E(X’) — EYX).




CAPITULO CUATRO

Algunas distribuciones
discretas de probabilidad

4.1 Introduccion

En el capitulo dos se establecieron algunos principios basicos de probabilidad. En el
capitulo tres estos principios se aplicaron para definir variables aleatorias y distri-
buciones de probabilidad asi como para desarrollar sus propiedades generales. En
los capitulos cuatro y cinco se examinaran con detalle algunas distribuciones especi-
ficas de probabilidad que han demostrado, empiricamente, ser modelos utiles para
diversos problemas practicos. A pesar de ello tales distribuciones presentan un ca-
racter teorico en el sentido en que sus funciones de probabilidad o de densidad de
probabilidad se deducen matematicamente con base en ciertas hipotesis que se supo-
nen validas para los fendmenos aleatorios. La elecciéon de una distribucion de proba-
bilidad para representar un fenomeno de interés practico debe estar motivada tanto
por la comprension de la naturaleza del fendmeno en si, como por la posible verifi-
cacion de la distribucion seleccionada a través de la evidencia empirica. En todo mo-
mento debe evitarse aceptar de manera tacita una determinada distribucién de pro-
babilidad como modelo de un problema practico.

Se examinaran varias distribuciones tanto discretas como continuas. En cada
caso se expondran detalladamente las caracteristicas distintivas de las distribuciones
particulares de probabilidad y se deduciran o se estableceran sus medias, varianzas,
factores de forma, y otras medidas descriptivas numéricas. Como se sugirio en el
capitulo uno, una distribucion de probabilidad esta caracterizada, de manera gene-
ral, por una o mas cantidades que reciben el nombre de parametros de la distribu-
cion. Un parametro puede tomar cualquier valor de un conjunto dado y, en ese sen-
tido, define una familia de distribuciones de probabilidad, que tendran la misma
funcion genérica de probabilidad o funcion de densidad de probabilidad. Se trataran
varios tipos de parametros tales como el conteo, la proporcion, la rapidez, la locali-
zacion y la forma. Se adoptaran las letras n y k para referirse a los parametros de
conteo, p para la proporcion A para la rapidez, p para la localizacion, o y ¢ para
laescala, y « y B8 parala forma. Cuando la presentacion sea de una naturaleza muy
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general y no se esté tratandoningun tipo de parametro en particular, se empleara 6
para designar ese parametro.

Los parametros de conteo y de proporcion son autoexplicatorios. Un parametro
de rapidez representa la rapidez en que ocurre un evento aleatorio en el tiempo o en
el espacio. Un parametro de localizacion relaciona la funciéon (densidad) de probabi-
lidad con el origen de la escala de medicion, localizandola sobre el eje de las x sin te-
ner algiin efecto sobre su apariencia. La presencia de un parametro de localizacién p
en la funcion de probabilidad es siempre de la forma (x — w). Un parametro de es-
cala es una cantidad que relaciona las unidades fisicas de la variable aleatoria y de
esta forma la escala. Un parametro de escala influye sobre la dispersion de una va-
riable aleatoria, y de esta forma afecta la apariencia de la funcion de probabilidad.
La aparicion de un parametro de escala en la funcion de probabilidad es de la forma
x/6. Un parametro de forma afecta la forma de la funcién de probabilidad en di-
verso grado, dependiendo del modelo en particular. A pesar de que en muchas oca-
siones el parametro de forma se encuentra en un exponente en la funcion de probabi-
lidad, no existe ninguna forma estandar en la que pueda asociarse a x sin importar su
aparicion en la funcion de probabilidad.

Se examinaran con detalle cuatro familias de distribuciones de probabilidad
discreta y se haran comentarios sobre su aplicacion. Estas son las distribuciones bi-
nomial, Poisson, hipergeomeétrica y la binomial negativa.

4.2 La distribucion binomial

Es una de las distribuciones discretas de probabilidad mas utiles. Sus areas de aplica-
cién incluyen inspeccion de calidad, ventas, mercadotecnia, medicina, investigacion
de opiniones y otras. Se puede imaginar un experimento en el que el resultado es la
ocurrencia o la no ocurrencia de un evento. Sin pérdida de generalidad, llamese
‘‘exito’’ a la ocurrencia del evento y *‘fracaso’’ a su no ocurrencia. Ademas, sea p la
probabilidad de éxito cada vez que el experimento se lleva a cabo y 1— p la probabili-
dad de fracaso. Supongase que el experimento se realiza n veces, y cada uno de éstos
es independiente de todos los demas, y sea X la variable aleatoria que representa el
nimero de éxitos en los n ensayos. El interés esta en determinar la probabilidad de
obtener exactamente X = x éxitos durante los n ensayos. Las dos suposiciones cla-
ves para la distribucion binomial son:

1. La probabilidad de éxito p permanece constante para cada ensayo.
2. Los n ensayos son independientes entre si.

Varios problemas practicos parecen adherirse razonablemente a las suposiciones
anteriores. Por ejemplo, un proceso de manufactura produce un determinado produc-
to en el que algunas unidades se encuentran defectuosas. Si la proporcion de unidades
defectuosas producidas por este proceso es constante durante un periodo razonable y,
si como procedimiento de rutina, se seleccionan aleatoriamente un determinado nime-
ro de unidades, entonces las proposiciones de probabilidad con respecto al nimero de
articulos defectuosos puede hacerse mediante el empleo de la distribucion binomial.
La publicidad para la venta de un producto también puede considerarse otro ejemplo.
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Si se supone que la probabilidad de venta es constante para todas las personas, la
distribucion binomial sera el modelo de probabilidad adecuado puesto que las perso-
nas tienen un criterio independiente para comprar. Como ejemplo final, el Centro
para el Control de Enfermedades tiene, entre sus distintas funciones, la responsabili-
dad de vigilar las enfermedades transmisibles. Para cumplir con ella, debe examinar la
propagacion de una enfermedad determinada con base en la probabilidad. Es dudoso
que la probabilidad de contraer una enfermedad transmisible, sea constante para toda
la poblacién. Sin embargo, para una parte de ésta, por ejemplo las personas que
tienen una edad determinada, si puede ser constante, de manera tal que la distribucion
binomial puede ser un modelo de probabilidad adecuado.

Para obtener la funcion de probabilidad de la distribucion binomial, primero se
determina la probabilidad de tener, en n ensayos, x éxitos consecutivos seguidos de n
—x fracasos consecutivos. Dado que, por hipotesis, los n ensayos son independientes
de la definicién 2.15, se tiene:

ppp-(1=—pU~=p--@=-p=pd-p.
| S N— —_— -
X términos (n — x) términos

La probabilidad de obtener exactamente x éxitos y n — x fracasos en cualquier otro
orden es la misma puesto que los factores p y (1 — p) se reordenan de acuerdo con el
orden particular. Por lo tanto, la probabilidad de tener x éxitos y n — x fracasos en
cualquier orden, es el producto de p*(1 — p)"™* por el namero de 6rdenes distintos.
Este Gltimo es el nimero de combinaciones de n objetos tomando x a la vez. De
acuerdo con lo anterior se tiene la siguiente definicion:

Definicion 4.1 Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de éxitos en n
ensayos y p la probabilidad de éxito con cualquiera de éstos. Se dice entonces que X
tiene una distribucién binomial con funcion de probabilidad.*

!
(——XW p(l — p)y = x=0,1,2,...,n,
! ual 4.1)

0 para cualquier otrovalor. 0 < p < |, paran entero.

px;n, p) =

Los parametros de la distribucioén binomial son n y p. Estos definen una familia
de distribuciones binomiales, en donde cada miembro tiene la funcion de probabili-
dad determinada por (4.1). Para ilustrar el efecto de estos parametros, la figura 4.1
proporciona algunas graficas de la distribucion binomial. Se dara mas informacion
sobre éstas cuando se discutan los momentos y otras medidas descriptivas.

El nombre ‘‘distribucién binomial’’ proviene del hecho de que los valores de p
(x; n, p) parax = 0, 1, 2 ... nson los términos sucesivos de la expansion binomial de
[((1 — p) + p]"; estoes,

* Para mantener la consistencia, se empleara la notacion p( ) para indicar la funcion basica de probabili-
dad. El autor no piensa que el lector se confundira por el empleo de p (x, n, p) para la funcion de probabi-
lidad binomial y el uso de la letra p para el parametro de proporcion.

WU T
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n=35,p=02 n=5p=0.5 n=5p=0.8
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FIGURA 4.1 Grificas de la funcién binomial de probabilidad

» = l 22 n
[(1L=py+ pl"=«0—-p)" + n(l - P 'p + M5'—-—)(1 -pyp+ -+ p
- ’1! v n-x
- o (n — 0! Pl =p
= > plx; n, p).

x=0

Perodado que[(l — p) + p}J' = 1y p(x; n, p) =0 parax =0, 1,2...n, este
hecho también verifica que p (x; n, p) es una funcion de probabilidad.
Para ilustrar el calculo de probabilidad mediante el empleo de (4.1) sean = 5y
= 0.4 entonces:

5! .
©5.0.4) = ————(0.4)'0.6)"", x=0,1,2,3,4,5;
px;5.04) = == 0.4'0.6"", x
asi:
0;5.0.4) = 3 0.4)"0.6)° ° = 0.0778
p ’ " . (5 _ 0)!0! . - . N
(1:5,0.4) = ~—2—(04)'(0 6) ' = 0.2592
PSR = s T ym £
(2:5,0.4) = —i—(o 4)°(0.6)° > = 0.3456
PRS2 B8 = (g gy S = B
~ 5! s
p(3:5.0.4) = ———— (0.4)%(0.6)* " * = 0.2304.

(5 — 313!
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51
4 . U 4 S~4 __
p4;5,04) = G (0.4)%(0.6) 00768

5!
5;5,04) = ———— 5 -3 =
Do 0.49) = G 5)'5'(0 .4)°(0.6) 0.0102.
La probabilidad de que una variable aleatoria X sea menor o ‘igual a un valor
especifico de x, se determina por la funcién de distribucién acumulativa

P(X <x) = F(x;n,p) = Z (’:) p1 — p)y" . 4.2)

i=0

La distribucién binomial se ha tabulado de manera extensa para distintos valores
de n y p, ya sea mediante el empleo de (4.1) 0 (4.2) 0o ambas. En la tabla A del apén-
dice, se proporcionan las probabilidades acumulativas para distintos valores dex, n, y
p. Pueden determinarse las probabilidades individuales mediante el empleo de esta
tabla puesto que la variable aleatoria binomial tiene un valor entero, y la propiedad

plx;n,p) = F(x;n,p) — F(x - Lin,p)

se verifica. Para ilustrar el uso de la tabla A, sean = 10 y p = 0.3. La probabilidad
de que X pueda ser cuatro es:

P(X < 4) = F(4,10,0.3) = 0.8497;
la probabilidad de que X sea mayor de dos es:
PX>2)=PX=23)=1-PX=<2)=1- F(iv‘; 10, 0.3) = 0.6172;
y la probabilidad de que X sea de exactamente cinco es:

p(5; 10, 0.3) = F(5; 10, 0.3) — F(4; 10, 0.3) = 0.1030.

Debe notarse que si n = 1, la funcién de probabilidad binomial se reduce a:

p\(l _ p)l~.\' X = 0~ l,
plx; p) = (4.3)
0 para cualquier otro valor,

que es la funcién de probabilidad de la distribucién puntual o de Bernoulli. La
distribucién de Bernoulii recibe este nombre por el probablllsta suizo Jacques Ber-
noulli (1654-1705) quien desarrolld por primera vez el concepto de ensayos indepen-
dientes.

Ejemplo 4.1 Todos los dias se seleccionan, de manera aleatoria, 15 unidades de un
proceso de manufactura con el proposito de verificar el porcentaje de unidades de-
fectuosas en la produccion. Con base en informacion pasada, ia probabilidad de te-
ner una unidad defectuosa es de 0.05. La gerencia ha decidido detener la produccion

o oy g
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cada vez que una muestra de 15 unidades tenga dos o mas defectuosas. ,,Cuél esla
probabilidad de que, en cualquier dia, la produccion se detenga?

Si el modelo apropiado para esta situacion es la distribuciébn binomial, se puede
suponer que las 15 unidades que se seleccionan al dia, constituyen un conjunto de
ensayos independientes de manera tal que la probabilidad de tener una unidad defec-
tuosa es 0.05 entre ensayos. Sea X el nimero de unidades defectuosas que se en-
cuentran entre las 15. Paran = 15 y p = 0.05, la probabilidad de que la produccién se
detenga es igual a la probabilidad de que X sea igual o mayor que dos. De esta ma-
nera:

PX=2=1-PX=<1)=1- F(I;15,0.05 = 0.1709.

Ejemplo 4.2 SupbOngase que para personas de determinada edad, la probabilidad
de que mueran por una enfermedad transmisible es 0.001. ;Cué4ntas personas de este
grupo pueden exponerse a la enfermedad de manera que la probabilidad de que no
mas de una persona muera sea por lo menc; 0.95?

Para aplicar la distribucion binomial a esta situacidn, la suposicion crucial es que
la probabilidad de muerte es constante para todos los individuos que forman parte
del grupo y que contraen la enfermedad. Sea X el nimero de muertes que ocurren en
n individuos por haber contraido el padecimiento. El valor de # para que la probabi-
lidad de que X sea menor o igual a uno tenga un valor mayor o igual a 0.95:

PX = 1) = F(1; n, 0.001) = 0.95,

y para la igualdad:

1
2 (:) (0.001)(0.999)"* = 0.95

x=0
(g) (0.001)°(0.999)" + (’;) (0.001)'(0.999)" " = 0.95

(0.999)"7'(0.999 + 0.001n) = 0.95.

Esta ecuacibn no se resuelve de manera explicita para n; sin embargo, mediante el
empleo de técnicas iterativas* puede determinarse que el valor entero de n que satis-
face la ecuacién es n = 356.

En este punto se determinaran los momentos para la distribucion binomial. Se
ilustraran tanto el método directo, con base en la definicion 3.8, como el método in-
directo, con base en la funcion generadora de momentos.

* Una técnica iterativa es un método numérico para resolver una ecuacioén mediante una sucesion de valo-
res hasta que el altimo valor se encuentra muy cercano al que satisface la ecuacion.
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Por la definicién 3.8, el primer momento alrededor del cero de la variable aleato-
ria binomial X es el valor esperado de X,

“ n! X n—x
EX) = 20*(,, o P4 p)
n n'
=§ AU
; n' X n—x
B g(n—x)'(x l)!p(1 - P

en donde se ha escrito la suma desde uno hasta n, dado que cuando x = 0 el primer
término es cero y se cancela la x del numerador con la x en x!. Factorizandony p, se
tiene:

- (n — 1) . _
EX = X _ n X
*) "”E, ey LS
Siy =x—-1ym = n—1, entonces:
EX) = np 2 p’(1 — p)" ™.

)'y'

Pero p(y; m, p) = [m!/(im — y)!¥!Ip’(1 — p)™™” es la funcibn de probabili-
dad de una variable aleatoria binomial Y con parametros m = n — 1y p; de esta ma-
nera X, p(y; m, p) = 1, y la media de una variable aleatoria binomial es:

EX) = p = np. (4.4)
Para obtener la varianza, se necesita el segundo momento alrededor del cero, ©3,
o:
E(X*) = 3 x’p(x; n,p);
x=0

pero, en el termino x°/x! se cancelara una sola x en el numerador, y la que resta evi-
tara que la suma se manipule de la misma forma en que se determino la media. La al-
ternativa es escribir x? como:

l=x(x ~- 1) + x;
de esta manera se tiene:

E(X?) = EIX(X — 1] + E(X). 4.5)

Dado que E(X) ya se ha determinado, puede usarse el mismo procedimiento para
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evaluar E[X(X — 1)}:

n! X n—x
2 xtx =D n—.x)!.x!p(1 —p)

x=0 (

EX(X - D]

n!
= ,sz(x - 1)'('——;pr( - o)
" !
= 2 n. x(l — p)n—x

“ -0 -2n"

: (n —2)! _2 _
n(n — 1 2 N S el N | 1 _ n—x
(n — Dp x% eGP A= P
Notese que en los pasos anteriores se escribid la suma a partir de dos porque los dos
primeros términos son cero, se canceld x(x — 1), y se factorizé n(n — 1)p*. Sea
y=x—2ym=n — 2; entonces:

EIX(X = )] = n(n — 1)p? P Ta o

)!!

n(n — DHp* >, p(y; m,p)

y=0

n(n — 1)p>.

De (4.5)
E(X?) = pj = n(n — 1)p* + np.
De esta manera, la varianza de una variable aleatoria binomial es:
Var(X) = u - @
=nln — Dp* + np — n*p’
=npln - Dp +1 - np]
np(l — p). (4.6)

Este método general puede extenderse para determinar los momentos de orden
superior. Por ejemplo, para obtener el tercer momento alrededor del cero, se deter-
mina E[X(X — 1)(X — 2)] dado que:

EIX(X — DX - 2)1* = ) — 3l + 2u. 4.7)

De manera similar, para el cuarto momento alrededor del cero se evalua E[X(X — 1)




96 Algunas distribuciones discretas de probabilidad
(X - 2)(X — 3)] dado que:
EIX(X — DX — 2)(X = 3)]* = uy — 6u3 + 11u; — 6p. (4.8)

Para una variable aleatoria binomial:

n

EIX(X — (X — 2)] = on(x ~ D(x - 2)(——'7—’ pi(l ~ p)"
B é“; (n - x)"l(!x LA
= n(n — 1)n - 2)p* é:} - _(nx)—!(j)_! 3)!px-;(l o
=n(n — D(n - 2)p* é‘: y),y' p*(l ~ p)™?
= n(n -

D(n — 2)p’.
Mediante el empleo de (4.7), |
pi = 3u; + 2u = n(n — n - 2)p°
uy = nn — D(n = 2)p* + 3[n(n = 1)p* + np] — 2np

=n(n — Nn —2)p + 3n(n — Hp* + np. 4.9)
El tercer momento central p; puede determinarse por (3.8),
ws =nn — Dn —2)p* + 3n(n = Dp* + np — 3npln(n — Hp* + np] + 2n°p°
la que, después de un poco de algebra, se reduce a:

M3 = np(l — p)1 — 2p). (4.10)

Por lo tanto, de (3.9) el tercer momento estandarizado de la distribucion binomial es:

o, = U = pXI — 2p)
YU Ul = p))Y
__npd - pd - 2p)
np(1 = p)np(1 = p)]'"?
_ 1 —2p
SRTPTERTE (4.11)

* Expresiones como éstas dan lo que se conoce como momentos factoriales. De hecho, el r-ésimo momen-
to factorial de una variable aleatoria X es E[X(X — IXX — 2) -~ (X - r + D]

ST Y SRR

WP .
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Para ¢l cuarto momento alrededor del cero, se tiene:

n

> x(x — (x — 2)x = 3)

x=0

E[XX ~ DX - 2)(X - 3)]

n!

noogm PP

- 2 x)’(x LA

n(n - 1)(n - 2)(n — 3)p*

A - (n - 4)' -4 _ n—x
2 gy L A U

x=4

= n(n - )(n - 2)(n — 3)p*

Zam

=n(n — D(n - 2)(n — 3)p*.
Sustituir en (4.8) y para resolver wu;, se tiene:
ps = n(n — D(n — 2)(n — 3)p* + 6[n(n — D(n - 2)p*
+ 3n(n — Dp* + np] — ln(n — Hp® + np] + 6np. (4.12)
De acuerdo con (3.10), el cuarto momento central es:
ms = g = Appl + 6plug — 3uf,
el que, después de una sustitucion adecuada y un poco de manipulacion algebraica, es
ws = np(l — p)3np(1 — p) + [1 — 6p(1 — p)I}. 4.13)

De acuerdo con (3.11), el cuarto momento estandarizado de la distribucion binomial
es:

o = np(1 — p){3np(1 — p) + [I — 6p(1 — p)I} _ 34 [1 - 6pti — p)

n*p’(1 — p)? _ np(l — p)

. (4.14)

Las propiedades basicas de la distribucion binomial se encuentran resumidas en
la tabla 4.1. Noétese que la media de una variable aleatoria binomial es el producto
del niimero de ensayos y la probabilidad de éxito en cada uno de éstos y la varianza
es el producto de la media por la probabilidad de tener un fracaso. La varianza de
una variable aleatoria binomial siempre es menor que el valor de su media.
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TABLA 4.1 Propiedades basicas de la distribucion binomial.

Funcion de probabilidad ) Pardémetros
n! X, n—x
plx;n,p) = G -om? (I-p n, entero positivo
p,0sps=<li

x=0,1,2,...,n

Coeficiente de

Media Varianza Sesgo Curtosis relativa
1-2p 3 4 L —6p - p)l
np np(l - p) [np(1 — p)"? np(l = p)

Para obtener una mejor perspectiva de la distribucién binomial y de su forr-a, <=
calcularan a3 y a, para distintos valores del parametro », de acuerdo con la tabla
4.2. Puede concluirse a partir de ésta, que la distribuciéon binomial es simétrica si p
= 1/2, con sesgo positivo si p < 1/2, y sesgada negativamente si p > 1/2. Para
los altimos dos casos, el sesgo se vuelve menos evidente conforme # es mas grande.
Ademas, la distribucion binomial es relativamente plana si p = 1/2. Para cualquier
otro valor de p, la distribucion binomial presenta un pico relativamente grande. Sin
embargo, si n es grande a, tiende a tres para cualquier valor de p y la distribucién
es mesocurtica.

De acuerdo con la definicion 3.14, la funcidén generadora de momentos para la
distribucioén binomial es:

mx(t) = E(e’X) = Z e” px(l - p)"—x

=0 (n—=x'x!

n! _
o P -
x=0 .

(1~ p)" + n(l ~ py"~'e'p)

nin—1)
2!
=[(1 — p) + €'p]". 4.15)

(1 _ p)n-Z(erp)Z + -+ (elp)n

+

TABLA 4.2 Factores de forma de la distribucidn binomial para distintos valores de p

p = 1/10 p =12 p = 9/10
8 0 B 8
o 3Vn 3Wn
46
oy 3+ “& 3 - —2‘ . 3+ —

9n n 9n
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Al tomar las dos primeras derivadas de (4.15) con respecto a ¢, se tiene:

dmx(t
”:,:() = nep(1 - p) + "'
y S |
vdZ \ .
— le);(t‘) = n(n — )(EPYl(1 — p) + €pI"™* + ne'pl(1 — p) + €'p]"".

Si ¢ = 0, se obtienen los momentos primero y segundo alrededor del cero,

dmx@) | _ et
ar |, npl(1 — p) + p]
y:
dZ
%(t) =n(n — DPL(1 = p) + pI""* + np[(1 = p) + p)"~"
=0

nn — Dp* + np,

que son idénticos a los determinados mediante el empleo del método directo. Los
momentos de orden superior pueden determinarse mediante la continuacion de este
proceso de diferenciacion y al evaluar la derivada en ¢ = 0. Notese que para este
caso los primeros dos momentos alrededor del cero se obtienen de manera mas facil
empleando la funcion generadora de momentos que tiene el método directo. Sin em-
bargo, esto no ocurre en general.

Ejemplo 4.3 Un club nacional de automovilistas comienza una campafia telefonica
con el propodsito de aumentar el nimero de miembros. Con base en experiencia pre-
via, se sabe que una de cada 20 personas que reciben la llamada se une al club. Si en
un dia 25 personas reciben la llamada telefénica ;cual es la probabilidad de que por
lo menos dos de ellas se inscriban al club? ;Cual es el nimero esperado?

Puesto que una de cada 20 personas se suscriben al club, p = 0.05. Ademas, si se
supone que las 25 personas constituyen un conjunto de ensayos independientes (una
suposicidon muy razonable en este caso) con una probabilidad constante p = 0.05 de
suscribirse al club, y si la variable aleatoria X es el nimero, de entre n = 25, que ter-
mina suscribiéndose al club, la probabilidad deseada es:

PX=2)=1-PX=<1) =1+ F(Q;25,0.05) = 0.3576.
Mediante el empleo de (4.4), el valor esperado de X es E(X) = (25)(0.05) = 1.25.
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4.3 La distribucion de Poisson

Llamada asi en honor de Siméon Denis Poisson, probabilista francés del siglo X1X.
quien fue el primero en describirla, es otra distribucion discreta de probabilidad
muy util en la que la variable aleatoria representa el nimero de eventos independien-
tes que ocurren a una velocidad constante. Muchos eventos aleatorios ocurren de
manera independiente con una velocidad constante en el tiempo o en el espacio. Al-
gunos ejemplos tipicos son el nimero de personas que llegan a una tienda de auto-
servicio en un tiempo determinado, el nimero de defectos en piezas similares para el
material, el nimero de bacterias en un cultivo, el nimero de solicitudes de seguro
procesadas por una compailia en un periodo especifico, etc. De hecho, la distribu-
cibn de Poisson es el principal modelo de probabilidad empleado para analizar
problemas de lineas de espera. Ademas, ofrece una aproximacion excelente a la fun-
cién de probabilidad binomial cuando p es pequefio y n grande. La deduccion de la
funcién de probabilidad de Poisson se desarrolla en un apéndice que se encuentra al
final de este capitulo.

Definicion 4.2 Sea X una variable aleatoria que representa el numero de eventos
aleatorios independientes que ocurren a una rapidez constante sobre el tiempo o el
espacio. Se dice entonces que la variable aleatoria X tiene una distribucién de Pois-
son con funcion de probabilidad.

_)‘AX
¢ x=0,1,2,.... A>0,
p(x;A) =3 x! (4.16)

0 para cualquier otro valor.

El parametro de la distribucion de Poisson es A, el niimero promedio de ocurren-
cias del evento aleatorio por unidad de tiempo. Para valores mayores que cero, A defi-
ne una familia de distribuciones con una funcién de probabilidad determinada por
(4.16). En la figura 4.2 se proporcionan algunas graficas de la funcién de probabili-
dad de Poisson, para distintos valores de A:

FIGURA 4.2 Grificas de la funcién de probabilidad de Poisson
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Puede verificarse que (4.16) es una funcién de probabilidad, puesto que
plx; A)> 0 parax =0,1,2...y

* X Ay &
e "\
X;A) =
N Eop( ) Eo x!
x€x AX \\
_x hl}
on
Az
i —A — vae
=e (l + A+ o + )
= e *et

= 1.

Para ilustrar, sea A = 1.2; entonces

p(x;l.2)=£%!l'2—x-, x=0,1,2,...
De esta forma se tiene
p(0; 1.2) = f:—l—-;!l—;gf = 0.3012, p4;1.2) = e—_lzz'l—zd = 0.0260,
p(l; 1.2) = L:'lz—l = 0.3614, p(5;1.2) = e———l;ﬂj = 0.0062,
p(2;1.2) = E:l—zz'lz = 0.2169, p6;1.2) = E-_—{le = 0.0012,
p(3;1.2) = % = 0.0867, p(71;1.2) = 51,72—32—7 = 0.0002.

A pesar de que puede continuarse este proceso sin finalizar, notese que las proba-
bilidades individuales son mas y mas pequefias conforme la variable aleatoria toma
valores cada vez mas grandes. Esta es una caracteristica general de la distribucion de
Poisson.

La probabilidad de que una variable aleatoria de Poisson X sea menor o igual a
un valor de x se determina por la funcion de distribucion acumulativa.

v ~Axi
PX<x) = Fs) = 3

i=0

4.17)

En la tabla B del apéndice, se encuentra tabulada (4.17) para distintos valores de x y
A. Notese de nuevo que la variable aleatoria de Poisson tiene un valor entero, y que
pueden usarse los valores de las probabilidades acumulativas de la tabla B para de-



X =2 \ P(X <3) = P(X <2) = F(2;2.5) = 0.5438;
. |
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terminar las probabilidades individuales mediante el empleo de la relacion:
PO \) = F(;\) — Fx — 15 A).

A continuacion se dan varios ejemplos del empleo de la tabla B. Sea A = 2.5.
La probabilidad de que X sea menor que tres es:

P B~ |

la probabilidad de que X sea mayor que cuatro es:

PR ;\\
ST PX=4)=1-PX<3)=1-F(3;2.5) = 0.2424;
" L:JJ\J

y la probabilidad de que X tome el valor de dos esta dada por: D

~ ERP
.

p(2;2.5) = F(2;2.5) - F(1; 2.5) = 0.2565.

Ejemplo 4.4 Después de una prueba de laboratorio muy rigurosa con cierto compo-
nente eléctrico, el fabricante determina que en promedio, solo fallaran dos componen-
tes antes de tener 1 000 horas de operacion. Un comprador observa que son cinco los
que fallan antes de las 1 000 horas. Si el nimero de componentes que fallan es una
variable aleatoria de Poisson, ;existe suficiente evidencia para dudar de la conclu-
sion del fabricante?

La duda en estadistica puede apoyarse en términos de la probabilidad. Si un
evento debe o no ocurrir bajo ciertas condiciones, su ocurrencia se decide en térmi-
nos de la probabilidad del evento bajo esas condiciones. Si la probabilidad de
ocurrencia es pequefia y el evento ocurre, entonces se puede preguntar, con justifica-
cién, por las condiciones. Al mismo tiempo debe tenerse en mente que un valor de
probabilidad pequefio no impide la ocurrencia del evento, a menos que este valor sea
cero. En dicho caso, se tiene que A = 2. Se supone que la frecuencia con que
ocurren las fallas es constante e igual a dos por cada mil horas o un promedio de
1/500 unidades por hora. La probabilidad de que fallen cinco componentes en mil
horas es:

—295

2
p(5;2) = 65, = 0.0361,

y la probabilidad de que por lo menos fallen cinco en 1 000 horas es:

) :
- P(X=5)=1- F(4;2) = 0.0527.

Ambas probabilidades son, de manera relativa, pequefias. Esto es, si el namero
de fallas en mil horas esta descrita de manera apropiada por la distribucion de Pois-
son con una frecuencia constante de dos, existe una probabilidad de observar exac-
tamente cinco unidades defectuosas de 0.0361 y una probabilidad de 0.0527 de ob-
servar por lo menos cinco en el mismo periodo de operacion. Sin embargo, antes de
tomar cualquier medida en contra del fabricante, es necesario contestar algunas pre-

B
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guntas. Por ejemplo, ;es la frecuencia de falla constante e igual a dos durante mil
horas? Aun si lo anterior fuese cierto, ;es el medio de operaciéon el mismo bajo el
cual el fabricante hizo sus pruebas? Esto es, ;es posible tener factores extrafos,
introducidos de manera inadvertida, que estén causando un nimero tan alto de
fallas? Las preguntas anteriores s6lo pueden constestarse con una comprensién

completa de la situacién.
o N\

Ejemplo 4.5 Considérese el juego de fatbol que se efectiia entre los 28 equipos que
constituyen la Liga Nacional de Fatbol (NFL). Sea la variable aleatoria de interés el
numero de anotaciones — seis puntos (touchdowns) — de cada equipo por juego.
Con el presente nimero de anotaciones por equipo en la temporada de 1979, ;existe
alguna razon para creer que el nimero de anotaciones es una variable aleatoria de
Poisson? - '

Para contestar a esta pregunta, se compararan los resultados observados con los
que se esperarian si el nimero de anotaciones fuese una variable aleatoria de Pois-
son, como se muestra en la tabla 4.3. La cuarta columna indica la probabilidad te6-
rica para cada uno de los valores que aparecen en la primera columna, suponiendo
que el namero de anotaciones es una variable aleatoria de Poisson.

Los valores de la cuarta columna se determinan con el calculo del valor del para-
metro A\ de la distribucion de Poisson y la evaluacion de la funcion de probabilidad
(4.16) para los valores-de la columna uno. El valor de A se obtiene sumando los pro-
ductos de las correspondientes posiciones de la primera y tercera columnas,

X = (0)(0.0781) + (1)(0.2210) + --- + (7)(0.0067)
= 2.435

TABLA 4.3 Distribuciébn del nimero de anotaciones de seis puntos por equipo y por juego
en la NFL, durante la temporada de 1979

Numero de Numero

Numero de veces Frecuencia Probabilidad esperado de
anotaciones observadas relativa teorica ocurrencias

0 35 0.0781 0.0876 39.24

1 99 0.2210 0.2133 95.56

2 104 0.2321 0.2597 116.34

3 1o 0.2455 0.2108 94.44

4 62 0.1384 0.1283 57.48

5 25 0.0558 - 0.0625 28.00

6 10 0.0223 0.0254 11.38

7* 3 0.0067 0.0124 5.56

Totales 448 0.9999 1.0000 448

* En realidad, esta cifra representa siete 0 més anotaciones, pero su ocurrencia es definitivamente escasa
en la NFL.
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lo que representa el nimeros promedio de anotaciones por equipo y por juego. Las
probabilidades puntuales se calculan mediante el empleo de: -

e 24%(2.435)"

plx; 2.435) = ’
x!

x=0,1,2,...

Estos son los primeros siete renglones de la cuarta columna. El Gltimo renglén es la
probabilidad de que X sea mayor o igual a siete. Los renglones de la Gltima columna
se encuentran multiplicando cada renglén de la columna cuatro por 448.

La comparacién de las columnas dos y cinco, o de las columnas tres y cuatro, re-
vela una concordancia muy razonable. Por lo tanto, puede concluirse que el niimero
de anotaciones es una variable aleatoria de Poisson. Que la variable aleatoria sea del
tipo Poisson, se basa en que el nimero de anotaciones por equipo y por juego en la
NFL es un conjunto de eventos aleatorios independientes, de manera que la frecuen-
cia de anotacion es constante durante los 60 minutos del juego. La frecuencia de
anotacion puede ser mas constante en la NFL como consecuencia de la calidad del
juego y del oponente que en el futbol colegial.

La distribucién de Poisson también es una forma limite de la distribucién bino-
mial cuando n — < y p— 0 de manera que no permanece constante. Este resul-
tado se obtiene mediante el siguiente teorema, formulado por Siméon Poisson.

Teorema 4.1 Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial y funcion de
probabilidad:

plx;n, p) = p'd - p)y x=0,12,..n

n!
(n — x)x!
Siparan = 1,2 ...larelacibn p = A/n es cierta para alguna constante A > 0, en-
tonces:

e—/\x\'
x!

lim p(x;n,p) = x=0,1,2,...

n—x

p—0

La prueba del teorema 4.1 se proporciona en un apéndice al final del capitulo.

En el contexto del teorema 4.1, la distribucion de Poisson se piensa como aquélla
en la que la variable aleatoria puede tomar valores distintos (n es grande pero las
probabilidades son pequeflas) y — p = \/n tiene un valor cercano a cero. Como
resultado, la funcion de probabilidad de Poisson se emplea de manera extensa para
aproximar la funcion de probabilidad binomial cuando n es, de manera relativa,
grande y p pequefio, de manera tal que A = np tiene un valor moderado. En la tabla
4.4. se ilustra la mejoria en la aproximacion Poisson de la funcién de probabilidad
binomial conforme n crece y p decrece tal que A = np permanece constante e igual
a dos.

Ejempio 4.6 Un comprador de grandes cantidades de circuitos integrados ha adop-
tado un plan para aceptar un envio de éstos y que consiste en inspeccionar una
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TABLA 4.4 | Comparacion de las probabilidades binomial y de Poisson

Binomial de Poisson
x - p(x; 10, 0.2) pix; 20, 0.1} plx; 40, 0.05) plx; 100, 0.02) plx; 2)
0 0.1074 0.1216 0.1285 0.1326 0.1353
1 T 0.2684 0.2702 0.2706 0.2707 0.2707
2 0.3020 0.2852 0.2777 0.2734 0.2707
3 0.2013 0.1901 0.1851 0.1823 0.1804
4 0.0881 0.0898 0.0901 0.0902 0.0902
5 0.0264 . 0.0319 0.0342 0.0353 0.0361
6 0.0055 0.0089 0.0105 0.0114 0.0120
7 0.0008 0.0020 0.0027 0.0031 0.0034
8 0.0001 0.0004 0.0006 0.0007 0.0009
9 0.0000 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002

muestra aleatoria de 100 circuitos provenientes del lote. Si €l comprador encuentra
no mas de dos circuitos defectuosos en la muestra, acepta el lote; de otra forma, lo
rechaza. Si se envia al comprador un lote que contiene 1% de circuitos defectuosos,
icual es la probabilidad de que éste sea aceptado?

Sea X la variable aleatoria que representa el namero de circuitos defectuosos en-
contrados en una muestra de 100 y supéngase que X tiene una distribuciébn binomial.
En otras palabras, se supone que los 100 circuitos seleccionados del lote constituyen
100 ensayos independientes, de manera tal que la probabilidad de tener un circuito
defectuoso es constante e igual a 0.01. La probabilidad de aceptar el Iote es 1a misma
de X con valor menor o igual a dos. Dado que n = 100 es relativamente un valor
grande y p = 0.01 es pequeiio; la probabilidad binomial puede aproximarse median-
te la distribucion de Poisson, escogiendo A = np = 1:

P( aceptacion) = P(X < 2) = Fp*(2; 1) = 0.9197.

Debe notarse por comparacion que si se empleara la distribucién binomial se
tendria:
P(X < 2) = Fg*(2; 100, 0.01) = 0.9206.

Los momentos de la variable aleatoria de Poisson se determinan mediante los
mismos procedimientos utilizados para obtener los momentos de la variable aleatoria
binomial. Si X es una variable aleatoria de Poisson, su valor esperado es:

: e A)\.\
X

E(X)

x!

x=I
ks

= ()_)‘ z A

-1

* Se emplean los subindices para distinguir entre las dos funciones de distribucion. Se emplearan las mis-
mas marcas para distinguir entre dos funciones de probabilidad, cuando sea necesario.
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x

A,(—I
= D!

x

= re ?

‘ ¥
Ae? Y= 1
y=0J"

= A, ' (4.18)

Para la varianza X:

x

> x(x — ])e‘ X

!
x=0 X

ElX(X — 1]

x

A.\'—Z

2 _—A
Ne " 2 T

Aze_xz)j, y=x—2
v=0JY:

4.19)

I
>~
N

Entonces', de (4.5):

y la varianza de X es:

N
2
=
I
3
|
.;N

=N+A-N
=\ (4.20)

De esta manera, una caracteristica distintiva de la variable aleatoria de Poisson es
que su media es igual a su varianza.

El ejercicio para el lector es que demuestre que, para el tercer momento central,
se tiene:

E[X(X — DX — 2)] = A\’ (4.21)
Mediante el empleo de (4.7):
my = A+ 3N + A,
y el tercer momento central es:
M3 = A.
Como resultado, el coeficiente de asimetria se determina por:

ay = pa/ps? = 1/VA. 4.22)

- ——
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Para el cuarto momento central puede emplearse el mismo procedimiento para
demostrar que;. ~

EIXX - DX =X -3 = A, @)
y de (4.8): ’ '
' py= A+ 607 + A A (4.24)

Mediante el empleo de (3.10) el cuarto momento central es:
Ry = 3A2 + A,
y el cuarto momento estandarizado para la distribucién de Poisson lo establece:

1
oy = pafps =3+ X (4.25)

Se proporciona un resumen de las propiedades de la distribucién de Poisson en la
tabla 4.5. La distribucion de Poisson se encuentra sesgada positivamente para cual-
quier valor A > 0, pero la asimetria disminuye para valores relativamente grandes
de A. Ademas, la distribucion de Poisson es leptocirtica, puesto que a, es mayor
que tres, pero tiende a convertirse en mesocirtica para valores grandes de A.

La funcién generadora de momentos para la distribucién de Poisson se determi-
na por: \

—Ay X
my() = 3 e &N

exp [Ae’ — D)]. (4.26)

TABLA 4.5 Propiedades basicas de la distribucidbn de Poisson

Funcion de probabilidad Parametro
—Ay X
e "N
pX;A) = o A>0
x=0,1,2, ..
Coeficiente ] )
Media Varianza de asimetria Curtosis relativa

. 1 1
A A \/X 3+X
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Notese que, como se esperaba: m,(0) = €'~ = I. El ejercicio para el lector es
demostrar que (4.26) da los momentos de la variable aleatoria de Poisson después de
llevar a cabo el proceso de diferenciacién apropiado.

En conclusion, la distribucién de Poisson es leptociirtica con un sesgo positivo y
se emplea para modelar el nimero de eventos aleatorios independientes que ocurren
a una rapidez constante ya sea sobre el tiempo o el espacio. Se ha empleado de mane-
ra extensa para el estudio de linea de espera, confiabilidad y control de calidad. Es
también una forma limite de la distribuci6én binomial y la aproxima de manera ade-
cuada para valores grandes de n y pequefios de p. Sin embargo, debe aplicarse cuida-
dosamente la distribucion de Poisson a situaciones en las que las condiciones de in-
dependencia y rapidez constante de ocurrencia son dudosas.

Por ejemplo, considérese la distribucion del nimero de infracciones recibidas por
los automovilistas en un periodo de diez afios. Puede argumentarse que la distribu-
cion de Poisson es el modelo de probabilidad adecuado, pues la probabilidd de reci-
bir una infraccién en un dia cualquiera es pequefia y ha, muchos dias en diez afios.
Sin embargo, no es comin que las condiciones de independencia y rapidez constante
sean validas. La independencia es dudosa debido a que si un automovilista en parti-
cular recibe una infraccién, es razonable pensar que manejari de manera mas cuida-
dosa. En grupos de distinta edad esta frecuencia puede variar, ya que las compaiiias
aseguradoras sostienen que los conductores de mayor edad respetan mas los limites
de velocidad que los conductores jovenes.

4.4. La distribucion hipergeométrica

Para establecer las condiciones basicas que llevan a otra distribucion discreta de pro-
babilidad conocida como hipergeomeétrica, considérese el siguiente problema: sea Nel
nimero de representantes de un determinado estado que asisten a una convencion

politica nacional, y sea k el niimero de los que apoyan al candidato A, mientras.

que el resto N — k apoya al candidato B. Supdngase que una organizacion informativa
selecciona aleatoriamente a n representantes y les pregunta sus razones para apoyar
a los candidatos. Si X es una variable aleatoria que sustituye el nimero de represen-
tantes en la muestra que apoyan al candidato A, ;cual es la funcion de probabilidad
de X7

Esta situacion parece ser binomial porque entre N representantes de un estado
existen dos grupos distintos con probabilidad k/N y (N —k)/N. Sin embargo, consi-
dérese con més detalle el proceso de seleccion para la muestra de n representantes.
Es razonable suponer que se selecciona un representante, se le preguntan sus razones
y no vuelve a ser seleccionado.* El resultado es que no existe independencia entre la
seleccion de un representante y el siguiente. Por ejemplo, supongase que el primer
representante seleccionado apoya al candidato A. Entonces quedan N — 1 represen-
tantes de los cuales k —1 apoya a A. Por lo tanto, la probabilidad condicional de que

* Esto se conoce como muestreo sin reemplazo y es una condicion fundamental para la distribucion hi-
pergeométrica. En la distribucion binomial, se supone que el muestreo se hace con reemplazo, aseguran-
do la independencia y la probabilidad constante.

—
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el siguiente candidato apoye también a A es (k —1)/(N —1) y no k/N, y la probabili-
dad condicional de que el siguiente representante apoye a B es (N —k)/(N —1) y no
(N —k)/N.

Para determinar la probabilidad de que, de maneras exacta, se seleccionen x
representantes que apoyen a A y n — x que apoyen a B, se procedera de la siguiente
forma: el nimero de maneras distintas en que puede seleccionarse una muestra de n
representantes de un total de Nes (V); y cada muestra tiene una probabilidad de selec-
ci6n igual a 1/(%). De manera similar, la seleccion de x personas que apoyen a A es
un evento que puede ocurrir de () maneras distintas, y la seleccion de (n — x) repre-
sentantes que apoyen a B es un evento que puede suceder de (} ~ *) maneras. El no-
mero total de maneras en que ambos eventos pueden ocurrir es (:)(Y - ¥). De esta
forma, la probabilidad de seleccionar x representantes que apoyen al candidato A es

K\ (N -k
x/\n—x
plx) = ——.
(N
(>
Definicion 4.3 Sea N el nimero total de objetos en una poblacion finita, de mane-
ra tal que & de éstos es de un tipo y IV — k de otros. Si se selecciona una muestra alea-

toria* de la poblacion constituida por n objetos de la probabilidad de que x sea de un
tipo exactamente y n — x sea del otro, esta dada por la funcion de probabilidad hi-

‘ 2o .
X n X X —0. !, 2, ...,n; xsk, n XSN k.,

p(x; N, n, k) = § <N> ' N, n, k, enteros positivos, 4.27)
n

\0 para cualquier otro valor

Los parametros de la distribucion hipergeométrica son N, n, y k. Estos definen
una familia de distribuciones con funcién de probabilidad determinada por (4.27).
En la figura 4.3 se muestran algunas graficas de (4.27) para distintas combinaciones
de N, n, y k.

La funcion de probabilidad (4.27) de la distribucion hipergeométrica y la funcioén
de distribucidn acumulativa, definida por:

K\ (N — k
i n—1i

PX<x)=F(x;N,n, k)= E _ (4.28)
i=0 N
()

* Véase el capitulo siete para la definicion de una muestra aleatoria.
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N=10 N=10
04} ne 04f n=4
k=5 k=4
03} 0.3F
=
a 0.2F 0.2F
01} I 0.1F l
012345 01234cx

FIGURA 4.3 Gréficas de la funcién hipergeométrica de probabilidad

se encuentra tabulada en [4] para valores de N, n, y k desde N = 2, n = 1 hasta N
= 100y n = 50. Una parte de éstas se encuentra en la tabla C del apéndice. El calcu-
lo de las probabilidades hipergeométricas puede convertirse en tedioso, especialmen-
te si n es grande. Sin embargo, puede simplificarse si se emplea la siguiente formula
de recursion,

(n — x)(k — x)
xd+1D)N-k—n+x+1

plx + 1;N, n, k) = px; N, n, k), (4.29)

la cual se puede obtener directamente de la funcion de probabilidad hipergeométrica.

Ejemplo 4.7 SupoOngase que se tienen 50 representantes de cierto estado, a una con-
vencion politica nacional, de tos cuales 30 apoyan al candidato A y 20 al candidato B.
Si se sé;leccionan aleatoriamente cinco representantes, ;jcual es la probabilidad de
que, entre estos cinco, por lo menos dos apoyen al candidato A?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de personas en la muestra
que apoyana A, ParaN = 50, n = 5, y k = 30, la funcion de probabilidad de X esta

dada por:
30 20
X /\5 —x

p(x:50,5,30) = ———, x=0,1,..., 5

(5)

PX=22)=1-PX=<1)=1~-[p;50,5,30) + p(1; 50, 5, 30)].

y la probabilidad de que X = 2 es:

e A R o, S

v

H
§
g
[
¢
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Dado que:

B @)

p(0; 50, 5, 30) = = = 0.007317,
N ~ 50 50
- 3
y, de (4.29):
. 5 -0 -
p(1; 50, 5, 30) = C-030-0 050,530 = 0.068597,

O+DE0-30-5+0+1)
se encuentra que: '

P(XB 2) =1 - (0.007317 + 0.068597) = 0.9241.

Un area muy fructifera en aplicaciones para la distribucién hipergeométrica es
el control estadistico de calidad y la aceptacion de muestreo. En este contexto sea N el
namero de unidades en un lote, de las cuales & se encuentran defectuosas. Si se selec-
ciona una muestra aleatoria del lote formada por n < N unidades, la probabilidad
de que la muestra contenga x unidades defectuosas se determina mediante el empleo de
la funcién hipergeométrica de probabilidad (4.27). En aceptacion del muestreo, la
raz6n de que s6lo se seleccione la muestra de un lote obedece mas bien a restricciones
de tiempo y dinero. La decisidon de cuando aceptar o rechazar un lote se basa, de ma-
nera general, en el nimero de articulos defectuosos encontrados en él. Estos concep-
tos se trataran con gran detalle en el capitulo once.

Ejemplo 4.8 Considérese un fabricante de automéviles que compra los motores a
una compaflia donde se fabrican bajo estrictas especificaciones. El fabricante recibe
un lote de 40 motores. Su plan para aceptar el lote consiste en seleccionar ocho, de
manera aleatoria, y someterlos a prueba. Si encuentra que ninguno de los motores
presenta serios defectos, el fabricante acepta el lote; de otra forma lo rechaza. Si el
lote contiene dos motores con serios defectos, ;cual es la probabilidad de que sea
aceptado?

Sea X el nimero de motores defectuosos en la muestra. ParaN = 40, n = 8,y k
= 2, la probabilidad de aceptacion es
2)/38
0/\ 8

40
8

De esta manera el lote 40 tiene una probabilidad menor de 2/3 de ser aceptado si
contiene dos motores defectuosos. Debe notarse que la esencia del control
estadistico de calidad es la mejoria de la calidad del producto. Si un vendedor sabe
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que su producto pasara por una seleccion que verifica la calidad del producto, puede
poner en marcha en su propia fabrica un control de calidad intencionado con el pro-
posito de minimizar el nimero de lotes rechazados. Por lo tanto, es razonable supo-
ner que esta practica dara como resultado un producto de calidad superior.

¢Qué pasa con la distribucion hipergeométrica si el tamafio de la muestra n es
s6lo una pequefia fraccion de un lote de tamaiio N relativamente grande? Supéngase
que se envia un lote de 2 mil unidades de las cuales 40 se encuentran defectuosas. Si
se selecciona una muestra de 50, sin reemplazo, la probabilidad de que el primer ar-
ticulo seleccionado se encuentre defectuoso es de 40/2 000 = 0.02. La probabilidad
condicional de que el segundo articulo también se encuentre defectuoso dado que el
primero lo fue, es 39/1 999 = 0.0195. A pesar de que estas probabilidades no tienen
el mismo valor, puede argumentarse, desde un punto de vista practico, que la diferen-
cia es insignificante. Es por esta razén que en muchas ocasiones se emplea la distri-
bucién binomial para aproximar a la distribucién hipergeomeétrica cuando el cocien-
te n/N ¢s pequeio,

Si la proporcion de articulos defectuosos en el lote es p = k/N, puede escribirse
la funcién de probabilidad hipergeométrica como:

() =v)

pulx; N, n, p) = (4.30)

(%

lim p,(x; N, n, p) = pglx;n, p),

N—x

Puede demostrarse entonces que

en donde pu(x; n, p) es la funcibn de probabilidad binomial. De esta forma la
distribucion hipergeomeétrica tiende a la binomial con parametros n y p/k/N confor-
me el ¢ociente n/N se vuelve mas pequefio. De manera general, la funcion de probabi-
lidad binomial aproximara de manera adecuada a (4.30) si se tiene que n < 0.1N.
En la tabla 4.6 se proporcionan algunas comparaciones entre las probabilidades bi-
nomial e hipergeométrica conforme el cociente n/N disminuye.

Ejemplo 4.9 Un fabricante asegura que solo el 1% de su produccion total se en-
cuentra defectuosa. Supongase que se ordenan 100 articulos y se seleccionan 25 al
azar para inspeccionarlos. Si el fabricante se encuentra en lo correcto, jcual es la
probabilidad de observar dos o mas articulos defectuosos en la muestra?

Sea X el nimero de articulos defectuosos en la muestra. Entonces X es una va-
riable aleatoria hipergeométrica con parametros N = 1000, n = 25,y k = Np =
(1 000)(0.01) = 10. Dado que el cociente n/N es, de forma considerable, menor de
0.1, puede emplearse la distribuciéon binomial para aproximar la probabilidad deseada:

PX=22)=1-PX=<I) =1— Fyg!:250.01) = 0.0258.
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TABLA 4.6 Comparacion entre los valores de probabilidad binomial o hipergeométrica

Hipergeométrica  Binomial Hipergeométrica  Binomial Hipergeométrica Binomial
x p(x; 100, 20, 5) p(x; 20, 0.05) p(x; 100, 10, 5) p(x; 10, 0.05) p(x; 100, 5, 5) p(x; 5, 0.05)

0 0.3193 0.3585 0.5838 0.5987 0.7696 0.7738
H 0.4201 0.3774 0.3394 0.3151 0.2114 0.2036
2 - 0.2073 0.1887 0.0702 0.0746 0.0184 0.0214
3 0.0478 0.0596 0.0064 0.0105 0.0006 0.0011
4 0.0051 0.0133 0.0003 0.0010 0.0000 0.0000
5 0.0002 0.0022 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000

en donde Fg(1; 25, 0.01) es la funcidon de distribuciébn acumulativa binomial. A
continuacion se analizara el proceso de decision para este problema. La probabili-
dad de tener dos o mas articulos defectuosos en la muestra es muy pequefia. Supon-
gase que se observan dos o mas articulos defectuosos; entonces el proceso de decision
relativo al lote debe hacerse con base en la probabilidad. Esto es, si se supone que las
condiciones son verdaderas, se ha observado algo que s6lo tenia una oportunidad de
2.5% de ocurrir. Por otro lado, si la aseveracion del fabricante no es cierta y la pro-
porcion de articulos defectuosos es del 3%, entonces la probabilidad de observar dos
o mas defectuosos es

P(X=2) =1- F(1;25,0.03) = 0.1720,

que es un valor mas plausible a la luz de la evidencia actual que es de 0.0258. De esta
forma, si se observan dos o mas articulos defectuosos de entre los 25, se debe recha-
zar el lote. :

Para determinar la media de 1a distribucion hipergeométrica se sigue un procedi-
miento analogo al empleado para la distribucion binomial. Si 1a funcién de probabi-

lidad esta dada por (4.27),
K\[{N - k
x)\n—x

EX)= D x
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() -0

N! N (N - 1)
N-min' n|WN-nn-1D]

pero puede demostrarse que:

Entonces:

E(X)

= x| (4.31)

la suma es igual a unc dado que es la suma de una funcion de probabilidad hipergeo-

métrica con parametros M, s, y r. Notese que si p = k/N, la media de la variable

aleatoria hipergeométrica es la misma que la de la variable aleatoria binomial.
Con el mismo procedimiento puede demostrarse que la varianza de una distribu-

cion hipergeomeétrica es:
nk(N — k) ' (N —n)
N? (N = 1)

Var(X) =

Si p=k/N y(t — p =(N- k/N,

N —n
Var(X) = np(1 — p)(N — l)

La varianza de una variable aleatoria hipergeométrica es mas pequeiia que la corres-

D AR

(4.32)



pondiente a la variable aleatoria binomial por un factor de (N — n)/(N — 1). Sin
embargo, si N es grande al compararse con n, este factor se encontrara cercano a
uno, dando como resultado una varianza practicamente igual a la binomial. El resul-
tado anterior era de esperarse ya que si n es s6lo una pequeiia fraccion de un lote de
tamaiio N, la distribucion hipergeométrica tiende a la distribucién binomial.

La determinacion del coeficiente de asimetria y la curtosis relativa para la distri-
bucién hipergeométrica sigue el mismo procedimiento dado para la distribucién bi-
nomial. Estas cantidades se dan en la tabla 4.7. Noteseque para N > 2,si N < 2k
o si N < 2n, la distribucién hipergeométrica se encuentra sesgada negativamente.
Si N =2k osi N = 2n, es simétrica. Si N > 2k y N > 2n, la distribucién se
encuentra sesgada positivamente. El lector puede consultar [2] para la funcién gene-
radora de momentos. Debe notarse que la funcion generadora de momentos repre-
senta un trabajo muy tedioso para determinar los momentos. La tabla 4.7 propor-
ciona un resumen de la informacion més importante para esta distribucién.

4.5 La distribucion binomial negativa

Sea un escenario binomial en que se observa una secuencia de ensayos independien-
tes; la probabilidad de éxito en cada ensayo es constante e igual a p. En lugar de fijar
el niimero de ensayos en n y observar el nimero de éxitos, supOngase que se conti-
nhan los ensayos hasta que han ocurrido exactamente k éxitos. En este caso, la va-
riable aleatoria es el nimero de ensayos necesarios para observar k éxitos. Esta si-
tuacion lleva a lo que se conoce como la distribucion binomial negativa.

TABLA 4.7 Propiedades basicas de la distribucion hipergeométrica

Funcion de probabilidad Parametros
k[N — k
n—x
PO N, n, k) = N, n, k, enteros positivos
( ) lsn<N; k<N
N=12, ..
=0,1,2, ...,
x<k, n—-—x< N —k
Coeficiente Curtosis
Media Varianza de asimetria relativa
nk nk(N — k)N — n) (N~ 2k)(N ~ 2n}(N - 1)"* .
N NIN - D) (N = D[nk(N — kYN - n)]"?
NN -1

*

a, =

(N ~ 2XN = 3)Ink(N — k)N - n)

{N(N + 1) —6n(N—n) + 3§(N - K [NYn - 2) -~ Ni* + 6n(N — n)]}
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La determinacion de la funcién de probabilidad sigue el mismo tipo de razona-
miento empleado para obtener las funciones de probabilidad de las distribuciones
binomial e hipergeométrica. Se desea determinar la probabilidad de que en el »-
ésimo.ensayo ocurra el k-ésimo éxito. Si se continGian los ensayos independientes
hasta que ocurre el k-ésimo éxito, entonces el resultado del Gltimo ensayo fue éxito.
Antes del Gltimo ensayo, habian ocurrido & —1 éxitos en n — 1 ensayos. El nimero
de maneras distintas en las que pueden observarse k¥ — 1 éxitos en n — 1 ensayos es:

"~ 1. Por lo tanto, la probabilidad de tener k éxitos en n ensayos con el wiltimo
siendo un éxito, es:

pn; k, p) = (Z : :) pra - py* n=kk+1,k+2, ... (433

La expresion (4.33) es la funcién de probabilidad de lo que se conoce como la
distribucién de Pascal. Mediante el empleo de (4.33) puede obtenerse la distribucién
binomial negativa sustituyendo n = x + k en (4.33), en donde x es el valor de una
variable aleatoria que representa el nimero de fracasos hasta que se observan, de ma-
nera exacta, k €xitos.

Definicion 4.4 Sea X + k, el nimero de ensayos independientes necesarios para
alcanzar, de manera exacta, k éxitos en un experimento binomial en donde la proba-
bilidad de éxito en cada ensayo es p. Se dice entonces que X es una variable binomial
negativa con funciébn de probabilidad '

k+x—1 ) x=0,12,..
( k i 1 ) pk(] - P) k = 1, 2’ oo
p(x; k, p) = O<p=<l, (4.34)
0 para cualquier otro valor

La distribucion se llama ‘‘binomial negativa’’ debido a que las probabilidades
dadas por (4.34) corresponden a los términos sucesivos de la expansion binomial de:

( [ p) -k
14 14

Los parametros de la distribucion binomial negativa son k y p, en donde & no ne-
cesita ser un entero. Si es asi, la distribucion se conoce como distribucion de Pascal,
misma que se interpreta como el tiempo que hay que esperar para que ocurra el k

éxito. Si k no es entero, la funcion de probabilidad dada por (4.34) se escribe de ma-
nera tal que se involucre a la funcion gama,

Ttk + 9

L e + v o x=0,
plx: k, p) = TR p(l p) k>0, 0<p<l. (4.35)

En este contexto la distribucion binomial negativa es un caso particular de la distri-

——
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bucién de Poisson compuesta. Una distribucion compuesta de una variable aleatoria
X es aquella que depende de un parametro que a su vez €s una variable aleatoria con
una distribucion dada. En el capitulo seis se plantea este problema parala distribu-
cién binomial negativa.
Debe notarse que si kK = 1 en (4. 34), surge un caso espec1al de la distribucion bi-
nomial negativa, que se conoce con el nombre de distribucion geométrica y cuya
funcion de probabilidad esta dada por

pe;p) = p(l — pf,  x=0,1,2,.... 0<p=<l. (4.36)

La variable aleatoria geométrica representa el niamero de fallas que ocurren antes de
que se presente el primer éxito. En la figura 4.4 se ilustran varias graficas de la fun-
cion de probabilidad binomial negativa (4.34) para varios valores de ky p.

En la referencia [6] se encuentra una extensa tabla de probabilidades individual y
acumulativas para la distribucion binomial negativa. Es posible emplear la distribu-
cibn binomial para obtener las probabilidades de la distribucion binomial negativa.
Puede demostrarse que si X es una variable aleatoria binomial negativa con funcion
de probabilidad dada por (4.34), entonces:

PX<x)=P(Y=k),

en donde Y es una variable aleatoria binomial con parametros n = k + x y p. Esto
es:

Fng s k,p) =1 — Fgk — 15k + x, p), 4.37)

en donde Fyg(x; k, p) esladistribucion binomial negativa acumulativay Fy(k —
1; kK + x, p) es la distribucién binomial acumulativa. Mediante el empleo de (4.37)
puede determinarse las probabilidades individuales de la distribucion binomial negati-
va. Por ejemplo,

k=4,p=0.5 k=4,p=08 k=2,p=05
0.4( ' 0.4 0.4’—
0.3F 0.3} 0.3+
< 02f 0.2} 0.2k
0.1 0.1+ I 0.1F ll
|, L1l
012345678 012345 0123456x

T

FIGURA 4.4 Graficas de la funcidn de probabilidad binomial negativa
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P(X = x) = Fng(x; k, p) — Fng(x = 15k, p)
= (- Bk — Lk +x,p)] = (1~ Fylk — 1k +x — 1,p)]
= Fglk — 1,k + x — l,p)‘— Fgk — l;k‘+ x,p); (4.38)
Para ilustrar el uso de (4.37) y (4.34), seak = 2y p = 0.5 en (4.34):
pas(x;2,0.5) = (x + 1)(0.5%0.5, x=0,1,2,....
La probabilidad de que X =< 3 es
P(X <3) = Fyp(3;2,0.5) = 1 — Fg(1;5,0.5) = 0.8125;
la probabilidad de que X = 2es
P(X = 2) = Fg(1;3,0.5) — Fg(1;4,0.5) = 0.1875;
y la probabilidad de que X > 1 es

PX>1)=PX=2) =1- Fy(l;2,0.5)
TR - [1 - Fy(1;3,0.5)]
0.5.

il

- 7 T

La aplicacion primaria de la distribucién binomial negativa es una alternativa
adecuada para el modelo de Poisson cuando la frecuencia de ocurrencia no es cons-
tante sobre el tiempo o el espacio. También se emplea de manera frecuente para mo-
delar las estadisticas de accidentes, datos psicologicos, compras del consumidor y
otras situaciones similares en donde la frecuencia de ocurrencia entre grupos o indi-
viduos no se espera que sea la misma. Por ejemplo, las estadisticas de accidentes au-
tomovilisticos indican de manera consistente que los conductores jovenes tienen
mas accidentes que los de mas edad, y que los hombres tienen un mayor niimero de
accidentes que las mujeres. Desde este punto de vista no debe tomarse la distribucion
binomial negativa en terminos de cuantos ensayos se necesitan para alcanzar un de-
terminado namero de éxitos. Mas bien, debe considerarse como el nimero de
ocurrencias en el tiempo o en el espacio cuando la frecuencia de éstas no es constan-
te. Para una aplicacion en particular, vease la referencia [1].

Los momentos de una variable aleatoria binomial negativa pueden determinarse al
obtener los momentos factoriales, como se hizo para las distribuciones binomial, de
Poisson e hipergeomeétrica. También es posible obtener la media, la varianza, el coe-
ficiente de asimetria y la curtosis relativa a partir de las expresiones dadas por (4.4),
(4.6) y (4.14) respectivamente. Puede demostrarse que si estas expresiones reempla-
zan los parametros binomiales n, (1 — p) y p con las cantidades—k, 1/p y~(1— p)/p,
respectivamente, se obtendran los momentos binomiales negativos deseados. De
acuerdo con lo anterior, si X es una variable aleatoria binomial negativa con funcién
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de probabilidad dada por (4.34):

gxy = =P (4.39)
5 ,
Var(X) = '—‘QP‘Z—P), . (4.40)
__2-p
R T L (@40
., (pP-6p+6)
=3 (4.42)

En la tabla 4.8 se proporciona la informacién mas util para la distribucién bino-
mial negativa. A partir de esta tabla son evidentes algunas propiedades basicas de tal
distribucion. La varianza es mas grande que la media en forma permanente, asi
como la distribucion prescnta un sesgo positivo y es leptocirtica puesto que ay
siempre es mas grande que tres, pero ay, — 3 conforme k — .

Ejemplo 4.10 En un articulo de R. Pollard (véase la referencia [5]) se demuestra
que el nimero de anotaciones de seis puntos por equipo en el fatbol colegial se des-
cribe de manera apropiada mediante una distribuciéon binomial negativa. La tabla
4.9 contiene informacion muy semejante a la que aparece en la tabla 4.3. Para deter-
minar de manera teérica la probabilidad de ocurrencia, es necesario tener estima-
ciones de los valores de los parametros k y p. Dado que la media y 1a varianza de una
variable aleatoria binomial negativa estan dadas por (4.39) y (4.40) respectivamente,
se resuelve para k y p y se obtiene:

__EX) _ B
P Varxy 7Y " Var(X) - EX)’

TABLA 4.8 Propiedades basicas de la distribucidbn binomial negativa

Funcién de probabilidad Parametros
oy [kt x 1Y) k, k > 0 (distribucién de Pascal si
pixik.p) = ( k—1 ) pL=p k es un entero positivo)
x=0,1,2,... p, 0sp=l
Coeficiente ' Curtosis
Media Varianza de asimeltria relativa
k(1 = p) k(1 — p) 2-p 3+(pz-6p+6)

p ‘ P’ k(1 — p)'”? k(1 — p)
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TABLA 4.9 Distribucion del nimero de anotaciones de seis puntos por equipo y por juego
en el futbol colegial, 1967

Numero Numero

Numero de de veces Frecuencia Probabilidad esperado de
anotaciones observadas relativa tedrica ocurrencias

0 272 0.1174 0.1205 . 279

1 485 0.2094 0.2117 490

2 537 0.2319 0.2197 509

3 407 0.1757 0.1754 406

4 258 0.1114 0.1190 276

5 157 0.0678 0.0722 167

6 101 0.0436 0.0404 94

7 57 0.0246 0.0212 49

8 23 0.00°9 0.0106 25

9 8 0.0035 0.0051 12

10 5 0.0022 0.0023 5

1+ 6 0.0026 0.0019 4

Totales 2316 1.0000 1.0000 2316

El método con que se calculan estos parametros* es la suposicion de que las esti-
maciones de E(X) y Var(X) son iguales a la media X y la varianza s°, muestral, mis-
mas que tienen un valor de 2.58 y 3.79 respectivamente. De acuerdo con lo anterior,
la estimacion de p resulta ser 0.6807 y la de k, 5.5012. Puesto que esta ultima no es un
entero, se emplea la funciébn de probabilidad dada por (4.35) para determinar las
probabilidades teoricas.

La diferencia aparente entre las distribuciones del niimero de anotaciones por
equipo entre la NFL y el fatbol colegial se puede explicar en gran parte por la gran
variabilidad que existe en la calidad de los oponentes en el fatbol colegial cuando
éste se compara con la NFL. Como resultado, se espera que la frecuencia con la que se
anotan seis puntos en el futbol colegial sea mas una funcién del oponente de lo que
es en la' NFL. De esta manera es como se sugiere la distribucion binomial negativa.

Mediante un empleo directo de la definicion, la funcion generadora de momen-
tos de la distribucidbn binomial negativa se obtiene de la siguiente manera:

lx(k +x — ~ )pk(l _ p)x

- !
)v 1

E(elX) —

2 e
2 Pl — p)e'Yy
x=0

k(k + 1)

5 P = pe'l’ + -,

P+ kp'l(1 — p)e') +

* Véase el capitulo ocho, en particular la seccion 8.3.2 para la estimacion de parametros.
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_ ] -k
pero ésta es la expansion binomial de l:l — Q—L)e-] ; por lo tanto, la funcién

p p
generadora de momentos esta dada por:
o . )

_ p
‘ e ey (4.43)

Con las distribuciones binomial, de Poisson, binomial negativa ¢ hipergeométri-
ca, se ha hecho un intento para proporcionar al lector distribuciones discretas de
probabilidad que han demostrado ser modelos adecuados para muchos fenémenos
interesantes y Gtiles de manera practica. A pesar de que estas distribuciones son simi-
lares entre si, cada una de ellas posee caracteristicas distintas que brindan al usuario
la informacion necesaria para una seleccion apropiada. También debe notarse que si
un fendémeno no presenta todas las propiedades de una distribucién determinada es
suficiente para excluirla como modelo de probabilidad adecuado para ese fenémeno
aleatorio.

Las distribuciones binomial, de Poisson y binomial negativa involucran ensayos
de Bernoulli en el muestreo que se lleva a cabo con reemplazo. En la distribucién bi-
nomial el muestreo se lleva a cabo con un namero fijo de ensayos que tienen una
probabilidad de éxito o fracaso constante. En la distribucion de Poisson el nimero
de ensayos es de tal manera infinito que la ocurrencia o no de un evento es constante
en el tiempo y en el espacio. En la distribucién binomial negativa, ¢l muestreo se
continiia hasta observar un determinado namero de éxitos y el namero de ensayos
puede ser infinito. Por lo tanto, esta distribucidn es una alternativa factible de la de
Poisson cuando la frecuencia de ocurrencia no es constante en el tiempo y el espacio.
En la distribucidbn hipergeométrica los ensayos no son independientes puesto que el
muestreo se lleva a cabo sin reemplazo. No s6lo el tamaiio de la muestra es fijo, sino
que se supone que la poblacion es finita y, muchas veces, relativamente pequeiia.
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Ejercicios

4.1.

4.2

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.38.

4.9.

Sea X una variable aleatoria con distribucibn’binomial y parametros n 'y p. Mediante la
funcion de probabilidad binomial, verificar que p(n — x; n, 1 — p) = p(x; n, p).

En una distribucién binomial, sea X el nimero de éxitos obtenidos en diez ensayos don-
de la probabilidad de éxito en cada uno es de 0.8. Con el resultado del problema ante-
rior, demostrar que la probabilidad de lograr de manera exacta seis éxitos es igual a la
probabilidad de tener cuatro fracasos.

Mediante el empleo de la funciébn de probabilidad binomial, verificar la siguiente férmu-
la de recursion:

(n — x)p

m plx; n, p).

plx + 1;n, p) =
Sea X una variable aleatoria con distribuciéon binomial y parametros n = 8 y p = 0.4.
Emplear la formula de recursion del problema anterior para obtener las probabilidades
puntuales de los valores de X. Hacer una grafica de la funcion de probabilidad.

Sea X una variable aleatoria distribuida binomialmente con n = 10y p = 0.5.

a). Determinar las probabilidades de que X se encuentre dentro de una desviacion estan-
" dar de la media y a dos desviaciones estandares de la media.
b) {Como cambiarian las respuestas de @) sin = 15y p = 0.4?

SupoOngase que la probabilidad de tener una unidad defectuosa en una linea de ensamble
es de 0.05. Si el niimero de unidades terminadas constituye un conjunto de ensayos inde-
pendientes:

a) {Cudl es la probabilidad de que entre 20 unidades dos se encuentren defectuosas?

b) ;Cual es la probabilidad de que entre 20 unidades, dos como limite se encuentren de-
fectuosas?

¢) {Cull es la probabilidad de que por lo menos una se encuentre defectuosa?

En una fabrica de circuitos electronicos, se afirma que la proporcion de unidades defec-
tuosas de cierto componente que ésta produce, es del 5%. Un buen comprador de estos
componentes revisa 15 unidades seleccionadas al azar y encuentra cuatro defectuosas. Si
la compatiia se encuentra en lo correcto y prevalecen las suposiciones para que la distri-
bucién binomial sea el modelo de probabilidad adecuado para esta situacion, ;jcudl es
la probabilidad de este hecho? Con base en el resultado anterior ;puede concluirse que la
compaiiia esta equivocada?

La probabilidad de que un satélite, después de colocarlo en 6rbita, funcione de manera
adecuada es de 0.9. Supongase que cinco de éstos se colocan en orbita y operan de ma-
nera independiente:

a) ;Cual es la probabilidad de que, por lo menos, el 80% funcione adecuadamente?
b) Responder aa)sin = 10

¢) Responderaa)sin = 20

d) (Son inesperados estos resultados? ;Por qué?

Con base en encuestas al consumidor se sabe que la preferencia de éste con respecto a
dos marcas, A y B, de un producto dado, se encuentra muy pareja. Si la opcion de

g



4.10.
.. se aprueba contestando correctamente por lo menos nueve preguntas. Si se lanza una

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.
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compra entre estas marcas es independiente, ;cull es la probabilidad de que entre 25
personas seleccionadas al azar, no més de diez tengan preferencia por la marca A?

Supbngase que un examen contiene 15 preguntas del tipo falso o verdadero. El examen

moneda para decidir el valor de verdad de cada pregunta, ;cuil es la probabilidad de
aprobar el examen? \

. Un vendedor de seguros sabe que la oportunidad de vender una pbliza es mayor mientras

mas contactos realice con clientes potenciales. Si la probabilidad de que una persona
compre una poéliza de seguro después de la visita, es constante e igual a 0.25, y si el con-
junto de visitas constituye un conjunto independiente de ensayos, ;cuantos comprado-
res potenciales debe visitar el vendedor para que la probabilidad de vender por lo menos
una poliza sea de 0.80?

El zerente de un restaurante que solo da servicio mediante reservacion sabe, por expe-
riencia, que el 15% de las personas que reservan una mesa no asistiran. Siel restaurante
acepta 25 reservaciones pero solo dispone de 20 mesas, ;cual es la probabilidad de que a
todas las personas que asistar. al restaurante se les asigne una mesa?

Mediante la probabilidad-de Poisson, demostrar la siguiente formula de recursion:

plx + ;A = p(x; N).

A
x+1)
Sea X una variable aleatoria de Poisson con parametro A = 2. Emplear la formula del

problema anterior para determinar las probabilidades puntuales de X = 0, 1, 2, 3,4, §,
6, 7y 8, y hagase una grafica de la funcion de probabilidad.

Para un volumen fijo, el nimero de células sanguineas rojas es una variable aleateria
que se presenta con una frecuencia constante. Si el niimero promedio para un volumen
dado es de nueve células para personas normales, determinar la probabilidad de que el
namero de células rojas para una persona se encuentra dentro de una desviacion estan-
dar del valor promedio y a dos desviaciones estandar del promedio.

El niamero de clientes que Ilega a un banco es una variable aleatoria de Poisson. Si el ni1-
mero promedio es de 120 por hora, 4cual es la probabilidad de que en un minuto lleguen
por lo menos tres clientes? ;Puede esperarse que la frecuencia de llegada de los clientes
al banco sea constante en un dia cualquiera?

Supdngase que en un cruce transitado ocurren de manera aleatoria e independiente dos
accidentes por semana. Determinar la probabilidad de que ocurra un accidente en una
semana y de que ocurran tres, en la semana siguiente.

Sea X una variable aleatoria binomial. Para n = 20, calcular las probabilidades pun-
tuales binomiales y compararlas con las correspondientes probabilidades de Poisson
parap = 0.5,0.3, 0.1 y 0.01.

Una compaiiia compra cantidades muy grandes de componentes electronicos. La deci-
sibn para aceptar o rechazar un lote de componentes se toma con base en una muestra
aleatoria de 100 unidades. Si el lote se rechaza al encontrar tres o mas unidades defec-
tuosas en la muestra, jcual es la probabilidad de rechazar un lote si éste contiene un 1%
de componentes defectuosos? ;Cual es la probabilidad de rechazar un lote que contenga
un 8% de unidades defectuosas?
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4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

El namero de componentes que fallan antes de cumplir 100 horas de operacién es una
variable aleatoria de Poisson. Si el nimero promedio de éstas es ocho:

a) ;Cual es la probabilidad de que falle un componente en 25 horas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que fallen no mas de dos componentes en 50 horas?
¢) {Cual es la probabilidad de que fallen por lo menos diez en 125 horas?

Mediante estudios recientes se ha determinado que la probabilidad de morir por causa
de cierta vacuna contra la gripe es de 0.00002. Si se administra la vacuna a 100 mil perso-
nas y se supone que éstas constituyen un conjunto independiente de ensayos, ;cual es la
probabilidad de que mueran no mas de dos personas a causa de la vacuna?

Un fabricante asegura a una compafiia que el porcentaje de unidades defectuosas es de
s6lo dos. La compatiia revisa 50 unidades seleccionadas aleatoriamente y encuentra cin-
co defectuosas. ;Qué tan probable es este resultado si el porcentaje de unidades defec-
tuosas es el que el fabricante asegura?

El nimero de accidentes graves en una pla..ta ‘ ~dustrial es de diez por afio, de manera
tal que el gerente instituye un plan que considera efectivo para reducir el nimero de ac-
cidentes en la planta. Un afio después de ponerlo en marcha, sélo han ocurrido cuatro
accidentes. ;Qué probabilidad hay de cuatro o menos accidentes por ailo, si la frecuen-
cia promedio aun es diez? Después de lo anterior, jpuede concluirse que, luego de un
afio, el nimero de accidentes promedio ha disminuido?

El Departamento de Proteccion del Ambiente ha adquirido 40 instrumentos de preci-
sion para medir la contaminacién del aire en distintas localidades. Se seleccionan aleato-
riamente ocho instrumentos y se someten a una prueba para encontrar defectos. Si
cuatro de los 40 instrumentos se encuentran defectuosos, ;cual es la probabilidad de que
la muestra contenga no mas de un instrumento defectuoso?

Se sospecha que por causa de un error humano se han incluido en un embarque de 50.uni-
dades, dos (o mas) defectuosas. El fabricante admite el error y envia al cliente solo 48
unidades. Antes de recibir el embarque, el cliente selecciona aleatoriamente cinco uni-
dades y encuentra una defectuosa. ;Debe reclamar una indemnizacion al fabricante?

Los jurados para una corte federal de distrito se seleccionan de manera aleatoria entre
la lista de votantes del distrito. En un determinado mes se selecciona una lista de 25 can-
didatos. Esta contiene los nombres de 20 hombres y cinco mujeres.

a) Si la lista de votantes se encuentra igualmente dividida por sexo. ¢cudl es la probabili-
dad de tener una lista que contenga a 20 hombres y cinco mujeres?

b) Supdngase que de esta lista se elige un jurado de doce personas, de las cuales solo
una es mujer. ;Cual es la probabilidad de este hecho, si los miembros del jurado se
seleccionan de manera aleatoria?

¢) Si el lector fuera el abogado de la defensa, ;que podria argumentar mediante el
empleo de las respuestas de las partes a y b?

Una compaiiia recibe un lote de 1 000 unidades. Para aceptarlo se seleccionan diez uni-
dades de manera aleatoria, y se inspeccionan. Si ninguna se encuentra defectuosa, el
lote se acepta; de otro modo, se rechaza. Si el lote contiene un 5% de unidades defec-
tuosas:

a) Determinar la probabilidad de aceptarlo mediante el empleo de la distribucion hiper-
geomeétrica.

ORI T p————,
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b) Aproximar la respuesta de la parte a mediante el empleo de la distribucién binomial.
¢) Aproximar la respuesta de la parte b mediante el empleo de la distribucién de Pois-
son,

4.28. En el ejercicio anterior, ;cOmo cambiarian las respuestas de las partes a, by csi el tama-
fio del lote fyera de 40 unidades?

4.29. Considérese las funciones de probabilidad binomial y binomial negativa dadas por las
expresiones 4.1 y 4.34, respectivamente. Demostrar que:

k
paelx; k, p) = o pelk; x + k, p).

4.30. Sea X una variable aleatoria binomial negativa con parametros kK = 3y p = 0.4.
Emplee el resultado del problema anterior para calcular las probabilidades puntuales
para los siguientes valores de X> 0, 1, 2, 3,4y 5.

4.31. Greenwood y Yule* dieron a conocer el niimero de accidentes ocurridos entre 414 ope-
radores de maquinaria, en un periodo de tres meses consecutivos. En la tabla 4.10 la pri-
mera columna indica el nimero de accidentes sufridos por un mismo operador, y la
segunda indica la frecuencia relativa para aquellos que habian sufrido la cantidad de ac-
cidentes indicada en el lapso de tres meses.

TABLA 4.10

X Frecuencia
relativa

0.715
0.179
0.063
0.019
0.010
0.010
0.002
0.000
0.002

W NN bhWwN -0

Con el procedimiento del ejemplo 4.10, comparar las frecuencias relativas observadas
con las correspondientes probabilidades si el nimero de accidentes es una variable alea-
toria binomial negativa.

4.32. Un contador recientemente graduado pretende realizar el examen CPA. Si el niumero de
veces que se hace el examen constituye un conjunto de eventos independientes con una
probabilidad de aprobar igual a 0.6, ;cual es la probabilidad de que no se necesiten mas
de cuatro intentos para aprobar el examen? ;Son validas las suposiciones de independen-
cia y probabilidad constante?

* Encuesta acerca de la distribucion representativa de la frecuencia de multiples eventos, con especial re-
ferencia a la ocurrencia de multiples ataques de enfermedades o accidentes repetidos, 1. of the Royal Sta-
tistical Soc. 83 (1920), 255.
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4.33. En un departamernto de control de calidad se inspeccionan las unidades terminadas que

provienen de una linea de ensamble. Se piensa que la proporcion de unidades defec-
tuosas es de 0.05.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea la segunda que
se encuenre defectuosa? .

b) Supbngase que la décimo quinta unidad inspeccionada es la segunda que se encuen-
tra defectuosa. ;Cual es la probabilidad de este hecho bajo condiciones determina-

das?

4.34. De las distribuciones binomial, Poisson, hipergeomeétrica y binomial negativa, ;cuales

no consideraria si alguien le dijera, de una distribucion en particular que:

a) ;La media es igual a la varianza?

b) (La media es mas grande que la varianza?

¢) ;La media es menor que la varianza?

d) El tercer momento, alrededor de la media, ;es negativo?

e) (El fendmeno aleatorio de interés constituye un grupo de ensayos independientes?
J} ¢El muestreo se lleva a cabo con reemplazo?

g (El muestreo se lleva a cabo sin reemplazo?

APENDICE

Deduccion de la funcion de probabilidad de Poisson

Sea p(x; t) la probabilidad de tener, de manera exacta, X ocurrencias en un interva-
lo ¢, y supbéngase lo siguiente:

1.
2.

En este intervalo, los eventos ocurren de manera independiente.

La probabilidad de una sola ocurrencia, en un intervalo muy pequefio dt es vdt,
en donde v es la frecuencia constante de ocurrencia y (v > 0).

El intervalo dt es tan pequefio, que la probabilidad de tener mas de una ocurren-
cia en df es despreciable.

El evento que en el tiempo¢ + dt ha ocurrido exactamente x veces, puede llevarse a
cabo de dos maneras diferentes y excluyentes:

1.

Existen x ocurrencia por tiempo ¢, con probabilidad p(x; ¢) y ninguna endt, con
probabilidad (I — wdt). Dada la suposicion de independencia, la probabilidad

conjunta es p(x; )(1 — vdt).

Existen x — 1 ocurrencias por tiempo ¢, con probabilidad p(x — 1; #) yuna du-
rante dt, con probabilidad vdr. Otra vez, dada la suposicion de independencia, la
probabilidad conjunta es: p(x — 1; Hvdt.

Esto es:

pl;t + dt)y = p(x; (1 — vdt) + p(x — 1; tvdt.
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Después de mqltiplicar, transportar p(x; ) al primer miembro, y dividir por dt¢, se
tiene: .

[?(x;t + dt)‘— plx; ¢ =up(x — 1: 1) — p(x; D).

dr :
Si se toma el limite conforme dt — 0, por definicion se tiene:

dp(x; t)

a vipx — 150 — p(x; 1)}, 4.44)

que es una ecuacion diferencial lineal con respecto a ¢ y una ecuacion de diferencias
finitas de primer orden, con respecto a x, Si x = 0, la ecuacion (4.44) se convierte en

= —vp(0; 1),

dado que p(—1;1) tiene que ser cero. La solucion general de la ecuacion diferencial
lineal

dp(0; 1) _

a —-vp(0; 1)

se obtiene mediante separacion de variables e integracion en ambos miembros, lo
gue da como resultado:

In{p(0; H] = In(c) — w1,

p0; 1) = ce™

Dado que la probabilidad de tener cero ocurrencias en un intervalo ¢ = 0, debe ser 1,
c=1y

p0;1) = e,

Six = 1, (4.44) se convierte en

dp(l; 1) o
a v[p(0; 1) — p(l; ],
o
@%t-) + vp(l;8) = ve ™ (4.45)

La ecuacion (4.45) es una ecuacion diferencial no homogénea con la condicion ini-
cial de que p(l; 0) = 0 dado que la probabilidad de tener exactamente una
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ocurrencia en ¢ = 0 debe ser cero. La solucién de (4.45) es
p(1; 1) = (wh)e™ |

De manera similar, parax = 2y p(2; 0) = 0, (4.44) se reduce a

v dp25 1) 2, -
R . + . = vt
7 vp(2; ) = vite™,
cuya solucion es
. B (Vl)Ze—vl

Al continuar este proceso puede deducirse que la probabilidad de tener exactamente
X ocurrencias en f es

t»\‘ — vt
plx; 1) = (-"—)X—f— x=01,2, ... (4.46)

siempre que p(x; 0) = 0. Sise sustituye A = wt en (4.46), el resultado es la fun-
cién de probabilidad de Poisson.

APENDICE
Demostracion del teorema 4.1

Al multiplicar numerador y denominador por »* y sustituir n!/(n — ¥)! = n(n -
D(n - 2) - (n ~ x + 1), la funciébn de probabilidad binomial es:

nn—1)}n—-2)(n—x+1)

I

p(x; n, p) (np)'(1 - p)" "

n'x!
nn — 1Xn —2)-(n —x+ 1HA* I
= ’ == p)y-
n x!
1 2 x = 1A I
Y O Y Y
6622
n n no)oa i
- T S = pr (4.47)
Dado que:

(0 =p)=11-p Y™ =[1-p """,
y por definicidn:
lim (1 + 2)"% = e,

=0
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mediante el cambio de variable z = —p, se tiene

lim[(1 — p)~ 71 = ¢,

p—0

o309 -

lim(l - p)y=1.

p—0

Ademas,

Al sustituir en (4.47),

P—AAX
x!

lim p(x; n,p) =

p—0



CAPITULO CINCO

Algunas distribuciones
continuas de probabilidad

5.1 Introduccion

Estas distribuciones se emplearon en el estudio de fen6menos aleatorios en discipli-
nas como la ingenieria y las ciencias aplicadas o bien los negocios y la economia. En
este capitulo se desarrollara un método para determinar la distribucion de probabili-
dad de una funcion de variable aleatoria y se introduciran los conceptos basicos para
la generacion, por computadora, de nimeros aleatorios.

De manera especifica se estudiaran los siguientes modelos de probabilidad: nor-
mal, uniforme, beta, gama, de Weibull y exponencial negativa. La forma de abordar
los temas sera la misma que se empled en el capitulo cuatro. Se discutiran las pro-
piedades de cada modelo y se indicaran areas de aplicacion especifica, con lo que se
pretende proporcionar al lector una idea y comprension suficiente para utilizar los
modelos de manera apropiada.

5.2 La distribucion normal

La distribucién normal o Gausiana es indudablemente la mas importante y la de ma-
yor uso de todas las distribuciones continuas de probabilidad. Es la piedra angular
en la aplicacidon de la inferencia estadistica en el analisis de datos, puesto que las
distribuciones de muchas estadisticas muestrales tienden hacia la distribucion nor-
mal conforme crece el tamaiio de la muestra. La apariencia grafica de la distribucion
normal es una curva simétrica con forma de campana, que se extiende sin limite
tanto en la direccion positiva como en la negativa. Un gran nimero de estudios indi-
ca que la distribucidén normal proporciona una adecuada representacion, por lo me-
nos en una primera aproximacion, de las distribuciones de una gran cantidad de va-
riables fisicas. Algunos ejemplos especificos incluyen datos meteorologicos tales
como la temperatura y la precipitacion pruvial, mediciones efectuadas en organis-
mos vivos, calificaciones en pruebas de actitud, mediciones fisicas de partes manu-
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facturadas, errores de instrumentacién y otras desviaciones de las normas estableci-
das, etc. Sin embargo, debe tenerse mucho cuidado al suponer para una situacion
dada un modelo de probabilidad normal sin previa comprobacion. Si bien es cierto
que la distribucién normal es la que tiene un mayor uso, es también de la que mas se
abusa. Quiza esto se deba a la mala interpretacion de la palabra ‘‘normal’’, especial-
mente si se aplica su significado literal de *‘patrén o estandar aceptado’’. Suponer de
manera erronea una distribucion normal puede llevar a errores muy serios. Es po-
sible que una distribucion normal proporcione de manera razonable una buena
aproximacion alrededor de la media de una variable aleatoria; sin embargo, puede
resultar para valores extremos que se encuentren en cualquier direcciébn. Por
ejemplo, si se disefia cierto material para resistir una cantidad dada de presion, que
se supone se encuentra distribuida normalmente alrededor de un valor promedio, y
el diseflo se hace con base en esta suposicion, el material puede verse seriamente da-
flado al aplicarsele una presion muy elevada.

En la definicion 5.1 se proporciona la funcién de densidad de probabilidad de la
distribucién normal, la cual fue descubierta por DeMoivre en 1733 como una forma
limite de la funcion de probabilidad binomial; después la estudié Laplace. También
se conoce como distribucidon Gausiana porque Gauss la cito6 en un articulo que
publicé en 1809. Durante el siglo XiX se emple6 de manera extensa por cientificos
que habian notado que los errores, al llevar a cabo mediciones fisicas, frecuentemen-
te seguian un patron que sugeria la distribucion normal.

Definicion 5.1 Se dice que una variable aleatoria X se encuentra normalmente
distribuida si su funcion de densidad de probabilidad esta dada por

) _ 1 1{x — u\’ —x<xy< >
f(X,#-O)——\/Eoexp[ 2( = )} Cxcp<x.g>0 OD

Los parametros de la distribucion normal son 4 y o y ademas determinan de
manera completa la funcion de densidad de probabilidad. Como se vera posterior-
mente, estos parametros son la media y la desviacion estandar de X, respectivamen-
te. En la figura 5.1 se proporcionan varias graficas de (5.1) para distintos valores de
© a o fijo y viceversa.

Es obvio que para cualquier par de valores x y @, (5.1) es simétrica y tiene forma
de campana. Si se obtienen las dos primeras derivadas de f(x: u, o) conrespecto a
Xy se igualan a cero, se tiene que el valor maximo de f(x; u, o) ocurre cuando x =
u, y los valores x = u = ¢ son las abcisas de los dos puntos de inflexion de la
curva. En un apéndice al final de este capitulo se proporciona la demostracion de
que (5.1) es una funcién de densidad de probabilidad.

La media de una variable aleatoria distribuida normalmente se encuentra defini-
da por:

1
V2n o

E(X) =

J, xexpl—(x — w)/20 ldx. (5.2)
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f(x)
03}

0.2 |-

0.1 -

f(x)

0.5

0.4 |-

0.3

0.2 -

[=1

—

|
—— —— —

r

FIGURA 5.1 Graficas de la funcion de densidad normal para diferentes valoresde u y o

Se pretende demostrar que E(X) = w. Supobngase que a (5.2) se suma y se resta
Ll
V2ro

La identidad se mantiene, pero después de reacomodar términos se tiene

j_x expl —(x — w)/ 20 1dx.

EX) =

j,x (x — wlexpl—(x — w)*/207 ldx

|
V27 o

+

\/Zi j Cexpl—(x - w) /20’ ldx
Tol-

l . hd R
= i ( (x — wexpl—(x — wy /20 ldx + u, (5.3)
mo-Sr i
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dado que el valor de la segunda integral es uno. Al efectuar un cambio de variable de
integracion en (5.3) de maneratalque y = (x — u)/o, x = oy + u, ydx = o
dy, se tiene: “

. EX) = —=| _yexp(~y/Ddy + u

V2w

x

+ 0= 5.9

= ~—=exp(-y*/2)
2T —x

El lector recordara de sus cursos de calculo que la altima integral es cero porque
el integrando es una funcién impar* y la integracion se lleva a cabo sobre un interva-
lo simérico alrededor de cero.

Una distribucién normal es simétrica alrededor de su media w. Si el valor maxi-
mo de la funcion de der.idz : de probabilidad normal ocurre cuando x = u, i esla
media, la mediana y la moda de cualquier variable aleatoria distribuida normalmente.

Para encontrar los demas momentos, se determinara la funcion generadora de
momentos. Por definicion:

|
Viro

|
Viro

Se completa el cuadrado en el interior del paréntesis rectangular y se tiene:

my_ () = E['*™*] = J-Ax explt(x — w)lexp[ - (x — w)*/20"ldx

x l ,
J-_x exp{ ~ 557 [(x — p) ~ 20t (x — p.)]}d.\'.

4,2

(r — w)?—20%(x - w) = (- p?-20%x -~ ©) + at? — o't

=x-p - an)? — o*?

1
mX~p.(t) = \/‘2—;0.

J-xexp(a-ztz/Z)exp{—[x — (n + d20)/20 )dx

exp(o?t?/2) - \/2L f exp{—I[x ~ (u + o’0]/20}dx
puipy

exp(a?t’/2), (5.5)

dado que el integrando junto con el factor 1/V/ 27 o es una funcion de densidad de
probabilidad normal con parametros u + ot y o.
Al desarrollar (5.5) en serie de potencias se tiene:

(ot (o) (an)® (a1t
7t a2 Ts3 T ea

* Se dice que una funcion Jix) es impar si f{—x) = —f(x). Entonces [, f{x)dx = 0. Se dice que una
funcion ffx) es par si f(—x) = f(x). Entonces [“,f(x)dx = 2 fi flx)dx.

mx_p.(t) = l +
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Cuando las potencias impares de / no se encuentran presentes, todos los momentos
centrales de X de orden impar son cero, de esta forma se asegura la simetria de la
curva.

La segunda derivada de my_,(#)} evaluada en ¢ = 0 es la varianza y esta dada
por:

‘ d*my_ (1) ,  121%*  30t%0° )
Var(X) = —255~| =o%+ + + | =d% (5.6)
Cdr |, 4-2! 8-3! 1o

de esta manera la desviacion estandar es o. De manera similar, la cuarta derivada de
my_,(1) evaluada en ¢ = 0 es el cuarto momento central, el cual es:

d*my_ ()
be = g

3601%0°
_ 2.4
.. =% " g

= 3¢* 5.7

1=0

De acuerdo con lo anterior, para cualquier distribucion normal el coeficiente de
asimetria es a;(X) = 0, mientras que la curtosis relativa es aX) = 3¢*/0* = 3.
Para momentos alrededor del cero, puede determinarse la funcién generadora de
momentos de X mediante el empleo directo de la funcién generadora de momentos
centrales (o viceversa). Dado que

my_, (1) = E[e"¥*™*)
exp(— ut)E[exp(tX)]
exp(—ut)my(1),

para una distribucién normal

exp(— ut)my(t) = exp(a’t?/2)

2,2
my(t) = exp(;u + "2’ ) (5.8)

La probabilidad de que una variable aleatoria normalmente distribuida X sea
menor o igual a un valor especifico, x esta dada por la funcion de distribucion acu-
mulativa

1 ) vn
PX=x)=F(x;u o) = f expl—(t — wy /20" }dt. (5.9)

V2r o)

La integral en (5.9) no puede evaluarse en forma cerrada; sin embargo, se puede ta-
bular F(x; u, o) como una funciébn de 4 y o, lo que necesitaria una tabla para
cada par de valores. Como existe un numero infinito de valores de u y o, esta tarea
es virtualmente imposible. Afortunadamente, lo anterior puede simplificarse me-
diante el empleo de Ia siguiente transformacion: sea Z una variable aleatoria defini-
da por la siguiente relacion:

e L —
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Z=WX - wo, (5.10)

en donde p y & son la media y la desviacion estandar de X, respectivamente. De
acuerdo con lo anterior, Z* es una variable aleatoria estandarizada con media cero y
desviacion estandar uno, de acuerdo con lo que se discutié en el capitulo tres.

Si la transformacién (5.10) se sustituye en (5.9), entonces:

(x —p) o
PX=x)=PlZ=x- w/o]= 1 f exp(—2*/2)(odz)
| | Varol- Fitedd

~

1 (x—p)/o Yo .
f_ exp(—z/2)dz. S.11)

Vom

El integrando en (5.11) junto con el factor 1 /\/27:- es la funcién de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria normal estandarizada Z. Esto es, si X se en-
cuentra normalmente distribuida con media u y desviacion estancar o, entonces
Z = (X — w)/o también se encuentra normalmente distribuida con media cero y
desviacion estandar uno. Asi, para z = (x — u)fo, PX =x) = P(Z =2) y

Fx(x; u, 0) = Fz(z; 0, 1), (5.12)
donde F,(z; 0, 1) es la funcidn de distribucién acumulativa de la funcién de pro-
babilidad normal estandarizada. En la figura 5.2 se proporciona la grafica de la

funcion de distribucion para la variable aleatoria normal estandarizada.

* Se empleara Z para denotar una variable aleatoria normal estandarizada.

F(z)

1.0

0.5

FIGURA 5.2 Funcion de distribucion acumulétiva de la normal estandar
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La funcion F,(z; 0, 1) se encuentra tabulada, de manera extensa, y se da en la
tabla D del apéndice. Para cualquier valor especifico de z, el correspondiente valor
en la tabla es la probabilidad de que la variable aleatoria normal estandar Z sea me-
nor o igual a z; esto es,

PZ=2)=F,(z;0,1) = —l_—f exp(— £*/2)dt. (5.13)
\/211' - '

En este momento es conveniente introducir la notacion X ~ N(u, o) para denotar
que la variable X se encuentra distribuida normalmente con media = y desviacion estandar
o. Enlo que sigue se examinara como puede determinarse la probabilidad de que un
valor de X se encuentre entrea y b, si X ~ N(u, o). Por definicion:

b
Pa=X=b) = \/%G J; expl - (x — p)*/20"}dx,

pero, mediante el empleo de (5.3) se tiene:

Pa=X=<b) = P<“;“ szsb_">

a

1 j(b—u)/a-
= — exp(—7/2)dz
\/217 (a—p)/o

= Fz(b——“;o, 1) - FZ<%; 0, 1). (5.14)

a

En otras palabras, la probabilidad de que X esté entre a y b es, de manera exacta, la

misma probabilidad de que Z se encuentreentre (a — w)/o y(b — w)/o, endon-

de Z es N(0, 1). En la figura 5.3 se ilustra esta correspondencia de probabilidades.
Se ilustrara el empleo de la tabla D mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5.1 Si X es N(u,o), icuales son las probabilidades de que el valor de X
se encuentre a una, dos y tres veces la desviacion estandar de la media?

plb_ T H_, kT K
g g

Plu—o=X=u+ o)

Pl-1=Z=<1
F, (1,0, 1y — F,(—1;0, 1)

Il

0.6826.
Pu—20<=X=p+20)=P(-2=7<2)

=F,2;0,1) — F,(=2;0, 1) = 0.9544.
Plip —3o=X=p+3c)=P(-3=<Z2<3)

= F,u3;0,1) - F,(—=3;0,1) = 0.9974,




5.2 La distribucion normal 137

f(x)

P(a<Xx<b)

f(z)

FIGURA 5.3 Correspondencia entre las probabilidades de X y de Z

Asi, para cualquier variable aleatoria normal las probabilidades ‘‘una sigma’’, ‘‘dos
sigma’’ y *‘tres sigma’’ son 0.6826, 0.9544 y 0.9974 respectivamente. Este resultado
indica que para la distribucion normal existe una gran concentracion de valores alre-
dedor de la media.

Ejemplo 5.2 Sea X una variable aleatoria que representa la inteligencia medida por
medio de pruebas CI. Si X es N(100, 10), obtener las probabilidades de que X sea
mayor que 100, menor que 85, a lo mas 112, por lo menos 108, mas grande que 90, y
entre 95 y 120. '

Debe notarse que al resolver problemas de esta clase, el lector puede encontrar de
gran ayuda graficar las correspondientes areas bajo las curvas de densidad normal,
como se ilustra en la figura 5.3. Dado que la distribucion de probabilidad de X es si-
meétrica alrededor de su media, la probabilidad de que X sea mayor que este valor es,
por definicién, 0.5. Las otras probabilidades se obtienen de la siguiente forma:

85 — 100
P(Z<T—) = P(Z< —1.5)

F,(-1.5;0,1) = 0.0668.

i

P(X < 85)

i

PIX=112) = P(£L=1.2) = F,(1.2: 0, 1) = 0.8849.
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P(X=108) = P(Z=0.8) =1 — F,(0.8;0,1) = 0.2119.
P(X>9)=P(Z>-1)=1-F,(-1;0,1) = 0.8413.
POS=X=120)=P(-05=<Z=<2) =F,2;0,1) — F,(-0.5;0, 1) = 0.6687.

Ejemplo 5.3 Supobngase que la demanda mensual de cierto producto se encuentra
aproximada por una variable aleatoria normal con media de 200 y desviacion estan-
dar igual a 40 unidades. ;Qué tan grande debe ser el inventario disponible a principio
de un mes para que la probabilidad de que la existencia se agote no sea mayor de
0.05?

Sea X la demanda mensual, entonces X es N(200, 40). Lo que se desea obtener
es el valor del cuantil x, o5 para el nivel de inventario a principio del mes, de manera
tal que la probabilidad de que la demanda exceda a x, o5 (existencias agotada) no sea
mayor de 0.05. Esto es:

P(X > x0.95) = 0.05

P(X = xy9s5) = 0.95.

De lo anterior se sigue que:
PlZz = (xo,95 - 200)/40] = 0.95

P(Z = 2495) = F4(2095;0, 1) = 0.95,

donde 7445 = (xg.95 —200)/40 es el valor cuantil correspondiente a la variable aleato-
ria normal estandar. Para obtener z,4s de la tabla D, primero se busca la probabili-
dad mas cercana a 0.95. Una vez que se encuentra este valor, se toman los corres-
pondientes valores del renglon y la columna y se interpola para encontrar el valor
deseado de Zy9s- Por ejemplo, Zoss tiene un valor aproximado de 1.645 y dado que
Zo.gs = (xg.9s —200)/40, xo0s tiene un valor de 265.8. Esto significa que el inventario
a principio de cada mes no debe ser menor de 266 unidades para que la probabilidad
de agotar las existencias no sea mayor de 0.05.

Ejemplo 5.4 Supobngase que el diametro externo de cierto tipo de cojinetes se en-
cuentra, de manera aproximada, distribuido normalmente con media igual a 3.5 cm
y desviacion estandar igual a 0.02 cm. Si el diametro de estos cojinetes no debe ser
menor de 3.47 cm ni mayor de 3.53 cm, ¢cual es el porcentaje de cojinetes, durante
el proceso de su manufactura, que debe desecharse?

Sea X el diametro del cojinete, en donde X es N (3.5, 0.02). La probabilidad de
que el diametro se encuentre entre 3.47 cm y 3.53 es:
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P(3.4T<X=<3.53) = ~P(3'4Z) ;23'5 =Z< 3'5; ;23'5)
=P(-15=Z=<15) .
. = Fz(1.5;0, 1) — F,(-1.5;0, 1)
- 0.8664.

Dado que el 86.64% de los cojinetes cumplen con las especificaciones determinadas,
se deduce que 1 —0.8664 = 0.1336, o, en otras palabras, debe desecharse el 13.36%
de la produccion.

En el ejemplo 3.11 se determind que para la distribucion normal estandar los valo-
res del primero y tercer cuantil son, de manera aproximada, iguales a —0.675 y 0.675
mientras que los correspondientes a los deciles primero y noveno son alrededor de
—1.28 y 1.28 respectivamente. De (5.10) se sigue que <i X es N(u,0), los valores de los

cuantiles primero y tercero de X son xp,5s = —0.6750 + 1 y x5, = 0.6750 + .
De esta manera el recorrido intercuantiles x75 — X5 = 1.350. De manera simi-
lar,; los valores de los deciles primero y noveno son: x5, = —1.280 + p y

Xpoo = 1.280 + u, y el recorrido interdecil esta dado por x50 — X5, = 2.560.
Del ejemplo 3.11, se puede concluir quesi X ~ N{(u,0), la desviacibn mediade X es

E|X — u| = 0.79790. (5.15)
La tabla 5.1 contiene las propiedades basicas de la distribucién normal.

Ejemplo 5.5 La primera columna de la tabla 5.2 contiene los intervalos de respues-
tas correctas para la prueba de matematicas (SAT); la segunda, el correspondiente
namero de calificaciones observadas para el periodo 1979-1980, tal y como fueron
dadas a conocer en el College Board ATP Summary Report; 1a tercera columna, las
frecuencias relativas, las restantes, informacion con respecto a si las calificaciones
para la prueba SAT obtenidas por los hombres estaban distribuidas normalmente
con media 491* y desviacion estandar igual a 120*.

* Estos datos se proporcionan en el College Board ATP Summary Report, 1979-1980.

TABLA 5.1 Propiedades basicas de la distribucién normal

Funcion de densidad de probabilidad Pardamelros
fixi g o) = —= [ '(" - )2 <u<
X p, o) =——cexp| —s{——]| |, , - e
# N 2\ o # .
o, a>0
— x>

Desviacion Recorrido Recorrido  Coeficiente ~ Curtosis
Media Varianza media intercuantil  interdecil ~ de asimetria  relativa

" o? 0.7979¢ 1.350 2.560 0 3
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TABLA 5.2 Calificaciones obtenidas en la prueba de matematicas SAT por los estudiantes
del tercer aflo de preparatoria en el ciclo 1979-1980

Numero de Intervalo
respuestas Ntumero de Frecuencia normal Probabilidad Numero
correctas  exdmenes relativa estdndar del intervalo esperado
(200-249) 3423 0.0072 (—2.425~ -2.01) 0.0146 6 981.62
(250-299) 18 434 0.0385 (—2.01- -1.59) 0.0337 16 115.10
(300-349) 39913 0.0835 (—1.59- —-1.18) 0.0631 30 173.98
(350-399) 51603 0.1079 (-1.18~ —-0.76) 0.1046 50 018.99
(400-449) 61 691 0.1290 (—0.76~ —0.34) 0.1433 68 525.06
(450-499) 72 186 0.1510 (—0.34-0.075) 0.1630 77 945.46
(500-549) 72 804 0.1522 (0.075-0.49) 0.1580 75 554.49
(550-599) 58 304 0.1219 (0.49-0.91) 0.1307 62 499.83
(600-649) 46 910 0.0981 (0.91-1.325) 0.0888 42 463.54
(650-699) 30 265 0.0633 (1.325~1.74) 0.0517 24 722.58
(700~749) 16 246 0.0340 (1.74-2.16) 0.0255 12 193.92
(750-800) 6 14 0.0134 (2.16-2.575) 0.0104 4 973.21

Totales 478 193 1.0000 0.9874 472 167.78

Mientras que, de manera aparente, existe una similitud entre las frecuencias tedricas
y las observadas, queda atn por contestar la pregunta acerca de cuando puede rechazar-
se 0 no (véase Cap. 10) la hipotesis de que las calificaciones de la prueba SAT se distri-
buyeron normalmente con media 491 desviacion estandar igual a 120. Como se men-
ciond, siempre es importante verificar lo que ocurre en los extremos de la distribucién
observada. Por ejemplo, se sabe que para la prueba SAT es imposible obtener califica-
ciones para los eventos X < 200 y X > 800. Sin embargo, si X ~ N(491), las corres-
pondientes probabilidades son 120), P(X < 200) = 0.0075 y P(X > 800) = 0.005.
El siguiente ejemplo debe ilustrar de manera mas clara la falta de concordancia en
los extremos, entre las distribuciones observadas y teorica.

Ejemplo 5.6 Elnumero de unidades de un cierto producto que un comerciante ven-
de al dia varia de manera aleatoria con cambios muy pequefios que se deben a la
temporada o al dia de la semana. Con base en informacion anterior, se cree que la de-
manda diaria de este producto es una variable aleatoria normal con media y des-
viacion estandar iguales a 100 y 12 unidades, respectivamente. Para comprobar su
grado de creencia, el vendedor anota la demanda diaria durante los ultimos 102 dias
y la agrupa como se muestra en la tabla 5.3. Comparar las frecuencias relativas que
se observaron con las frecuencias tedricas al suponer una distribuciéon normal con
media 100 y desviacion estandar 12.

Como se ilustra en la figura 5.4, las frecuencias relativas que se observan en la
demanda diaria sugieren una curva en forma de campana. Sin embargo, la tabla 5.4
en que se comparan las frecuencias relativas tedrica y observada, muestra una
discrepancia muy grande en los extremos a pesar de que existe una buena concordan-
cia alrededor de la media. Suponer una distribucion normal para este tipo de si-
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TABLA 5.3 Demanda diaria de un producto

Demanda diaria Frecuencia

(55-64) 6
(65-74) 4
(75-84) 6
(85-94) 20
(95-104) 32
(105-114) 18
(115-124) 6

. (125-134) 6
(135-144) 4

tuacion puede llevar a errores muy grandes cuando es necesario tener informacidn
sobre los extremos.

Recuérdese que la distribucion binomial es una forma limite de la distribucion de
Poisson cuando n es grande y p pequefio. Se desea demostrar que la distribucién
normal es una forma limite de :a binomial cuando n es grande y p no tiene un valor
cercano a cero o a uno. El siguiente teorema, que se conoce como teorema del limite
de DeMoivre-Laplace, asegura una aproximacion adecuada mediante la distribucion
normal de las probabilidades binomiales si 7 es suficientemente grande.

Teorema 5.1 Sea X una variable aleatoria binomial con media np y desviacion es-
tandar \/np(1 — p). La distribucién de la variable aleatoria tiende a la normal

X —-np

Vnp(l - p)

e
(&)
I

e
T

Frecuencia relativa

L l
LG

55 65 75 85 95 105 115 125 135 145

Demanda diaria (unidades)

FIGURA 5.4 Frecuencias relativas que se observan para la demanda diaria de un producto
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estandar conforme el numero de ensayos independientes n—3. Se proporciona un
desarrollo de la prueba en un apéndice al final de este capitulo.

La esencia del teorema 5.1 es que si X es una variable aleatoria binomial, para
la que el niimero de ensayos independientes es suficientemente grande, se dice que
X posee una distribucion normal aproximada con media np y desviacibn estandar
Vnp(1 — p). Dehecho, la aproximacién es adecuada tanto como np > 5 cuando
p = 1/2, ocuando n(l — p) > 5 para p > 1/2. Esto es,

a—np _ b — np )

—_—_— S . (5.17)
Vit = p) = " V/rp(1 = p)

P(aSXBSb)kP(

en donde Z, es N(0.1).

La aproximacion dada por (5.17) puede mejorarse si se tuma en cuenta que lo
que se desea es aproximar probabilidades para una variable aleatoria discreta a par-
tir del intervalo de probabilidades de una variable aleatoria continua. Por ejemplo,
se desea determinar la probabilidad de que X tome un valor igual a x. Se sabe que
para cualquier valor especifico x de una variable aleatoria binomial, la probabilidad
puntual es distinta de cero. Sin embargo, si se emplea la aproximacién normal dada
por el teorema 5.1, P[Z = (x — np)/\/np(1 — p)} = 0. En lugar de emplear la
expresion anterior, se usara la aproximacion normal para P(X = x) que determina
la probabilidad de un intervalo de longitud uno (igual al incremento de la variable
aleatoria binomial), de manera que el punto medio del intervalo sea igual al valor x.
Por lo tanto,

x—np—l/2<Z <x—np+l/2)
V(- p) " Am - p) )

Como resultado, la expresién (5.17) puede modificarse de la siguiente forma:

PXp = x) = P(

a—np—O.S< <b—np+0.5

Pa<X sb)zP< A o= __—> (5.18)
? Vnp(l — p) Vnp(l — p)

TABLA 5.4 Frecuencias relativas observada y tedrica para la demanda diaria de un producto

Frecuencia Intervalo normal Probabilidad

Demanda diaria relativa estdndar del intervalo
(55-64) 0.0588 (~3.75- =292 0.0017
(65-74) 0.0392 (—2.92- -2.08) 0.0170
(75-84) 0.0588 (~2.08- —1.25) 0.0868
(85-94) 0.1961 (~1.25~ =0.42) 0.2316
(95-104) 0.3137 (—0.42-0.42) 0.3256
(105-114) 0.1765 0.42-1.25) 0.2316
(F15-124) 0.0588 (1.25-2.08) 0.0868
(125-134 0.0588 (2.08-2.92) 0.0170
(135-144) 0.0392 (2.92-3.75) 0.0017
Totales 0.9999 0.9998

A
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Ejemplo 5.7 Una organizacion politica planea llevar a cabo una encuesta para detec-
tar la preferencia de los votantes con respecto a los candidatos A y B que ocuparan un
puesto en la administracién pablica. Supbngase que toma una muestra aleatoria de
mil ciudadanos. ;Cual es la probabilidad de que 550 o mas de los votantes indiquen
una preferencia por el candidato A si la poblacion, con respecto a los candidatos, se
encuentra igualmente dividida?

N

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de ciudadanos que tienen
preferencia por el candidato A. La muestra aleatoria de mil votantes puede pensarse
como un conjunto de ensayos independientes con una probabilidad de éxito, en cada
ensayo, igual a 0.5 (candidato A), dado que, por hipotesis, la poblacion de votantes
se encuentra igualmente dividida entre los candidatos. De esta forma, X es una va-
riable aleatoria binomial con media np = 500 y desviacion estandar \/np(l — p) =
15.81. La probabilidad de que X = 550 se puede aproximar, de manera adecuada,
medizte ~! empleo de la distribucion normal dado que 7 es svficientemente grande:
grande:

P(X = 550) =~ P[Zy = (549.5 — 500)/15.81]
~ P(Zy = 3.13)
~ 0.0009.

Como la probabilidad de tal hecho es muy pequeifia, si p es igual a 0.5 puede con-
cluirse que A sera el ganador en'la encuesta, ya que 550 o0 mas personas indicaran una
preferencia por él.

5.3 La distribucion uniforme

Supoéngase que ocurre un evento en que una variable aleatoria toma valores de un in-
tervalo finito, de manera que éstos se encuentran distribuidos igualmente sobre el
intervalo. Esto es, la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en cada
subintervalo de igual longitud es la misma. Se dice entonces que la variable aleatoria
se encuentra distribuida uniformemente sobre el intervalo.

Definicion 5.2 Se dice que una variable aleatoria X esta distribuida uniformemente
sobre el intervalo (a, b) si su funcién de densidad de probabilidad esta dada por:

1/(b — a) as<x<=<p,
fix;a, b) = (5.19)
0 para cualquier otro valor

La funcion de densidad de probabilidad de una distribuciéon uniforme es cons-
tante en el intervalo (@, b), como se ilustra en la figura 5.5. Por esto, tal distribucion
también se conoce como distribucién ‘‘rectangular’’.
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f(x)

1/(b—a)-

— —— o

[T £ ——_—

FIGURA 5.5 Grafica de la funcion de densidad de probabilidad uniforme

La funcion de distribucidén acumulativa se determina de manera facil y esta dada
por

PX=x)=F(x;a,b)= (b — a)"f dt
0 x<a,
=3 (x—a))b-a) as<x=b, (5.20)
1 x> b.

Se sigue entonces que, para cualquier subintervalo (a,, b,)interior a (a, b):
Play=X=b) = Fb;a,b) — Fla;;a,b)
= (b, — a,)/(b — a). (5.21)

Este resultado ilustra que la probabilidad de que X tome valores del subintervalo
(ay, by) es 1/(b — a) por la longitud del subintervalo y, de esta forma, igual a la proba-
bilidad de que X tome un valor en cualquier otro subintervalo de la misma longitud.

La distribucion uniforme proporciona una representacion adecuada para redon-
dear las diferencias que surgen al medir cantidades fisicas entre los valores observados
y los reales. Por ejemplo, si el peso de un individuo se redondea al kilogramo
mas cercano, entonces la diferencia entre éste y el peso verdadero sera algun valor
entre—0.5y 0.5 kg. Es comun que el error de redondeo se encuentra distribuido uni-
formemente en el intervalo (0.5, 0.5). Otro uso de la distribucion uniforme es pro-
porcionar una aproximacion clara sobre un intervalo muy pequeiio cuya distribu-
cion es distinta a la uniforme.

Ejemplo 5.8 Con respecto al ejemplo 1.1, si se supone que las cuotas se encuentran
distribuidas de manera uniforme en el intervalo (381.5-$111.5), entonces la funciéon
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de densidad c_le probabilidad se determina por:
flx; 81.5, 111.5) = 1/30, 81.5=x=111.5.

Se sigue de (5.21) que la probabilidad de que una cuota se encuentre en un subin-
tervalo de longitud $5 (la amplitud de clase en el ejemplo 1.1) es 5/30. En la tabla 5.5
se proporciona una comparacion entre las frecuencias relativas dadas en Ia tabla 1.1
y las correspondientes probabilidades tedricas, con base en la distribucién uniforme.
Como puede observarse, 1a concordancia entre las frecuencias teoricas y observadas
€s aparente.

El valor esperado de una variable aleatoria distribuida de manera uniforme es

b

EX) = (b - a)"f xdx

4

= (a + b)/2. (5.22)

Para obtener los momentos superiore:; de X, es mas facil trabajar con la variable
aleatoria Y = X — [(a + b)]/2, que desplaza la media a cero, dado que E(Y) =
E(X) — [(a + b)]/2. De esta forma:

fly;0) =1/, -6/2=<y=0/2, (5.23)
en donde # = b—a. De acuerdo con lo anterior, el r-ésimo momento central de ¥
es igual al r-ésimo momento central alrededor del cero, esto es:

/2

B—I 7
_m)dy

1 ‘ yr+ |
6/ r+1
0 si r es. impar

- (5.24)
o /l(r+ 1)27] si r es par.

I

u (YY) = p(Y)

8/2

I

-8/2

TABLA 5.5 Comparacion entre las frecuencias tedrica y observada para una distribucion
uniforme

Cuota Numero Frecuencia Intervalo Probabilidad Numero

anual observado relativa uniforme del intervalo esperado
82- 86 3 0.075 81.5- 86.5 0.167 6.667
87- 91 7 0.175 86.5- 91.5 0.167 6.667
92— 96 8 0.200 91.5- 96.5 0.167 6.667
97-101 8 0.200 96.5-101.5 0.167 6.667
102106 7 0.175 101.5-106.5 0.167 6.667
107-111 7 0.175 106.5-111.5 0.167 6.667

Totales 40 1.000 1.000 40.000
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Dado que ni la varianza ni los factores de forma se ven afectados por el cambio de
localizacion, la varianza, el coeficiente de asimetria y la curtosis relativa de la va-
riable aleatoria distribuida uniformemente se encuentran a partir de (5.24) y estan
determinadas por:

. Var(X) = (b - a)*/12, . (5.25)
a(X) =0,y ‘ (5.26)

_ (b-a)i/80 9
aX) = - 1E "5 (5.27)

Puede emplearse (5.23) para determinar la desviacion media de la siguiente manera:

8/2
—1
0 f o |y|dy

E|Y| =
a2
= 20"J ydy
0
= /4. (5.28)

De esta forma la desviacion media de una variable aleatoria distribuida de manera
uniforme esta dada por (b — a)/4.

Una distribucién uniforme es simétrica y tiene un pico menor que el de la distri-
bucion normal, no tiene moda y su mediana es igual a la media. Los valores cuanti-
les x,, correspondientes a la proporcion acumulativa g, son de manera tal que:

F(xq;ka, b) = q,
los que, por (5.20) son:
x,=a+ (b~ a). (5.29)

En la tabla 5.6 se encuentran resumidas las propiedades de esta distribucion.
Mas adelante se examinara el caso especial cuando g = 0y b = 1. Este hltimo se
conoce como distribucion uniforme sobre el intervalo unitario (0, 1) con funcion de

TABLA 5.6 Propiedades basicas de la distribucion uniforme

Funcion de densidad de probabilidad Parametros
a. —x < ag<*
fixia, by =1/th —a), a=x=bh
bh. —x < h < x,
Coeficiente
Desviacion Valor del de Curtosis
Media Varianza media cuantil asimetria relativa

(a + bY/2 (b — a)/12 b — a4 x,=a+ (b — a)g 0 9/5

q
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densidad de probabilidad:
o, =1, O0=x=l. (5.30)

Esta distribucion es, de manera especial, muy importante ya que tiene un papel clave
en la simulacion por computadora de los valores de una variable aleatoria con una
distribucion especifica. :

54 La distribucién beta

Una distribucion que permite generar una gran variedad de perfiles es la distribucion
beta. Se ha utilizado para representar variables fisicas cuyos valores se encuentran
restringidos a un intervalo de longitud finita y para encontrar ciertas cantidades
que se conocen como limites de tolerancia sin necesidad de la hipotesis de una distri-
bucién normal. Ademas, la distribuciébn beta juega un gran papel en la estadistica
bayesiana. Se examinara un ejemplo de lo anterior en el capitulo seis.

Definicion 5.3 Se dice que una variable aleatoria X posee una distribucién beta si
su funcién de densidad de probabilidad esta dada por:

Mo +p8 _, B
—x*7 (1 - x)F! 0<x<l, a,B8>0,

fix; a, ) = { T@I(B) 8 (5.31)
0 para cualquier otro valor

Las cantidades « y 8 de la distribucion beta son, ambas, parametros de perfil.
Valores distintos de « y 8 daran distintos perfiles para la funcién de densidad beta.
Sin tanto « como B son menores que uno, la distribucion beta tiene un perfil en for-
madeU.Si a <1y 8 =1, ladistribucidon tiene un perfil de J transpuesta, y si
B < 1ya = | el perfil es una J. Cuando tanto « y 8 son ambos mayores que uno,
la distribucién presenta un pico en x = (@ — 1)/(a + B —2). Finalmente, la
distribucion beta es simétrica cuando @« = . En la figura 5.6 se encuentran ilustra-
dos estos perfiles para valores especificos de o y 8.Notese que si en (5.31) x se reem-
plaza por x — 1, se obtiene la siguiente relacion de simetria

S — ;8,0 = flx; &, B) (5.32)

El nombre de esta distribucion proviene de su asociacion con la funcion beta que
se encuentra definida por
!

B(a, B) = L x*7'(1 = x)P " dx. (5.33)

Puede demostrarse que las funciones beta y gama se encuentran relacionadas por la
expresion

[@I(B) (534

Bl B = ra v py
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f(x) f(x) )
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FIGURA 5.6 Gréaficas de la funcion de densidad beta para distintos valores de a y B

Mediante el empleo de (5.33) y (5.34), es obvio que (5.31) es una funcién de densidad
de probabilidad. Esto es:

Ta + B) ‘xa-,(l f-lax = Nt B

B
F(@T(B) Jo = Tr(p 2@ P =

y puesto que f(x; «, 3) es no negativa, (5.31) es una funcion de densidad de proba-
bilidad.
La funcion de distribucion acumulativa se encuentra definida por:

0 x =0,
PX=x)=Fx;a,B) = ?(—Z—)—;—(% . 1 - nfdr 0<x<l1, (539
1 x=1.

La integral que aparece en (5.35) es la funcion beta incompleta:

B(a, B) = f: 21— 0P (5.36)

De esta forma, la funcion de distribucion beta puede expresarse como un cocien-
te de funciones beta incompletas,

F(x; «, B) = BJa, B)/B(a, B)
I, B) 0<x<l, (5.37)

i

il

donde [,(c, B) se encuentra tabulada de manera extensa (véase [5,6]). En [5], los
valores cuantiles x son aquellos para los que I, (a, B) esigual a 0.0025, 0.005, 0.01,
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0.025, 0.05, 0.1, 0.25 y 0.5 para las distintas combinaciones de « y 8. Con el fin de
encontrar los valores cuantiles correspondientes a puntos de alto porcentaje, consi-

dérese lo siguiente: \

PX=x)=PQl-X=1-1x)
\ =1-P1-X=1-x);
entoi;lces, por la relacion de simetria (5.32): ‘

Flx;a,8) =1 - F(l - x; 8, )

Lia,B)=1-1,_,(8,a). (5.38)

De esta manera, los valores cuantiles para los puntos de alto porcentaje se en-
cuentran al intercambiar a y 8 y toman el punto de porcentaje igual a 1 — x. A ma-
nera de ilustracion, sea X una variable aleatoria beta con @ = 2y 8 = 4; los valores
cuantiles 90, 95 y 99 son 0.58389, 0.65741 y 0.77793, respectivamente. En la tabla 5.7
se proporcionan los valores cuantiles para combinaciones de valores de « y 8 que dan
origen a los distintos perfiles de la distribucion beta.

Es mas facil obtener los momentos de la variable aleatoria beta mediante el empleo
del método directo, que por el uso de la funciéon generadora de momentos, debido a
que esta Gltima no tiene una forma sencilla. En particular, se encontrara una expre-
sion general que permita obtener el r~ésimo momento alrededor del cero y después
emplearla para obtener los momentos restantes:

' __r(a+B) Ia+r—l Bt
;L,—E(/}")————r(a)r(ﬁ) o X (1 — x) dx
_ Fla + B)
~ T@rp Y@t P

_T(a +b) T(a+ TP
" T@F(B) Fa+8+r)

_Fla+ Bl a + 1)

T T+ B+ 7 (5.39)
Como resultado,
vy Fla+ Bla + 1)
HY = f it + g+ 1)
" B (5.40)
a+ g
y hd
Var(x) = ala + 1) __ X
@+ B)a+B+1) (x+p)
=2 (5.41)

T(a+ Blat Bt
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TABLA 5.7 Valores de cuantiles beta para distintas combinaciones de « y 8

Xp.25 Xo.50 X0.75
a=8=1/2 0.14645 ) 0.50000, 0.85355
a=1/2,=2 0.02831 0.12061 0.31122
a=2,8=1/2 0.68878 0.87939 0.97169
a=4,8=6 0.29099 0.39308 . 0.50199

Al seguir este procedimiento y después de efectuar el algebra necesaria, el coeficiente
de asimetria y la curtosis relativa para la distribucion beta estan dadas por:

2B - ) Ve + B+ 1

- (5.42)
VaB(a+ 8 +2)

o3(X) =

3a + B+ D2(a + B) + afla + B — 6)]

(5.43)
a3l + B + 2)a + B + 3)

oay(X) =

Mediante el examen de (5.42) puede observarse que la distribucion beta es simétrica
sOlo si @« = B, tal y como ya se habia mencionado. Si « < 8, la distribucion tiene
un sesgo positivo y si « > B, la distribucion presenta un sesgo negativo.

En la tabla 5.8 se proporciona un resumen de las propiedades de la distribucion
beta.

Algunas areas, en las que se emplea la distribuciéon beta como modelo de proba-
bilidad incluyen la distribucion de articulos defectuosos sobre un intervalo de tiempo
especifico; la distribucion del intervalo de tiempo necesario para completar una fase
de proyecto en PERT, evaluacién de programas y técnicas de revision, (en este caso
se emplea la distribucion beta generalizada; véase [14]); la distribucion de la propor-
cion de los valores que deben caer entre dos observaciones extremas.

TABLA 5.8 Propiedades basicas de la distribucion beta

Funcion de densidad de probabilidad Parametros
L e+ B) e . o >0
Jx e, B) = wl‘(a)l’(ﬁ) XU = ) B. B >0
0<y<i
Coeficiente Curtosis
Media Varianza : de asimetria relativa
a apB A8 —a) Va + 8+ 1 .
a+ 3 @+ Ba+ B+ D VaBla + 8+ 2)

Ha + B+ DI2Ha + BY + afla + B - 6)]
affla + B+ 2a + B+ 3)
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La esencia de esta Gltima area tiene relacion con los limites estadisticos de tole-
rancia. Estos limites son muy importantes, especialmente en el control estadistico de
calidad donde el control de variabilidad de un producto es esencial. Este control, en
general, se lleva a cabo mediante la medicién de algunas propiedades del producto o
determinando los ajustes que deben hacerse al proceso de produccién para mejorar
la calidad del producto. Los limites estadisticos de tolerancia no son iguales a las to-
lerancias fisicas o especificaciones limite. Estos son' conjuntos de criterios disefiados
para un proceso de produccion en particular y que se espera que todas las unidades
cumplan. Los limites estadisticos de tolerancia se trataran en el capitulo ocho.

Puede demostrarse que si la suma de los parametros que determinan el perfil de la
distribucion beta es, de manera relativa, grande, la funcion de distribucién acumulati-
va beta (5.35) se puede aproximar de manera adecuada por la diferencia de dos fun-
ciones de distribucion normal estandar. Esto-es:

“F(x;a, B) = Fa(z,;0, 1) — Fu(ze; 0, 1), (5.49)
en donde:
' Z=[/3]—0.5—(a+/3—1)(1—x)
“ @+ B — DOt — 0" 7
(a+B-11 —x)+0.5
Tl + B~ DT — 17

Ze =

y {B] denota el entero mas grande que no excede a 8. En la tabla 5.9 se tiene una
comparacion entre los valores de la funcion beta dados por (5.35) con aquéllos pro-
porcionados por (5.44). Para cada valor x, el primer renglén correspondiente a ésta
es el valor exacto de la distribuciéon beta y el siguiente es el que proporciona (5.44).
Para valores distintos de los finales, la aproximacion es adecuada. Sin embargo, no-
tese que la discrepancia en los valores superiores disminuye conforme la sumade a y
B es mas grande.

TABLA 5.9 Comparacion entre las funciones de distribucion beta y normal

X a=f8=3 a=10,8=175 a=10,8 =15

0.10 0.0008909 0.0000001 0.0000521
0.0000317 0.0 0.0000007

0.25 0.04893 0.0003419 0.05466
0.04182 0.0001078 0.04947

0.50 0.50 0.08978 0.8463
0.4996 0.09009 0.8461

0.75 0.95107 0.74153 0.99989

; 0.94118 0.72564 0.99886
0.90 ' 0.9991091 0.99077 1.0

0.9405883 0.95160 0.9756
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5.5 La distribucion gama

Otra distribucion de gran uso es la distribucion gama. Entre los muchos usos que
esta distribucion tiene se encuentra el siguiente: supoéngase que una pieza metalica se
encuentra sometida a cierta fuerza, de manera que se rompera después de aplicar un
numero especifico de ciclos de fuerza. Si los ciclos ocurren de manera independiente
y a una frecuencia promedio, entonces el tiempo que debe transcurrir antes de que el
material se rompa es una variable aleatoria que cumple con la distribucion gama.

Definicion 5.4 Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucion gama si su
funcion de densidad de probabilidad esta dada por:

1 -1
« —-x/0 0, a, 0
. 0) = F(a)()“x exp(—x/0) x> @, 0> (5.45)

0 para cualquier otro valor,
en dond= I'(a) es la funcion gama definida en el capitulo tres.

La distribucién gama es muy versatil puesto que exhibe varios perfiles que de-
penden del valor del parametro «. En la figura 5.7 se ilustran distintos perfiles de la
funcion de densidad gama para distintos valores de « y 6. Como puede observarse,
para o = 1, la distribucion gama tiene un perfil en forma de J transpuesta. Para

f(x)
0.7

0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

-
1 2 3

FIGURA 5.7 Graficas de la funcion de densidad gama para distintos valores de a y 6
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a > 1, presenta un pico que ocurre en x = #(a — 1).Para un valor fijo de @, el
perfil basico de la distribucion gama no se altera si el valor de a cambia. Lo anterior
da como resultado que las cantidades a y 8 son los factores de forma y de escala,
respectivamente, de la distribucion gama.

Esta distribucién se emplea de manera extensa en una gran diversidad de éreas;
por ejemplo, para representar el tiempo aleatorio de falla de un sistema que falla s6lo
si de manera exacta los componentes fallan y la falla de cada componente ocurre
a una frecuencia constante A = 1/8 por unidad de tiempo. También se emplea en
problemas de lineas de espera para representar el intervalo total para completar una
reparacion si ésta se lleva a cabo en subestaciones; completar la reparacion en cada
subestacion es un evento independiente que ocurre a una frecuencia constante igual
a A = 1/8. Existen algunos ejemplos que no siguen el patron anterior, pero que se
aproximan de manera adecuada mediante el empleo de la distribucién gama, como
los ingresos familiares y la edad del hombre al contraer matrimonio por primera vez.

Mediante el empleo de la funcién gama dada por (3.5), puede demostrarse que
(5.45) es una funciéon de densidad de probabilidad. Para hacerlo, considérese un
cambio de variable de integracion, tal que u = x/8, x = 6u, y dx = 6du; en-
tonces: -

i
I'(a)o”
1 [
I'(@) Jo

1
IN'a)6*

fo x“texp(—x/0)dx L(Gu)""exp(—u)ﬂdu

a

w* lexp(—wdu = 1,

I

dado que ') = [ u* ‘exp(—u)du.
Con un procedimiento similar se demuestra que el r-ésimo momento alrededor
del cero es:

r 1 f" a+r—|
* = Tt b exp(—x/6)dx
_ 0a+r fx a+r~|
= (@8 Jo u exp(— w)du
T+ 1) (5.46)
Fa) ’
Se sigue, por lo tanto, que:
EX) = af (5.47)
y
Var(X) = ab’ , (5.48)

Ademas, después de obtener los momentos centrales apropiados, se puede demostrar
que el coeficiente de asimetria es

a(X) = 2/Va. (5.49)
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y la curtosis relativa esta dada por:

aX) = 3(1 + %) ‘ (5.50)

Notese que a partir de los factores de forma ay(X) y aX), la distribucion gama
tiene un sesgo positivo y mas picos que la distribucidn normal, puesto que a,(X) >3
para cualquier a > 0. Sin embargo, también debe notarse que conforme el para-
metro o se hace cada vez mas grande, el sesgo se convierte en menos pronunciado y
la curtosis relativa tiene el tres como valor limite. De hecho, para valores grandes de
a la distribucién gama puede aproximarse, en algin grado, por una distribucion
normal. Esto es, la variable aleatoria

Z=X - af)/0Va (5.51)

es, de manera aproximada, igual a la normal estandar para valores grandes de «a.
La funcion generadora de momentos para la variable aleatoria gama X esta dada
por:

Elexp(tX)] = x*'exp[ - (1 — 80)x/0)dx.

1
I'a)§™ Jo

a—lga—|

Sea , = (1 — 6nx/0, x = ud/(l - 61), y dx = [8/(1 — 6n)du. Entonces:
: 1 fx u
()6 Jo (1 — 61)
_. l
T )1 —~ 60"

po— CXp(—u)—————o du

Elexp(tX)] = a0~

JO u* " 'exp( — u)dn

= -0, 0=:1<1/6. (5.52)

La funcion de distribucion acumulativa se determina por la siguiente expresion:

X

F(x;a, 0) = W 0

t*lexp(—t/®)dt, x>0, (5.53)

Se tabularon muchas versiones de (5.53). Por ejemplo, si se efectiia el cambio de va-
riable # = t/0 de maneratal que ! = fuy dt = 6du, entonces (5.53) toma la si-
guiente forma:

Ve

F(x; . 0) = (Bu)* " 'expl( — 11)0du

[(a)6” J:»

l X/ »
f «* " 'exp(— w)du.

" T(@) o

La integral [/ u® 'exp(—w)du se conoce como la funcion gama incompleta y

se denota, generalmente, por y(x/8: a). El cociente de y(x/8; «) y de la funcion
gama completa I'(«) recibe el nombre de cociente de la funcién gama incompleta y
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se encuentra tabulado en [8] para distintos valores de x/0 y «. De acuerdo con lo
anterior, la funcion gama de distribucién acumulativa se escribe como:

- PX =x) = F(x;a,0) = y(x/6; 0)/T(e). (5.54)

En [7] se encuentra una tabla muy extensa de los valores de una funcién édiiivalente
a (5.53), dada por:

" Iu, p) = F(x; a, 0), (5.55)

donde v = x/()\/; y p = a — 1. Debe notarse que si el parametro de forma « es
un entero positivo, (5.55) se puede expresar, en forma cerrada:

x 1 (x\ 1 x\*!
Fx,a,0 =1 - [] + 5+ 5(6) + -+ m(a) ]exp(—x/()) (556)

como resultado de efectuar varias integraciones por partes. También el valor cuantil
x, para el que F(x,: , ) = g no puede determinarse de manera directa; éste
puede interpolarse a partir de los valores que aparecen en las tablas dadas en [7] ©
[8]. En la tabla 5.10 se da un breve resumen de las propiedades basicas de la distribu-
ci6on gama.

Ejemplo 5.9 SupOngase que cierta pieza metalica se rompera después de sufrir dos
ciclos de esfuerzo. Si estos ciclos ocurren de manera independiente a una frecuencia
promedio de dos por cada 100 horas, obtener la probabilidad de que el intervalo de
tiempo se encuentre hasta que ocurre el segundo ciclo: @) dentro de una desviacion
estandar del tiempo promedio, y ) a mas de dos desviaciones estindar por encima
de la media.

Sea X la variable aleatoria que representa el lapso que transcurre hasta que la

pieza sufre el segundo ciclo de esfuerzo. Si X tiene una distribucién gamacona = 2
y @ = 50 horas debido a que la frecuencia promedio es 0.02 por hora. La fun-

TABLA 5.10 Propiedades de la distribucidon gama

Funcién de densidad de probabilidad Pardametros
S ) b e- 'exp(—x/0) >0
xia,d) = X xp(—x ,
T(a)o" p a a
x>0 9, 0>0
Coeficiente
Media Varianza de asimetria Curltosis relativa

; —
af . b 2/Va 3(1 4 2)
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cion de densidad de probabilidad es

flx;2,50) = xexp(-x/50), x>0,

i
I'(2)50?
y la funcion de distribucion acumulativa dada por (5.56) se reduce a:

Fx;a,0) =1 - (1 + S%)exp(—x/SO), x>0.

De (5.47) y (5.48), los valores de la media y de la desviacion estandar de X son 100 y
70.71, respectivamente. De acuerdo con lo anterior:

Plp—o<X<p+ o) =P29.29 <X <170.71)
= F(170.71; 2, 50) — F(29.29; 2, 50)
= 0.7376.

Notese que la probabilidad de que el lapso sea menor de una desviacion estandar
por debajo de la media es de 0.1172 y la probabilidad de que éste sea mas grande que
la media por una desviacion estandar es | — 0.8548 = 0.1452. Finalmente:

P(X > p + 20) = P(X > 241.42)
1 — F(241.42;2, 50)
0.0466.

il

Ejemplo 5.10 Para demostrar el grado de concordancia entre las distribuciones
normal y gama, se seleccionaron, para esta Gltima, los valores de 3.5 y 7 para el para-
metro de forma «, y para 8 = 10, calculandose las funciones de distribucion acu-
mulativa para distintos valores de las correspondientes variables aleatorias. La in-
formacion anterior se encuentra en la tabla 5.11.

A partir de la informacion dada en la tabla 5.11, es evidente que la funcion de
distribucion acumulativa normal sobreestima los valores dados por la correspon-
diente funcién de distribucion acumulativa gama en los extremos, mientras que la
subestima alrededor de la media. Lo anterior es valido para los dos valores de «; sin
embargo, para a« = 7, la concordancia en los extremos es considerablemente mejor
que cuando « = 3.5. Como resultado, se espera que la concordancia aumente para
valores de « mas grandes que siete.

Cuando « es un entero positivo, la distribucion gama también se conoce como
distribucion de Erlang en honor del cientifico danés que la uso por primera vez a
principios del afio 1900 a fin de establecer resultados ftiles para problemas de trafico
en lineas telefonicas. Existe una asociacion entre los modelos de probabilidad de
Poisson y de Erlang. Si el nimero de eventos aleatorios independientes que ocurren
en un lapso especifico es una variable de Poisson con una frecuencia constante de
ocurrencia igual a [/8, entonces para una «, el tiempo de espera hasta que ocurre el
a-ésimo evento de Poisson tiene una distribucion de Erlang. Este resultado se sigue
al hacer una comparacion entre las funciones de distribucién acumulativa de los mo-

o
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TABLA 5.11 Comparacion entre las funciones de distribucion acumulativa gama y normal

a =135 0=10,p = 2.5; u = 35, a=7,0=10,p = 6; u = 70,
o = 18.71 ) o = 26.46
Gama Normal Gama Normal
X u Iu, p) Fx; p, o) X u Iu, p) F(x; p, 0)
0 0 0 0.0307 0 "0 0 0.0041
5 0.27 0.0058 0.0516 10 0.38 0.000098 0.01t6
10 0.53 0.0397 0.0902 20 0.76 0.004865 0.0294
15 0.80 0.1144 0.1423 30 1.13 0.0431 0.0655
20 1.07 0.2209 0.2119 40 1.51 0.1103 0.1292
25 1.34 0.3417 0.2981 50 1.89 0.2380 0.2236
30 1.60 0.4587 0.3936 60 2.27 0.3946 0.3520
35 1.87 0.5706 0.5000 70 2.65 0.5518 0.5000
40 2.14 0.6678 0.6064 80 3.02 0.6853 0.6480
45 2.41 0.7485 0.7019 90 3.40 0.7928 0.7764
50 2.67 0.8107 0.7881 100 3.78 0.8698 0.8708
55 2.94 0.8612 0.8577 110 4.16 0.9215 0.9345
60 321 0.8997- 0.9098 120 4.54 0.9544 0.9706
65 - 3.47 09274  0.9485 130 4.91 0.9739 0.9884
70 3.74 0.9486 0.9693 140 5.29 0.9857 0.9959
75 4.01 0.9640 0.9838 150 5.67 0.9924 0.9987
80 4.28 0.9750 0.9920 160 6.05 0.9960 0.9997

delos de Poisson y de Erlang dadas por (4.17) y (5.56), reSpectivérnente. Esto es, la
probabilidad de que ocurran a lo mas a — 1 eventos de Poisson en un tiempo x a una
frecuencia constante 1/6 se desprende de (4.17) y esta dado por:

N2 a~|
Fp(a — 1;x/0) = [l + 3 + %(’-;;) + 4+ (—a——l_lﬁe) ]exp(—x/f)).

Por otro lado, si se supone que el tiempo de espera sigue el modelo de Erlang, la
probabilidad de que el tiempo de espera hasta que ocurra el «-ésimo evento exceda
un lapso x especifico, esta determinado por:

PX>x)=1—- Fo(xia, 0

X L x\?
1 — 351 — l+§+?§ + -
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En otras palabras, la probabilidad de que el tiempo que transcurre hasta el
a -esimo evento exceda el valor x es igual a la probabilidad de que el niimero de even-
tos de Poisson observados en x no sea mayor que @ — 1. De esta forma, la distribu-
cion de Erlang es el modelo para el tiempo de espera hasta que ocurre el a-ésimo
evento de Poisson, y la distribucion de Poisson es el modelo para el nimero de even-
tos independientes que ocurren en un tiempo x, encontrandose éste distribuido de
acuerdo con el modelo de Erlang. En este contexto, 1/6 es la frecuencia constante
de ocurrencia y @ es el tiempo promedio entre dos ocurrencias sucesivas.

Cuando el parametro de forma « es igual a uno, la distribucion de Erlang (gama)
se reduce a lo que se conoce como la distribucion exponencial negativa. Esta distri-
bucion se emplea de manera extensa para representar lapsos aleatorios de tiempo y
se trata con gran detalle en una seccion subsecuente de este capitulo. Sin embargo,
noétese que la variable aleatoria de una distribuciéon exponencial negativa puede pen-
sarse como el lapso que transcurre hasta el primer evento de Poisson. De acuerdo
con lo anterior, la variable aleatoria de Erlang es la suma de variables aleatorias in-
dependientes distribuidas exponencialmente.

Otro caso especial del modelo de probabilidad gama es la distribuciéon chi-
cuadrado. Si se reemplaza en (5.45) el parametro de forma « con v/2 y el para-
metro de escala 8 con 2, el resultado es la funcion de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria chi-cuadrado y se determina por:

I v/2 -1
¢ exp(—x/2) x>0,
Flei vy = {Tw/227 " exp(~x/2) (5.58)

0 para cualquier otro valor.

La distribucién chi-cuadrado se encuentra caracterizada por un solo parametro v,
que recibe el nombre de grados de libertad. Como se vera, esta distribucion inter-
viene en la inferencia estadistica y de manera especial al hacer inferencias con respec-
to a las varianzas. Se emplea, de manera general, la notaciébn X ~ x? para indicar
que una variable aleatoria tiene una distribucién chi-cuadrado con » grados de li-
bertad.

La funcion de distribucién acumulativa esta dada por:

l R
PX =x :—,fz”““'ex —t/2)dt x>0, 5.59
( ) T(w/227" Jo p(—1/2) A ( )
y se encuentra tabulada de manera extensa. En la tabla E dei apéndice se encuentran
los valores cuantiles x,__ ,, de manera que
PX=x_,)= J[ Mf(.\‘: vde =1 -«
0
para algunas proporciones acumulativas seleccionadas | — o* y distintos valores
de v. A manera de ilustracion, si v = 10,

* En este contexto, la introduccion de la cantidad o, 0 < a =< 1, sirve para facilitar una discusioén poste-
rior de un concepto que recibe el nombre de ‘‘probabilidad del error de tipo I’’, que de manera general
se denota por «a.
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P(X = x401.10) = P(X < 2.55) = 0.01,
- P(X =< xg05.10) = P(X < 3.94) = 0.05,
P(X = xy9510) = P(X = 18.31) = 0.95,
v PX = Xp9040) = P(X =23.19) = 0.99.
Los momentos de la distribucién chi-cuadrado ~\s\e obtienen a partir de (5.47) a
(5.50) y estan dados por:
EX) = v,

Var(X) = 2v,
(X)) = 4/V2,

a(X) = 3(1 + i)
v

Analogamente y a partir de (5.52), la funcién generadora de momentos para la
distribucion chi-cuadrado es:
_ |

my(t) = (1 — 21)~*"? 0=1< X (5.60)
Notese que una caracteristica interesante de la distribucién chi-cuadrado es que el
valor de su varianza es dos veces el valor de su media. Ademés, como esta distribu-
cion es un caso especial de la distribucion gama, presenta un sesgo positivo y un pico
mayor que el de una distribucion normal, pero el coeficiente de asimetria tiende a
cero y a una curtosis relativa igual a tres conforme » tiende al infinito.

5.6 La distribucion de Weibull

La distribucion de Weibull fue establecida por el fisico suizo del mismo nombre,
quien demostro, con base en una evidencia empirica, que el esfuerzo al que se someten
los materiales puede modelarse de manera adecuada mediante el empleo de esta dis-
tribucion [9]. En los Gltimos 25 afios esta distribucion se empled como modelo para
situaciones del tipo tiempo-falla y con el objetivo de lograr una amplia variedad de
componentes mecanicos y eléctricos.

Definicion 5.5 Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion de
Weibull si su funcion de densidad de probabilidad esta dada por:

fix; a, 8) = %xa_le"p[“(x/e)"] x>0, o 6>0,

0 para cualquier otro valor.

(5.61)

La distribucion de Weibull es una familia de distribuciones que dependen de dos
parametros: el de forma a y el de escala 6. Se puede introducir un parametro adi-
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cional al reemplazar la variable aleatoria de Weibull X por X —a, en donde a es un

parametro de localizacién que representa un valor umbral o tiempo de garantia. En

la figura 5.8 se muestran varias graficas de la distribucion de Weibull para distintos

valores de a y 6, y como puede observarse, esta distribucion tiene distintos perfiles

dependiendo del valor de a. Por ejemplo, si a < 1, (5.61) tiene una forma de J

transpuesta, y si « > 1, la funcion de densidad de Weibull presenta un pico tinico.
La funcion de distribucion acumulativa de Weibull

Fix;a,8) = 03","0 1= 'exp[ — (¢/6)*1dt (5.62)

puede obtenerse en forma cerrada mediante la evaluacion directa de la integral en
(5.62). Esto es: .

X

Fx;a 0) = — (—o—a)exp[—(t/ﬂ)"]
o «a

=1 - exp[—(x/0)], x=0. (5.63)

1]

De (5.63), el valor cuantil x, es:
1 — expl—(x,/6)]

X

q
~6lIn(t — g)"*

1 i/a
= 0[ln<l = q)] . (5.64)

En particular, la mediana de una variable aleatoria de Weibull es:
Xo5 = 6[In(2)]"*. (5.65)

q

f(x)
0.8
0.6

0.4

0.2

FIGURA 5.8 Graficas de la funcion de densidad de Weibull para distintos valores de a y 6
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Los momentos y los factores de una variable aleatoria de Weibull se encuentran
primero al determinar el r~ésimo momento central alrededor del cero:

ul = EX') = fo X'flx; a, B)dx

_E - a+r—1 \___ a
= 0",,; x exp{— (x/8)"1dx. (5.66)

En (5.66),sea u = (x/6)*; entonces x = u'/* ydx = (6/a)u"’*"" du.El resulta-
do es: ’

M, = %j (u'/)>+r! exp(—u)-o—u'/“"du
0 0 a

= 9 L u"exp(~ u)du

r

0’F<1 + —). (5.67)

a

De (5.67), 1a media de X es:
EX) = OF(I + l) (5.68)
a

y la varianza de X es el resultado de evaluar:

Var(X) = 92[1“(1 + Z) - F2<1 + l)] (5.69)
a a

Mediante el empleo del mismo procedimiento pueden determinarse el coeficiente
de asimetria y la curtosis relativa. Estos se encuentran en la tabla 5.12. Los facto-

TABLA 5.12 Propiedades basicas de la distribucién de Weibull

Funcién de densidad de probabilidad Parametros
a a-—1 ("3
flx;a, 8) = Fx exp[ — (x/6)*] a, a>0
x>0 6, 6>0
Valor del Coeficiente
Media Varianza cuantil de asimetria  Curtosis

GF(] + 1) 01[1‘(1 + 3) - I‘z(l + l)] X, = B[In( l )] - * **
a a a 1-¢g
ra + 3/a) — 31 + 1/l +2/a) + 2% + 1/a)

[T + 2/a) — T3 + 1/a)}”?

Tl + 4/a) — 4T + 1/aL(0 + 3/a) 671 + 1/a)(1 + 2/a) — 3T*0 + V/a)
(A + 2/a) = T30 + 1/a))? [T + 2/a) —~ T30 + /)]

*ay(X) =

a(X) =
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TABLA 5.13 Comparacién entre las funciones de distribuci\én acumulativa de Weibull y
normal

a=2256=10 a=360=10 a=5830=10

: Normal Normal Normal
X Weibull (8.858,'4.128)* Weibull  (9.01, 2.788)* Weibull (9.267, 1.828)*
0 0 0.01578 0 0.000619 0 0
1 0.005608 0.02872 0.000251 0.002052 0.000001 0.000003
2 0.026395 0.04746 0.003041 0.006037 0.000084 0.000034
3 0.0644 0.0778 0.013025 0.01539 0.000894 0.000302
4 0.1195 0.1190 0.036259 0.03593 0.004775 0.001988
5 0.189 0.1762 0.0792 0.07493 0.017425 0.009903
6 0.2716 0.2420 0.1470 0.1401 0.049616 0.03673
7 0.3612 0.3264 0.2419 0.2358 0.1175 0.1075
8 0.4541 0.4150 0.3610 0.3594 0.2384 0.2451
9 0.5457 0.4880 0.4956 0.5000 0.4179 0.4404
10 0.6321 0.6064 0.6521 0.6368 0.6321 0.6554
1 0.7104 0.6985 0.7557 0.7611 0.8250 0.8289
12 0.7785 0.7747 0.8545 0.8599 0.9447 0.9332
13 0.8355 0.8413 0.9236 - 0.9236 0.9901 0.9793
14 0.8814 0.8925 0.9652 0.9641 0.999184 0.9952
15 0.9171 0.9319 0.9865 0.9842 0.999976 0.999155

* Média y desviacion estandar

res de forma pueden graficarse como funciones del parametro de forma de la distri-
buci6n de Weibull (véase [2]). Estas graficas revelan lo siguiente: la distribucion de
Weibull es simétrica s6lo si @ = 3.6; si a > 3.6, la distribucion tiene un sesgo ne-
gativo y si & < 3.6, se encuentra sesgada positivamente. La curtosis relativa se en-
cuentra cercana a la de la distribucién normal que es de tres cuando « tiene un valor
cercano a 2.25 o a 5.83. En la tabla 5.13 se proporciona una comparacion entre las
funciones de distribucion acumulativa de Weibull y normal, con un « correspon-
diente a la distribuciéon de 2.25, 3.6 y 5.83 y con un factor de escala 6 = 10. La con-
cordancia parece ser relativamente buena tanto en los valores extremos como en el
centro, especialmente para a« = 3.6 y 5.83. De esta forma, la distribucién de
Weibull puede aproximarse, de manera adecuada, por una distribucién normal cada
vez que el factor de forma a se encuentre cercano a estos valores.

En la tabla 5.12 se encuentran resumidas propiedades de la distribucion de
Weibull.

Existen dos casos especiales en la distribucion de Weibull que merecen mencion
especial. Cuando el parametro de forma es igual a uno, la distribucioén de Weibull (al
igual que la gama), se reduce a la distribucion exponencial negativa. Cuandoa = 2
y el parametro de escala 6 se reemplaza por \/2 o, la funcién de densidad de
Weibull (5.61) se reduce a:

fix: o) = % exp(—x?/203) x>0, (5.70)
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que es la funcion de densidad de probabilidad de lo que se conoce como distribucién
de Rayleigh.

Ejemplo 5.11 Un fabricante de lavadoras garantiza sus productos contra cual-
quier defecto durante el primer afio de uso normal. El fabricante ha estimado un
costo por reparacion de $75 durante el periodo de garantia. Con base en la experien-
cia, se sabe que el tiempo en que ocurre la primera falla es una variable aletoria de
Weibull con parametros de forma y escala iguales a 2 y 40, respectivamente. Si el
fabricante espera vender 100 mil unidades y si, para una misma unidad, se descuenta
el valor de las reparaciones, se determina el costo esperado de la garantia para el
fabricante.

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo que transcurre hasta que se
presenta la primera descompostura. Por hipétesis, la funcién de densidad de proba-
bilidad de X es:

f(x;2, 40) = % xexp[—(x/40)*], x>0.

La probabilidad de que la primera descompostura ocurra durante el periodo de
garantia es igual a la probabilidad de que X sea menor o igual a 12. Mediante el
empleo de (5.63), esta probabilidad es:

P(X = 12) = 1 — exp[—(12/40)*] = 0.0861.

Por lo tanto, si se supone que la operacion de las lavadoras es independiente entre si,
se pueden esperar (100 000)(0.861) = 8610 de fallas durante el tiempo de garantia
con un costo total de $645 750.

5.7 La distribucion exponencial negativa

Se ha notado con anterioridad que la distribucién exponencial (negativa) es un caso
especial de los modelos de Weibull y gama. Ya que es un caso especial de la distribu-
¢ibn gama (Erlang), la variable aleatoria exponencial es el tiempo que transcurre
hasta que se da el primer evento de Poisson. Es decir, la distribucién exponencial
puede modelar el lapso entre dos eventos consecutivos de Poisson que ocurren de
manera independiente y a una frecuencia constante. Esta distribucion se emplea con
bastante frecuencia con objeto de modelar problemas del tipo tiempo-falla y como
modelo para el intervalo en problemas de lineas de espera. Posteriormente se de-
mostrara que la distribucion exponencial no tiene ‘“memoria’’. Es decir, la probabi-
lidad de ocurrencia de eventos presentes o futuros no depende de los que hayan
ocurrido en ¢l pasado. De esta forma, la probabilidad de que una unidad falle en un
lapso especifico depende nada més de la duracion de éste, no del tiempo en que la
unidad ha estado en operacion.
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Definicién 5.6 Si una variable aleatoria X tiene una distribucion exponencial, su
funcion de densidad de probabilidad esta dada por:

1
- -x/0 >0, 6>0,
foe gy = 10RO (5.71)

0 para cualquier otro valor.

La distribucion exponencial se caracteriza por un parametro 6, que representa el
lapso promedio de tiempo entre dos eventos independientes de Poisson. En el con-
texto de la confiabilidad, 6 recibe el nombre de tiempo promedio entre fallas, y 1/6
es la frecuencia de falla. La funcion de distribucion acumulativa se obtiene directa-
mente de los modelos de Weibull o de Erlang y esta determinada por

PX =x) = F(x;0) = 1 — exp(—x/8). (5.72)

Las expresiones para los valores cuantiles, momentos y factores de forma para esta
distribucion, se obtienen de las correspondientes expresiones para la distribucion de
Weibull con = 1. Esto es:

x, = 6In[1/(1 — q)I,

EWX) =8,
Var(X) = 6%,

ayX) = 2, y

aX) = 9.

En problemas de confiabilidad, generalmente el interés recae en determinar el
tiempo de vida promedio de un componente o de un sistema de éstos. El problema
esencial consiste en identificar la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria
que, de manera adecuada, proporciona un modelo para el tiempo de falla. En esta
linea, una cantidad muy util es la funcion de confiabilidad.

Definicion 5.7 Sea T una variable aleatoria que representa el tiempo de vida de un
sistema y sea f(z) la funcion de densidad de probabilidad de 7. La funcién de con-
fiabilidad del sistema a tiempo ¢, R(t), es la probabilidad de que el lapso de dura-
cion del sistema sea mayor que un tiempo ¢ dado. De acuerdo con lo anterior,

RO =PT>1=1-F1, (>0 (5.73)

Otra cantidad muy 1til para seleccionar una funcion de densidad de probabilidad
para el lapso de vida medio de una unidad (o sistema) es la frecuencia de falla o fun-
cion de riesgo, que se define de la siguiente forma:

Definicion 5.8 Sean f(t) y R(t) las funciones de densidad de probabilidad y de
confiabilidad, respectivamente, de una unidad en un tiempo dado ¢. La frecuencia
de falla h(t) se define como la proporciéon de unidades que fallan en el intervalo
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(t, t + d1) con respecto a las que siguen funcionando a tiempo ¢, y esta determinada
por:

h(t) = f(6)/R(2). v (5.74)

Si se conoce la frecuencia de falla, es posible determinar la funcién de densidad
de probabilidad de la variable aleatoria. Dado que R($) = 1 — F(1), mediante di-

ferenciacion con respecto a ¢, se tiene que R'(r) = —F'(t); pero F'(t) = f(1).
Como resultado se tiene que la frecuencia de falla puede expresarse como:
R = —-R@)/RO. (5.75)

Suponiendo que el sistema comenzo a funcionar en ¢ = 0, R(0) = 1. Integrando
ambos miembros de (5.75) desde O hasta ¢, se tiene:

I

fo h(x)dx = — fo [R'(x)/R(x)]dx
—In[R(2)] + In[R(0)]
—In[R(1)],

donde x es una variable muda de integracion. Dado que:

I

—In[R(1)] = J;h(x)dx,
se tiene:

R@) = CXP[_J; h(x)dx].

Mediante el empleo de (5.74), la funcidn de densidad de probabilidad es:

f@) = h(t)exp[— fo h(x)dx]. (5.76)

Existen muchos fendmenos fisicos de naturaleza aleatoria que muestran frecuen-
cias de falla que tienen un parecido a ‘‘la curva de la tina de bafio’’, tal y como se
ilustra en la figura 5.9. En el intervalo de tiempo, de 0 a ¢,, la frecuencia de falla es
apreciable pero disminuye en valor debido al “‘sindrome de mortalidad infantil”’,
mismo que sugiere que las primeras fallas pueden tener su origen en defectos de
fabricacion. Durante el intervalo de ¢, a t,, h(t) es casi constante, pero comienza a
aumentar de valor después de ¢, por fallas debidas al desgaste de los componentes.
Se puede imaginar una frecuencia de falla constante si los componentes se prueban
inicialmente para detectar fallas por desgaste y se reemplazan antes de ¢,.

Si la frecuencia de falla 1/, es constante, la funcién de densidad de probabili-
dad del tiempo de vida medio es la exponencial negativa. Esto es, si (t) = 1/6, en-
tonces de (5.76) se tiene: '

[
< |
1)
>
o
proe——
I
< -
-
2
=
[

S

éexp(*t/(}).
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h(t)

FIGURA 5.9 Funcibn de frecuencia de falla tipica

Notese que la proposicion inversa también es cierta; si el tiempo de vida medio se en-
cuentra distribuido de manera exponencial, la frecuencia de falla es constante. Dado
que la funcion de confiabilidad a tiempo ¢ para un tiempo de vida medio distribuido
exponencialmente es:

R() = exp(—t/6), >0, (5.77)
la frecuencia de falla esta dada por:
_ (1/6)exp(—1/6)

exp(—1/0)

1/0, t>0.

h(t)

Una frecuencia de falla constante implica que la probabilidad de falla en un in-
tervalo de tiempo determinado, depende de la duracién de éste y no del tiempo en
que el sistema ha estado operando. Esta Gltima es la propiedad de ‘‘no memoria’’. A
pesar de que el lapso de vida media no se encuentra distribuido de manera exponen-
cial a lo largo de todo el periodo de funcionamiento del componente, el tiempo de
operacion de un sistema que contiene a éstos puede modelarse de manera adecuada
por una distribucion exponencial si se aflade una seleccion inicial y una politica de
mantenimiento adecuada para los componentes.

Muchos investigadores proporcionan justificacion empirica para la distribucion
exponencial en problemas de confiabilidad. El trabajo de Davis [3], quien demostr6
que el lapso de duracion de ciertos componentes eléctricos puede modelarse de ma-
nera adecuada por una distribucion exponencial, es tipico-en este sentido. Como
ejemplo de este trabajo, la tabla 5.14 contiene una comparacion entre las frecuencias
observada y tedrica para el tiempo de duraciéon del bulbo V805. El tiempo ae vida
promedio para este bulbo, con base en los datos que se observaron fue de 179 horas.
Al sustituir este valor de 8 en (5.72), se pueden obtener las probabilidades teoricas
para la distribucién exponencial.

W S
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TABLA 5.14 Frecuencias observada y esperada para el bulbo V805

Tiempo de
duracion ~ Frecuencia Frecuencia Probabilidad Frecuencia
(horas) observada relativa del intervalo esperada
0~ 80 317 0.3511 . 0.3604 325.4
80--160 230 0.2547 0 0.2305 208.2
160-240 118 0.1307 0.1474 133.1
240-320 93 0.1030 0.0943 85.2
320-400 49 0.0543 0.0603 54.5
400-480 X 0.0365 0.0386 34.8
480-560 17 0.0188 0.0247 22.3
560-700 26 0.0288 0.0238 21.5
700 o mas 20 . 0.0221 0.0200 18.1

Totales 903 1.0000 1.0000 903.1

El argumento para emplear la distribucion exponencial como modelo para el
tiempo aleatorio en problemas de lineas de espera es similar al que se emplea en los
lapsos de duracion de un componente. Esto es, si un taller de reparacion opera por
un tiempo suficientemente largo para obtener una condicion cercana al equilibrio, la
probabilidad de hacer una reparacién o que ésta se complete en un tiempo determi-
nado, dependera de este Gltimo, y no del que haya transcurrido en llevar a cabo la Gl-
tima reparacion o el completarla.

‘A pesar de que la distribucion exponencial negativa se emplea muchas veces para
modelar la duracion aleatoria de cierto componente, no es la distribucién mas apro-
piada, en el tiempo en que ocurrira una falla, para todos los dispositivos. Existe
una razon para creer que el lapso de tiempo que el componente tiene en operacion
afecta su duracion. Los modelos mas apropiados en estos casos son la distribucion
de Weibull o 1a de Erlang. Estas exhiben frecuencias de falla crecientes, decrecientes
o constantes dependiendo de cuando los valores de los parametros de forma son mas
grandes que, menores que, o iguales a uno, respectivamente. Por ejemplo, la funcion
de confiabilidad para la distribucion de Weibull esta determinada por:

R() = exp[—(¢/6)"] (5.78)
y la frecuencia de falla es:
hit) = at® /8", (5.79)

Un ejemplo de sistema con una frecuencia de falla decreciente es aquél que mejora
su funcionamiento con el paso del tiempo. Un ejemplo de este fendmeno es la dura-
cion de una empresa. Entre mas tiempo tenga ésta operando con menor frecuencia
se observara una falla en un intervalo dado de tiempo.

5.8 La distribucion de una funcion de variable aleatoria

)

Uno de los ingredientes clave en inferencia estadistica es la distribucion de probabili-
dad de la “‘estadistica’ con base en la cual se formula la inferencia. Puesto que las
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estadisticas son funciones de variables aleatorias, en muchas ocasiones es posible ob-
tener sus distribuciones si se conocen las variables aleatorias sobre las que éstas se
basan.

En esta seccién se examinara una técnica para determinar la distribucién de
una funcibn de variable aleatoria, considerando el caso de una variable aleatoria
continua. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad
fx(x), ysea Y = g(X) una funcion definida de X. Supongase que és posible resol-
ver y = g(x) para x obteniendo de esta forma la funcién inversa x = g~ '(y). Si
g(x) y g~ '(y) son funciones univaluadas de x y y, respectivamente, se dice que la
transformacion es uno a uno. Esto es, a cada punto en el espacio muestral de X le
corresponde un punto Gnico del espacio muestral de Y y viceversa. Si se supone la
existencia de una transformacion uno a uno y ademas que y = g(x)es una funcion
creciente y diferenciable de x, se puede determinar la funcion de densidad de proba-
bilidad de X en la siguiente forma:

Debido a la existencia de una transformacion uno a uno:
Fy(y) = P(Y=y)

= Plg(X) <y]

= P[X=g"'(y)
Entonces: ,
Fy(y) = Fxlg™'(y). (5.80)

Al establecer la diferencia (5.80) con respecto a y y mediante el empleo de la regla
de la cadena, se tiene: .

_ dFylg'(y)] dx
frly) = dx dy

d
=fx[g"(y)]d—x. G.81)
ly

Si gfx) es una funcion decreciente de x, el resultado que se obtiene es el mismo con
excepcion de que la derivada de una funcion decreciente es negativa. De esta manera
se puede formular la siguiente proposicion:

Teorema 5.2 Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad de
probabilidad fy(x) y definase Y = g(X). Siy = gfx)y x = g~ '(y) son funciones
univaluadas, continuas y diferenciables y si y = g(x) es una funcion creciente o decre-
ciente de x, la funcion de densidad de probabilidad de Y esta determinada por:

fr(y) = frlg™ I(}’)]

dx
E } , (5.82)

en dpnde la cantidad J = |dx/dy| recibe el nombre de Jacobiano de la transfor-
macion.
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El teorema 5.2 se obtiene a partir de una técnica de cambio de variable en una in-
tegral definida, que ya se empleb en varias ocasiones.

Sea X una variable aleatoria continua con una funcién de densidad de probabili-
dad f(x; u, 0, a), donde u, 8,y « son los parametros de localizacion, escala y
forma respectivamente. El efecto del parametro de forma o puede hacerse mas claro si
se considera la distribucion de la variable aleatoria estandarizada ¥ = (X — u)/0,
la cual no contiene a » y . Mediante el empleo de (5.82), la funcion de densidad de
probabilidad de Y es:

fr(y) = 0fx(6y + p), (5.83)

ya que larelacion inversaes x = 6y + u yel Jacobiano esta dado por dx/dy =
6. En particular, sea X una variable aleatoria con distribucién gama y cuya funcién
de densidad se establece por (5.45). La funcion de densidad de Y = X/0 es:

TN S
fo(y,a)-r(a)y exp(-y), y>0. (5.84)

De manera similar, si X es una variable aleatoria de Weibull con funcion de densi-
dad-de probabilidad dada por (5.61), la densidad de Y = X/ es:

Sw(y; @) = ay* lexp(—=y*), y>0. : (5.85)

Si no existe un parametro de formaysi u y 6 son lamedia y la desviacion estan-
dar de X, respectivamente, entonces (5.83) dara origen a una funcién de densidad
libre de parametros con media cero y desviacién estandar uno. Un ejemplo de lo an-
terior es la funcion de densidad de probabilidad normal estandarizada.

Ejemplo 5.12. Sila variable aleatoria X se encuentra distribuida de manera unifor-
me en el intervalo (0,7), debe obtenerse la funcién de densidad de probabilidad de
la funcion Y = c sen (X), para cualquier constante positiva c.

Notese que la relacién y = ¢ sen (x) es una funcién estrictamente creciente de x
en el intervalo (0, 7/2) y estrictamente decreciente en el intervalo (/2. ). Cuan-
do la relacién funcional es creciente en alguna parte del dominio de la variable alea-
toria original y decreciente para el resto, la funcion de densidad de probabilidad de
interés puede obtenerse al tratar cada parte de manera separada y sumar los resulta-
dos. De acuerdo con lo anterior, los intervalos (0, 7/2) y (7/2, ) deben manejar-
se en forma separada.

La relacidn inversa es:

x =sen”'(y/c),
y el Jacobiano de la transformacion es:

dx
dy
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Dado que la densidad de X es:
fW=1l/7 0=x=m,

para el intervalo (0, 7/2),

fly) = -71;(02 -y)™"* 0=y=c,
y para el intervalo (7/2, m),

A =@ =A™ osysc

La funcién de densidad de probabilidad de Y es:
fr(y) = £fily) + A(y)

2 (-y) " o=sy=ec (5.86)
™

Ejemplo 5.13 Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con media u& y
desviacion estandar o. Obtener la funcién de densidad de probabilidad de ¥ =
exp(X).

La relacién y = exp(x) es una funcion creciente y diferenciable de x. La relacion
inversa es x = In(y), y el Jacobiano es dx/dy = 1/y. Por lo tanto, la densidad de Y
es:

2
frly; wo) = ———;]————exp{ 1 ['-“M] } y>0. (587
\ 27 oy 2 o

La expresion dada en (5.87) es la funcion de densidad de probabilidad de lo que se
conoce como el modelo log-normal. A pesar de que los parametros de la densidad
log-normal son las cantidades u y o, éstas no representan parametros de localiza-
cion o escala. Mas bien son la media y la desviacion estandar de la correspondiente
variable aleatoria normal. Mientras que la variable aleatoria normal se considera, en
muchas ocasiones, como la representante del efecto aditivo de muchos errores
fisicos pequefios, la variable aleatoria log-normal representa el efecto multiplicativo
de éstos. La distribucién log-normal se emplea en una gran variedad de aplicaciones
que incluyen el problema de evaluar los efectos de la fatiga sobre materiales. Veéase
{1] para una presentacion detallada de esta distribucion.

Existe otro método para determinar la distribucion de una funcion de variable
aleatoria que emplea la funcion generadora de momentos. Recuérdese que esta fun-
cion, si existe, determina de manera univoca una distribucion de probabilidad. De
esta manera, si se encuentra que una variable aleatoria tiene la misma funcion gene-
radora de momentos que la de una distribucion conocida, entonces la funcién de va-
riable aleatoria tiene la misma distribucion.
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Ejemplo 5.14 Sea Z una variable aleatoria distribuida normalmente con media
cero y desviacién estandar uno. Demostrar que la distribucion de:

_ _ Y=2%
es una distribucion chi-cuadrado con un grado de libertad.
. N

Por definicibn, la funcibn que genera momentos de Z 2 es:
myAt) = E[exp(tll2 )] = f_x exp(t22)f(2)dz
= Qm) ' f . exp(tz2)exp(—z°/2)dz

= am™ [ expl- /201 - 200z

x 2
- -2 __*
= (2m) f_x exp[ 20 _21)_,]dz.

Notese que, excepto por una constante, el integrando de la Gltima integral es igual al
de la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria normal con me-
dia cero y varianza (1 — 2r)~'. Para hacer el integrando igual a una distribucion nor-
mal con media cero y varianza (1 — 2¢)~', se multiplica tanto el numerador como
el denominador por la desviacion estandar (1 — 2¢)~'/2, que no es otra cosa mas
que multiplicar la expresion por uno. De esta forma,

L]

(t) = I f I — ___zz___ d
Mz =0 =27 ) . V2m (1 - 22 Pl - 2 |
- (l _ 21)—1/2’

dado que el integrando es una funcidn de densidad de probabilidad normal y por defi-
nicion, la integral desde —o a o, es uno. La funcién generadora de momentos de
Y = Z? esidéntica a la de la distribucion chi-cuadrado con v = 1 grados de liber-
tad; (véase (5.60)). Por lo tanto, el cuadrado de la variable aleatoria normal estandar
tiene una distribucion chi-cuadrado con un grado de libertad.

5.9 Conceptos basicos en la generacion de niimeros
aleatorios por computadora

Desde el advenimiento de los sistemas de computo de gran escala, los experimentos
de simulacion se han convertido en técnicas muy qtiles para el analisis de sistemas
complejos que, muchas veces, se constituyen por muchos componentes interdepen-
dientes. En la simulacion de estos sistemas surge la necesidad de simular fen6menos
aleatorios que son caracteristicos de un sistema en especial. Por ejemplo, si un banco
desea examinar su sistema de servicios al cliente, debe simular el flujo de clientes al
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banco, asi como también el tiempo necesario para llevar a efecto cada operacién
bancaria y estos sucesos constituyen eventos aleatorios.

Para atacar este tipo de problemas se supone, en general, una distribucién de
probabilidad apropiada para cada fendémeno y se genera una secuencia de valores
para la correspondiente variable aleatoria por computadora. Puesto que estas se-
cuencias se generan mediante el empleo de algoritmos numéricos que pueden re-
petirse exactamente, estas secuencias de nimeros no constituyen, en un sentido
estricto, niimeros aleatorios. Sin embargo, estas secuencias exhiben suficientes pro-
piedades aleatorias para emplearse con éxito en muchas aplicaciones.

El propb6sito de esta seccidon no es estudiar las propiedades de los nimeros aleato-
rios generados por computadora ni determinar la forma mas eficiente de hacerlo.
Mas bien el proposito es familiarizar al lector con las posibles formas de generar ni-
meros aleatorios a partir de alguna de las distribuciones de probabilidad, discretas y
continuas, que se han estudiado.

La distribucion rniforme sobre el intervalo (0, 1) juega un papel muy importante
en la generacion de nameros aleatorios por computadora. Para finalizar se establece
y demuestra el siguiente teorema:

Teorema 5.3 Para cualquier variable aleatoria continua X, la funcion de distribu-
cion acumulativa F(x; ) con parametro @ se puede representar por una variable
aleatoria U, la cual se encuentrauniformemente distribuida sobre el intervalo unitario.
Demostracién: Dado que por definiciébn la funcion de distribucién acumulativa de
X esta dada por:

F(x; 0) = [mf(t; 0)dt,

a cada valor de x le corresponde un valor de F(x; 8) que necesariamente se en-
cuentra en el intervalo (0, 1). Ademas, F(X; 6) también es una variable aleatoria en
virtud de la aleatoriedad de X. Para cada valor « de la variable aleatoria U, la fun-
cion u .= F(x; 6) define una correspondencia uno a uno entre Uy X siendo la rela-
cion inversa x = F '(u). Al tener du = dF(x; 6) = f(x; 8)dx, el Jacobiano de la
transformacion es:

dx

I = du

= [f; 017 = [fF ;017"

La funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria U, mediante el
empleo de (5.82), es:

glu) = f(F~"(u); O)LF(F'(u); )1

=1,. 0=u=sl

La esencia del teorema 5.3 recae en el hecho de que, para muchos casos, es posible
determinar de manera directa el valor de x que corresponde al valor de u de las va-
riables aleatoria X y U, respectivamente, de manera tal que F(x; 8) = u. Por esta ra-
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zbn todos los sistemas de cOmputo tienen en su estructura la capacidad de generar
valores aleatorios a partir de una distribucion uniforme sobre el intervalo unitario
(0, 1). De hecho, muchos paquetes estadisticos para computadora, como SAS, SPSS
y IMSL, proporcionan al usuario la oportunidad de generar niimeros aleatorios a
partir de una distribucion dada. Se ilustrara el uso del teorema 5.3 en la generacidn
de nameros aleatorios para algunas distribuciones\ de probabilidad especificas.

5.9.1 Distribucion uniforme sobre el intervalo (a, b)
La funcién de densidad de probabilidad es:
flx;a,b) =1/(b - a), asx=<b.

Para generar un namero aleatorio x, a < x < b, primero se genera un valor alea-
torio u a partir de (0, 1), se iguala a la funcion de distribucién acumulativa, se in-
tegra y se resuelve para el limite superior x. De esta forma:

(b—a)-'f' di = u
x—a
b-a
)
x=ulb - a) + a, a<x<b (5.88)

5.9.2 La distribucion de Weibull

La funcion de densidad de probabilidad es:

flx;a, 0) = %x“*'exp[—(x/or], x>0

Para generar nimeros aleatorios de Weibull x > 0, se resuelve la ecuacion

il

u

o [ texpl -0 1de
(03) ( —%)exp[ —(1/6)°]

1 — exp[ —(x/6)"]

1 1/a
‘ X = 0[ln< )] . (5.89)
| — u

X

Il
=

0

It

u,
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Dado que para o = 1, la distribucién de Weibull se reduce a la exponencial, pueden
generarse numeros aleatorios para una distribucién exponencial mediante (5.89)
cona = 1. -

5.9.3 La distribucion de Erlang
La funcién de densidad de probabilidad es:

x*"'exp(~x/6), x>0,

fOx a,0) = )"

en donde a es un entero positivo. Recuérdese que la variable aleatoria de Erlang es
la suma de « variables aleatorias independientes distribuidas exponencialmente. Por
lo tanto, un niimero aleatorio de Erlang es la suma de a valores aleatorios exponen-
ciales, en donde cada valor se genera mediante (5.89).

5.9.4 La distribucion normal

La funcién de distribucion acumulativa normal es:

1 j 1/t — u\?
— exp| —=| ——) |dt = u
Vor g - [z(o)]

no puede resolverse, en forma cerrada, para x. De manera alternativa, puede de-
mostrarse que si U; y U, son dos variables aleatorias independientes con distribu-
cion uniforme sobre el intervalo unitario, entonces

Zl = (—2 anl)l/ZSCn(ZﬂUZ) y (590)
Z, = (=2 InU)"*cos2nU,)

son dos variables aleatorias normales estandarizadas e independientes.

5.9.5 La distribucién binomial

Para generar niimeros aleatorios a partir de una distribucion binomial con funcién
de probabilidad se considerara lo siguiente: la variable aleatoria binomial es vista
como la suma de n resultados de un proceso de Bernoulli descrito por:

plx; n, p) = ™ pt — py ", x=01,2 .. n

(n — x)
v {l con probabilidad p
0 con probabilidad (I — p).

Se puede obtener un niimero aleatorio binomial mediante la suma de 2 de los valo-
res de la variable aleatoria Y, en donde cada valor se determina mediante:

{IQOSuSp
)7:
0 sip<us=l,

(5.91)
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donde u es un namero aleatorio uniforme sobre el intervalo unitario. Esto es, se ge-
neran n nimeros aleatorios a partir del intervalo unitario, se convierten a unos y ce-
ros de acuerdo con (5.91) y la suma de los unos en esta secuencia es el niimero aleato-
rio binomial.

5.9.6 . La distribucion de Poisson

Recueérdese que la probabilidad de tener x ocurrencias en un intervalo de tiempo ¢
esta definida por:

. _—
P f) = (L)-'i’i‘—,’—(———”—’), x=012 ..,

donde v es la frecuencia constante de ocurrencia, y A = pt es el nGmero promedio
de éstas. Como la ocurrencia en el tiempo de dos eventos independientes de Poisson
se encuentra distribuida exponencialmente, se puede generar un nimero aleatorio
de Poisson x mediante la generacion sucesiva de nimeros aleatorios exponenciales
por(5.89) para oo = 1. El proceso se contin(ia hasta que la suma de los valores x + 1
sea mayor que el intervalo de tiempo ¢. Por lo tanto, el nimero aleatorio de Poisson
es X.
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Ejercicios
5.1. En la misma grafica, dibujar las distribuciones normales M0, 5) y N(0, 4)
5.2. Sea X ~ N (50, 10). Determinar las siguientes probabilidades:




176 Algunas distribuciones continuas de probabilidad

5.3, Sea X ~ N(200, 20). Determinar las siguientes probabilidades:

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

a) P(X<40) d) P(X>35)
b) P(X <65 ¢ PMA0<X<45)
¢ PX>55 pH P38<X<62)

a) P(185 < X < 210) ¢) P(X > 240)
b} P(215 < X < 250) d) P(X > 178)

Sea X ~ N(-25, 10). Encontrar los valores de x que corresponden a las siguientes pro-
babilidades:

a) P(X <x) = 0.1251 ¢ P(X > x) = 0.3859
b P(X <x)=0.9382 d) P(X > x) = 0.8340

Sea X ~ N(10, 5). Encontrar los valores de x que corresponden a las siguientes proba-
bilidades:

a) P(X <x) =0.05 d) P(X < x) = 0.01
by P(X <x) =095 e) P(X <x)=0.025
c P(X<x) =099 S PX <x) =0975

Sea X ~ N(u.0). Determinar la media y la varianza de X si los cuantilesson x,, =
50y xes = 100

Una universidad espera recibir, para el siguiente afio escolar, 16 000 solicitudes de
ingreso al primer afio de licenciatura. Se supone que las calificaciones obtenidas por los
aspirantes en la prueba SAT se pueden calcular, de manera adecuada, por una distribu-
ciébn normal con media 950 y desviacion estandar 100. Si la universidad decide admitir
al 25% de todos los aspirantes que obtengan las calificaciones mas altas en la prueba
SAT, ;cual es la minima calificacion que es necesario obtener en esta prueba, para ser
admitido por la universidad?

Una fébrica produce pistones cuyos didmetros se encuentran adecuadamente clasifica-
dos por una distribucion normal con un didmetro promedio de 5 cm y una desviacion es-
tandar igual a 0.001 cm. Para que un piston sirva, su diametro debe encontrarse entre
4.998 y 5.002 cm. Si el diametro del piston es menor que 4.998 se desecha; si es mayor
que 5.002 el pistbn puede reprocesarse. ;Qué porcentaje de pistones servird? ;Qué por-
centaje sera desechado? ;Qué porcentaje sera reprocesado?

La demanda mensual de cierto producto A tiene una distribucion normal con una media
de 200 unidades y desviacion estandar igual a 40 unidades. La demanda de otro produc-
to B también tiene una distribucion normal con media de 500 unidades y desviacion es-
tandar igual a 80 unidades. Un comerciante que vende estos productos tiene en su alma-
cén 280 unidades de A y 650 de B al comienzo de un mes, ¢cual es la probabilidad de
que, en el mes, se vendan todas las unidades de ambos productos? Puede suponerse in-
dependencia entre ambos eventos.

El peso de cereal que contiene una caja se aproxima a una distribucion normal con una
media de 600 gramos. El proceso de llenado de las cajas esta diseflado para que de entre
100 cajas, el peso de una se encuentre fuera del intervalo 590-610 gramos. ;Cual es el va-
lor maximo de la desviacion estandar para alcanzar este requerimiento?

. En una tienda de descuento la demanda diaria de acumuladores para automoévil se cal-

cula mediante una distribucién normal con una media de 50 acumuladores que tienen



5.12.

5.13.
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una desviacion estandar de 10. En dos dias consecutivos se venden 80 y 75 acumulado-
res respectivamente. Si estos dias son tipicos, ;qué tan probable es, bajo las suposi-

‘ciones dadas, vender 80 0 mas y 75 o mas acumuladores?

Un fabricante de aviones desea obtener remaches para montar los propulsores de sus
aviones. El esfuerzo a la tensibn minimo necesario de cada remache es de 25 000 1b. Se
pide a tres fabricantes de remaches (A, B y C) que proporcionen toda la informacion
pertinente con respecto a los remaches que producen. Los tres fabricantes aseguran que
la resistencia a la tensién de sus remaches se encuentra distribuida, de manera aproxima-
da, normalmente con un valor medio de 28 000, 30 000 y 29 000 1b, respectivamente.

a) ;Tiene el fabricante la suficiente informacién para hacer una seleccion?
(Por que?

b) Supodngase que las desviaciones estandar para A, B y C son 1 000, 1800 y 1200, res-
pectivamente. ;Cual es la probabilidad de que un remache producido ya sea por A, B
o C no reana los requisitos minimos?

¢) Si usted fuera el fabricante de avione-, ;podria elegir entre A, B y C, con base en su
respuesta al inciso b)? ;Por qué?

Un fabricante de escapes para automoOviles desea garantizar su producto durante un

- periodo igual al de la duracién del vehiculo. El fabricante supone que el tiempo de dura-

5.14.

5.15.

5.16.

cion de su producto es una variable aleatoria con una distribucién normal, con una vida
promedio de tres afios y una desviacibn estandar de seis meses. Si el costo de reemplazo
por unidad es de $10, ;cual puede ser el costo total de reemplazo para los primeros dos
afos, si se instalan 1 000 000 unidades?

El tiempo necesario para armar cierta unidad es una variable aleatoria normalmente
distribuida con una media de 30 minutos y desviacion estandar igual a dos minutos. De-
terminar el tiempo de armado de manera tal que la probabilidad de exceder éste sea de
0.02.

Un periodico llevo a cabo una encuesta entre 400 personas seleccionadas aleatoriamen-
te, en un estado, sobre el control de armas. De las 400 personas, 220 se pronunciaron en
favor de un estricto control.

a) ;Qué tan probable resulta el hecho de tener 220 0 mas personas a favor del control de
armas, si la poblacion en este estado se encuentra dividida en opinion de igual manera?

b) Supdngase que se encuesta a 2000 personas teniendo la misma proporcion de éstas a
favor del control de armas, que la del inciso anterior. ;Cémo cambiaria su respuesta
al inciso @)?

¢) Si el nimero de personas encuestadas es de 10 000, ;cual es la probabilidad de tener
una ocurrencia diferente a la del inciso b)?

Una prueba de opcion multiple contiene 25 preguntas y cada una de éstas cinco op-
ciones. ;Cual es la probabilidad de que, al contestar de manera aleatoria cada pregunta,
mas de la mitad de las respuestas sea incorrecta?

. Una organizacion llevo a cabo una encuesta entre 1 600 personas, seleccionadas de ma-

nera aleatoria de toda la poblacion del pais, para conocer su opinioén con respecto a la
seguridad en las plantas de energia nuclear. De este grupo, el 60% opinoé que las plantas
de energia nuclear tienen muy poca seguridad. Con base en estos resultados ¢existe algu-
na razon para dudar que la poblacion en general tiene una opinion neutral con respecto
a este asunto?
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

Sea X una variable aleatoria distribuida binomialmente.

a) Paran = 15, p = 0.25yn = 15y p = 0.5, calcular las siguientes probabilidades:
PX=8,PX=<3),PX=7,PX=9), yPX=12).

b) Aproximense los valores de las probabilidades anteriores mediante el empleo de la
distribucién normal.

¢) Repetir los incisos @) y b) para n = 25 y comparar los resultados.

Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo (a, b).

a) ;Cudl es la probabilidad de que X tome un valor que se encuentre a una desviacién
estandar de la media?
b) ;Puede tomar X un valor que se encuentre a dos desviaciones estandar de la media?

Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo (g, b). ;Cual
es la maxima distancia, en términos de la desviacion estandar, a la que puede encontrar-
se un valor X a partir de la media?

Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo (g, b). Si £(X)
= 10y VarfX) = 12, encontrar los valores de a y de b.

Supongase que la concentracion de cierto contaminante se encuentra distribuida de ma-
nera uniforme en el intervalo de 4 a 20 ppm (partes por millén). Si se considera como to-
xica una concentracion de 15 ppm o mas, ;cual es la probabilidad de que al tomarse una
muestra la concentracion de ésta sea toxica?

Sea X una variable aleatoria con distribucion beta y parametros a = 3y B =1

a) Graficar la funcion de densidad de probabilidad.

b) Obtener la media, la varianza, la desviaciébn media, el coeficiente de asimetria y la
curtosis relativa.

¢) (Cudl es la probabilidad de que X tome un valor que se encuentre dentro de una des-
viacibn estandar a partir de la media? ;A dos desviaciones estandar?

d) Determinar los cuantiles de esta distribucion.

Si los parametros de la distribucion beta son enteros, puede demostrarse que la funciébn
de distribucién acumulativa beta se encuentra relacionada con la distribucién binomial
en la siguiente forma:

n

n!
PX<p) =1I(a,B) = E TS

(- p,

endonde » = a + B8 — 1y 0 < p < 1. Si X es una variable aleatoria con una
distribucién beta con parametros @ = 2 y 8 = 3, emplear la relacién anterior para
obtener P(X < 0.1), P(X < 0.25), y P(X < 0.9).

Tomando como referencia el ejercicio anterior, determinar la probabilidad de que X
tome un valor que se encuentre dentro de un intervalo igual a una desviacién estandar
de la media y, posteriormente, de un intervalo igual a dos desviaciones estandar.

La proporcion de unidades defectuosas en un proceso de fabricacion es una variable
aleatoria que se encuentra aproximada por una distribucién betacona = 1y 8 = 20.

a) ;Cual es el valor de la media y de la desviacidn estandar?
b) (Cual es la probabilidad de que la proporcion de articulos defectuosos sea mayor que
un 10%? ;Mayor que un 15%?




5.21.

5.28.

5.29.

5.3C.

5.31.

5.32.

5.33,

5.34.

5.35.
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Aproxime su respuesta al inciso b) del ejercicio anterior mediante el empleo de la aproxi-
macién normal dada por la expresion (5.44).

La competencia en el mercado de una compafifa de computadoras varia de manera alea-

“toria de acuerdo con una distribucion beta con @ = 10 y 8 = 6.

a) Graficar la funcién de densidad de probabilidad.

b) Encontrar la media y la desviacién estandar.

¢) Obtener la probabilidad de que la competencia en el mercado sea menor que lamedia.

d) Encontrar la probabilidad de que la competencia en el mercado se encuentre dentro
de una desviacion estandar de la media y, posteriormente, de un intervalo igual a dos
desviaciones estandar de la media.

Sea X una variable aleatoria con distribuciébn gamacon a = 2 y 8 = 50.

a) ;Cual es la probabilidad de que X tome un valor menor a! valor de la media?

b) (Cual es la probabilidad de que X tome un valor mayor de dos desviaciones estandar
con respecto a la media?

¢) (Cual es la probabilidad de que X tome un valor menor al de su moda?

Sea X una variable aleatoria con d.stribucion gamaya = 2y 6 = 100.

a) Graficar la funcién de densidad de probabilidad.

b) Encontrar la probabilidad de que, primero, X tome un valor dentro de un intervalo
igual a una desviacion estandar de la media y, posteriormente, de un intervalo igual a
dos desviaciones estandar de la media.

¢) {Como cambiarian sus respuestas a la parte b) si § = 2007

La edad a la que un hombre contrae matrimonio por primera vez es una variable aleato-
ria con distribuciéon gama. Si la edad promedio es de 30 afios y lo mas comin es que el
hombre se case a los 22 aflos, encontrar los valores de los parametros a y 8, para esta
distribucion.

La informacion que a continuacion se presenta es una tabulacion parcial de la funcién
gama incompleta tal como se encuentra definida por (5.55) para « = 16.

u | 2 25 30 35 40 45
I(u, 15) [ 0.0082 0.0487 0.1556 0.3306 0.5333 0.7133

v | 50 5.5 6.0 6.5 7.0
I(u, 15) 10.8435 0.9231 0.9656 0.9858 0.9946

Para § = 10, comparar estas probabilidades con las que se proporcionaron al emplear
una aproximacion normal.

Mediante el empleo de la funcion generadora de momentos de la distribucion gama, en-
contrar expresiones para la media y la varianza.

La duracion de cierto componente es una variable aleatoria con distribucion gama y pa-
rametro a = 2.

a) Obtener la funcion de confiabilidad.

b) Para 6 = 20, obtener la frecuencia de falla y graficarla como una funcion de £.
¢) Si § = 20, ¢cual es la confiabilidad del componente en ¢ = 80?

Para armar un articulo se necesitan cuatro etapas. Si el tiempo total necesario para ar-
mar un articulo, en horas, es una variable aleatoria con distribucién gama y parametro
de escala § = 2, ycual es la probabilidad de armar un articulo en menos de 15 horas?
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5.36.

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

5.44,

5.45.

5.46.

Sea X una variable aleatoria con distribucion de Weibull y parAmetros &« = 2yg = 20.

a) Graficar la funcién de densidad de probabilidad.

b) Obtener la probabilidad de que X tome un valor mayor que la media.

¢) Obtener la probabilidad de que X tome un valor que se encuentre en un intervalo
igual a una desviacion estandar, y después en un intervalo igual a dos desviaciones es-
tandar de la media.

El tiempo de duracién de un sistema se encuentra aproximado por una distribucion de
Weibullcona = 2y 6 = 50.

a) Obtener la media y los deciles de esta distribucion.

b) Obtener la confiabilidad de este sistema en ¢ = 75.

Un sistema esta formado por dos componentes independientes A y B. El sistema perma-
necera operando mientras uno o0 ambos componentes funcionen. Si el tiempo de vida de
la componente A es una variable aleatoria de Weibullcon « = 1/2 y 8 = 10, ysiel
tiempo de vida de B es también una variable de Weibullcon a = 2y 8 = 12. ;cudlesla
probabilidad de que el sistema trabaje mas de 20 horas?

Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial.

a) ;Cual es la probabilidad de que X tome un valor mayor que la media?

b) Cuales son las probabilidades de que X tome un valor que se encuentre en un interva-
lo igual a una desviacibn estandar, primero, y en un intervalo igual a dos des-
viaciones estandar de la media?

Si la frecuencia con que falla un componente es constante y la confiabilidad de éste tiene
un valoren ¢t = 55 de 0.4,

a) Obtener la funcion de densidad de probabilidad.
b) Obtener la confiabilidad del componente para ¢ = 100.

Un dispositivo tiene una frecuencia de falla constante h(f) = 107 por hora.

a) (Cual es la confiabilidad del dispositivo para ¢t = 200 horas?
b) Si 500 de estos dispositivos fallan de manera independiente, ;cual es el nimero espe-
rado de fallas entre éstos, después de 200 horas?

El compresor de una unidad de aire acondicionado tiene una frecuencia de falla A1) =
2 x 107* . por hora.

a) (Cual es la funcién de confiabilidad del compresor?

b) (Cudl es la confiabilidad del compresor para ¢t = 15 000 horas?
¢) ¢Cual es la vida media del compresor?

d) (Cudl es la mediana de su duracion?

Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (0, 1). Demostrar
que la variable aleatoria Y = -2 In{X) tiene una distribucion chi-cuadrado con dos
grados de libertad.

Si X es una variable aleatoria con una distribucion exponencial y parametro 8, obtener
la distribucion de Y = (X — 6)/6.

Si X es una variable aleatoria con una distribucion de Weibull y parametros « y ¢, obte-
ner la distribucion de ¥ = X°.

Seleccione una distribucion de probabilidad discreta y una continua de la secciéon 5.9 y
genere dos muestras aleatorias de 50 nameros aleatorios cada una. Para cada caso agru-
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pe los datos y obtenga las frecuencias relativas. Calcule la media y la desviacion estandar
de cada una de las muestras y compare los resultados con los que se obtienen de manera
tedrica.

N

APENDICE
Demostracién de que Ia expyresi()n (5.1) es una funcién de densidad de probabilidad.

El que la funcion sea no negativa se satisface, ya que f(x; u, o) > 0 para —x < x
<x, —we <y <xy o >0 Parademostrar que:

’jﬂf(x; w, o)dx =1,
sea:

l x
1= \/ﬁafxexp[—(x - u)z/Zaz}dx

el valor de la integral y apliquese la transformacion lineal y = (x — u)/o de ma-
nera tal que x = oy + p y dx = ody. Esto da como resultado:

1 f" 2
I =—= ~y*/2)dy.
Vom _ exp(=y*/2)dy

Si puede demostrarse que I’ = 1, puede deducirse que / = 1 puesto que f(x; u,
o) tiene una valor positivo. De acuerdo con lo anterior:
) 1 * 2 1 * ,
"= — exp(—y*/2)dy - —— exp(—2z7/2)dz
- \/277 —=

\2mr

__l_f’ j vty 2
=5 _xexp[ (y" + 29)/2 |dydz,

en donde se ha escrito el producto de las dos integrales como una doble integral ya
que las funciones de z son constantes con respecto a y y viceversa. Al cambiar de
coordenadas rectangulares, representadas por x y y, a coordenadas polares ry 6, en
donde y = rcos @ yz = rsen 6. Estoes:

Y+ 27 =r’cos’d + risen” 6 = r’,
y el elemento de area dydz, en coordenadas rectangulares se reemplaza por rdrd6 en
coordenadas polares. Dado que los limites ( —x, =) tanto para y como para z gene-
ran el plano completo yz, el plano correspondiente a r y a 8 se genera mediante el
empleo de los limites (0,27) para 6 y (0,x) para r. De esta forma se tiene:

N I )
1~ = ——f f exp(—r/2yrdrdb
27 Jo  Jo
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1 2 Jr ,
=221 dé A exp(—r/2)rdr

2

x

el [—exp(-r?/2)]
T o 0

=1,
y, por lo tanto, (5.1) es una funcion de densidad de probabilidad.

APENDICE

Demostracion del teorema 5.1

La demostracibn que aqui se presenta se basa en el hecho de que una funcidn genera-
dora de momentos define, de manera tinica, a una distribuciébn. Se demostrara que
la funcibn generadora de momentos de Y tiende a una distribucion normal conforme
n—%. X es una variable aleatoria binomial:

mx(t) = [(1 — p) + pe'l".
Entonces:

rri,(t) = E(e'")

E{eXp[t(X — np)/\/np(l — p)]}
CXP[—npt/\/np(l - p)] E{exp[tX/\/np(l - p)]},

donde E{ exp[tX /\/np(1 — p)]} es la funcion generadora de momentos de X con

argumento ¢/\/np(1 — p). De esta forma se tiene:

my(t) = exp[—npt/\/np(l - p)]{(l -p)+ pexp[t/\/np(l - p)]} ;
pero:

exp[—npt/\/np(l - p)] = {CXP[—pt/\/np(l - p)]}
my(t) = {(l - p)exp[—m/\/np(l - p)]
+ €X [ ! - P! }}”
PP V= p) Vapll - p)

= {(l - p)exp[—pt/\/np(l - p)J
+ pexp[(l - pit/\V/np(l - p)]} :




Apéndice 183

En la Gltima expresion, al expander ambas funciones exponenciales en una serie
de potencias, se tiene: ‘

. : e \ (1-ppt (- pp?t
- — 1 - = (1 — e ——— ]
a .p)exp[ : pt/V/np( p)] (=P = s (] — B)
k/2
+ términos en (—1)k(%> , k=3,4,..

_ 2
(- ppt_ pr

=( - p) ~ ———t—
? Vnp(l — p) 2n

1 k/2
+ términos en (- 1)*(;) , k=3,4,..

o (1 - ppt (- plpt
1 _— 1 P = oo —————
p exv[( p)t/\/np( p)] P =5 2mp(1 - )

k/2
+ términos en <;) , k=13,4,..

(t = ppr (- p)t’
Vnp(l - p) 2n

k/2
+ términos en (—) , k=3,4,...
n
Al sustituir los resultados anteriores en m,(f) y agrupar términos,

t2 k/2)n
my(t) = [l + 2—'1 + términos en (;) ] , k=3,4,...

Dado que todos los términos que contienen a (1/n)*?, k = 3, 4, ..., tienen ex-
ponentes mayores que uno, puede factorizarse el termino 1/n. De esta forma se tiene

que:
l tZ l (k—-2)/2 n
my(t)y = {l + —[— + términos en (—) }} , k=23,4,...
nl 2 n

Por definicion:
u\"
lim{1 +—] =¢e";
it n

entonces, conforme n — oo, la iltima expresion para m, (1) es idéntica a esta forma,
con u representando a todo lo que se encuentra entre parentesxs de esta expresion.
Pero conforme n — oo, todos los términos de u, excepto el primero, tienen un valor
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de cero, dado que todos tienen potencias positivas de # en sus denominadores. De
acuerdo con lo anterior.

lim m,(r) = exp(r'/2).

n—x

que es la funcion generadora de momentos de la distribucion normal estandar.




CAPITULO SEIS

Distribuciones conjuntas
de probabilidad

6.1 Introducci(’)n.

En los capitulos anteriores se consideraron conceptos probabilisticos tomando en
cuenta una variable aleatoria a la vez. Sin embargo, muchas veces resulta de interés
medir mas de una caracteristica de algin fenémeno aleatorio. Por ejemplo, en un
proceso de produccion en el que se tiene determinado niimero de articulos produci-
dos en un tiempo definido, es muy coman que el interés no s6lo recaiga en el nimero
de articulos que se encuentran listos para su venta inmediatamente después de su
fabricacion, sino también en el nimero que, después de reprocesarse, cae en la
categoria anterior o en el niimero de articulos que seran desechados. Otro ejemplo
puede ser que, al estudiar la contaminacion del agua en general, se mida la con-
centracion de varios contaminantes presentes en ésta. De los ejemplos anteriores sur-
ge la necesidad de estudiar modelos de probabilidad que contengan mas de una va-
riable aleatoria. Estos modelos reciben el nombre de modelos multivariados, mientras
que los modelos con una sola variable reciben el nombre de univariados. En este capi-
tulo se examinaran conceptos generales para distribuciones de probabilidad discretas y
continuas con dos variables aleatorias. La extension de estos conceptos a un mayor
nimero de variables aleatorias resulta directa.

6.2 Distribuciones de probabilidad bivariadas
En esta seccion se consideraran las definiciones pertinentes para distribuciones, tan-

to discretas como continuas, de dos variables aleatorias.

Definicion 6.1 Sean Xy Y dos variables aleatorias discretas. La probabilidad de
que X = xy Y = y esta determinada por la funcion de probabilidad bivariada

px.v) = P(X =x, Y=y,
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en donde p(x, y) = 0 paratodax, y,de X, ¥,y 2,5,p(x, y) = 1. La suma se
efectia sobre todos los valores posibles de x y y.

Con base en la definicion 6.1, 1a funcion de distribucién acumulativa bivariada
es la probabilidad conjunta de que X < x y Y < y, dada por

Fix,y) =PX<x,Y<y)= D> D plxi, ). (6]

XiSX yiSy

La expresion anterior es una extension del caso univariado. La funcioén de probabili-
dad conjunta de dos variables aleatorias da origen a las probabilidades puntuales
conjuntas, y la funcién de distribucién bivariada es una funcién escalonada cre-
ciente para cada probabilidad puntual distinta de cero, de manera tal que X = xy
Y =y.

Ejemplo 6.1 Con base en la experiencia se sabe que la proporcion de unidades ati-
les producidas por un proceso de manufactura es p,, y las proporciones de unidades
envfadas a reprocesar y desechadas, son p,y P., respectivamente. Si se supone que el
nimero de unidades que se produce en un lapso dado es n y que ademas éstas consti-
tuyen un conjunto de ensayos independientes de manera que p; + p, + p; = 1,
desarrollar una expresion para la probabilidad de tener, de manera exacta, x,, x, y
x; unidades utiles, reprocesables y desechadas, respectivamente.

Lo que se pide es una extension de la distribucion binomial univariada. A pesar
de que existen tres resultados mutuamente excluyentes (til, reprocesable y desecha-
do), solo es necesario definir dos variables aleatorias dado que, para cualquier ni-
mero especifico de cada una, la suma de las tres es n. Por consiguiente, sean X'y Y las
variables aleatorias que representan el nimero de unidades itiles y reprocesables,
respectivamente, del total de unidades n. De esta manera,si X = x yY =y, en-
tonces el nimero de unidades que deben desecharse es n—x — y. Por la hip6tesis de
independencia, la probabilidad de tener una secuencia especifica de resultados es

iyl — py— p)tT

Dado que existen n!/[x!y!(n — x — y)!] formas igualmente probables para que
ocurra una secuencia de resultados especifica, la probabilidad conjunta de tener, de
manera exacta, x, ¥, y n — x — y unidades utiles, reprocesables y desechadas, respecti-
vamente, es

n!
x,y,n, s Pr) = —7F7—— *pi(l — _ 7’!-‘,\'—_\"
p(xX,y; n. py, p2) x!y!(n_x_y)!p.ph( pi — p2)

0,1,2,....n, (6.2)

X,y

en donde p; = 1 — p, — p,. La expresion (6.2) es la funciéon de probabilidad
conjunta de lo que se conoce como la distribucion trinomial. Los parametros de esta
distribuciéon son n, p, y p,, dado que p; se determina de manera exacta si se conocen
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P Y p>- La distribucion trinomial se ha aplicado, de manera extensa, a situaciones en
que existen tres resultados distintos, como en las encuestas sobre la preferencia del
consumidor en relacion a tres marcas comerciales o en encuestas de tipo politico en
que se pide la opini6n con respecto a tres candidatos.

Si existen k resultados distintos excluyentes con probabilidades p,, p,, ... p;,
respectivamente, entonces para n ensayos independientes, la distribucion trinomial
se generaliza para originar la distribucién multinomial cuya funcion de probabilidad
es:

n! s
plxy, Xas ooy Xim g5 s Doy P2y oony Pimy) = ————— pi'p37 ... pit
xlx,!loxg!
x=0,1,2,...,n fori=1,2,...,k, (6.3)
en donde Xy = N — X — x;x“ St = Xy YD < 1 - Pi — P2 — = — DPk-i-

Definicion 6.2 Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas. Si existe una funcion
Sf(x, y)tal que la probabilidad conjunta:

b rd
Pla<X<b,c<Y<d) =fff(x,y)dydx

para cualquier valor de a, b, c, ydendonde f(x, y) = 0, — o < x, y < oy
JZ 7« f(x, y)dydx = 1, entonces f(x, y)es la funcion de densidad de probabili-
dad bivariada de X'y Y.

La funcion de densidad de probabilidad de dos variables aleatorias continuas X'y
Y es una superficie en el espacio de tres dimensiones donde el volumen por debajo de
ésta y por encima de un rectangulo especifico a < X < b yc < Y < desigualala
probabilidad de que las variables aleatorias tomen valores iguales a los puntos que se
encuentren dentro del rectangulo.

La funcién de distribucion bivariada acumulativa de X y Y es la probabilidad
conjuntade que X < x y Y < y, dada por:

PX=x,Y<y)=F(,y = ﬁmﬁxf(u, v)dvdu. (6.4)

Por lo tanto, la funcion de densidad bivariada se encuentra diferenciando F(x, y) con
respecto a x y y; es decir,

2
fGx,y) = a—f—(ﬁ—y—). (6.5)
axdy

Ejemplo 6.2 Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas con funcion de densi-
dad de probabilidad conjunta dada por:

» x+y O0<sx,y=<l,
f(x,y)={

para cualquier otro valor
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Graficar la funcion de densidad de probabilidad conjunta, determinar la funcion de
distribucion acumulativa conjunta y obtener la probablhdad conjuntadeque X <
1/2 y Y =< 3/4.

La grafica de la funcion de densidad conjunta se ilustra en la figura 6.1. Notese
que f(x, y)es una funcion de densidad de probabilidad conjunta, dado que

ff(x+y)dydx-f<xy+y2> Idx_ﬂ(x%)d;:

Entonces

F(x,y) = LL(M + v)dvdu = L <u_v + )—;)du = xy(x + y)/2, S SEUE

De .sta “orma se tiene

- )

aF(x, y) y
— T =Xy
ox

Ademas

f(x, )

FIGURA 6.1 Grafica de la funcion de densidad conjunta ffx, y) = ¥ + ¥

T
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3*F(x, y) _

+y= .
ax 3y x+y=flx,y)

6.3 Distribuciones marginales de probabilidad

Es posible determinar varias distribuciones marginales para cualquier distribucién
de probabilidad que contenga mas de dos variables aleatorias. Por ejemplo, si Xy Y
son variables aleatorias discretas, la suma de la funcidén de probabilidad bivariada
sobre todos los valores posibles de ¥ dara origen a la funcion de probabilidad univa-
riada de X. Por otro lado, si X'y Y son variables aleatorias continuas, la integracion
de la funcién de densidad de probabilidad bivariada sobre el intervalo completo de
variacion de Y generara la funcion de densidad de probabilidad univariada de X. De
acuerdo con lo anterior, se formulan las siguientes definiciones:

Definicion 6.3 Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con una funcion de
probabilidad conjunta p(x, ¥). Las funciones marginales de probabilidad de X y
de Y estan dadas por

px(x) = 2 plx,y)
¥y
pr(y) = 2 plx,y),
respectivamente.

Definicion 6.4 Sean Xy Y dos variables aleatorias continuas con una funcion de
densidad de probabilidad conjunta f(x, y).Las funciones de densidad de probabili-
dad de X'y de Y estan dadas por

fx(x) = f_xf(x, y)dy

fr(y) = j_" flx, y)dx,
respectivamente.

Para variabies aleatorias continuas conjuntas, si se conoce la funcion de distribu-
cidn acumulativa F(x, y), las distribuciones acumulativas marginales de X'y Y se ob-
tienen de la siguiente forma:

PX<x)=Fy(x) = j_, j_,f(” yidydt,
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y
Fy(x) = I_xfx(’)df = F(x, ®). (6.6)

De manera similar
y x y !
P(Y<y) = Fy(y) = f f_xf(x, )dxdr = f_xfy(t)dt =F(y. 6.7

Asi puede determinarse la distribucion acumulativa marginal de X dejando que
Y tome un valor igual al limite superior de la funcion de distribucioén conjunta de X
yY.

Ejemplo 6.3 Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas con una funcién de den-
sidad de probabilidad conjunta:

3x(1 = xy) O0sx,y=1,
fle,y) =

para cualquier otro valor.
Obtener las distribuciones de densidad marginal y acumulativa de X'y Y.

La funcién de densidad marginal de X es

1 2. |t
fy(x) = 3J x(1 — xy)dy =3 (xy - i)—> = 3x (1 - £>.
0 2 0 2

De manera similar para Y

2

1 3 !
fr(y) = 3] x(1 — xy)dx =3 (x— - x—y) = (3 - 2y)/2.
0 2 3 0

La distribucion acumulativa conjunta de X'y Y es

Xy X uzyz
Flx,y) =3 JJ u(l — uv)dvduy = 3] (uy - )a’u
0Jo 0 2

X3 — xv)/2, 0=<x,y=< 1

Il

Por lo tanto, las distribuciones acumulativas marginales de X y Y estan dadas por

Fy(x) = Fx, 1) = X3 — x)/2, O0=xs<I,

Fy(y) = F(1,y)

i

v(3 - y)/2, 0sy=l,

respectivamente.
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y
Fy(x) = f fx(®)dt = F (x, ). (6.6)

De manera similar
P(Y<y) = Fy(y) = f Lf(x, Ddxd = f_xf,(z)d: =F(x,y). (6.7

Asi puede determinarse la distribucion acumulativa marginal de X dejando que
Y tome un valor igual al limite superior de la funcion de distribucion conjunta de X
yY.

Ejemplo 6.3 Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas con una funcion de den-
sidad de probabilidad conjunta:

3x(1 — xy) Osx,y=s1,
flx,y) =

para cualquier otro valor.

Obtener las distribuciones de densidad marginal y acumulativa de X'y Y.

Lh funcion de densidad marginal de X es

1 Xzyz t X
frx) = BL x(1 — xy)dy =3 (x) - T) . =3xt{l - 5]

De manera similar para Y

! 2 3 !
i =3 [ X1 s =3 ("3 - "TY) = 3 - 2/2.

0

La distribucion acumulativa conjunta de X'y Y es

X M2y2
BL (uy -3 du

x*¥3 - xy)/2, O0sx,y=<1

i

Flx,y) =3 j{)L w(l — uv)dvdu

I

Por lo tanto, las distribuciones acumulativas marginales de X y Y estan dadas por

Fy(x) = F(x, 1) = x’3 — x)/2, 0=x<I,

Fy(y) = F(1,¥)

I

(3 — y)/2, 0sy=l,

respectivamente.
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6.4 Valores esperados y momentos para distribuciones bivariadas

En esta seccion se trataran los conceptos de valor esperado y momentos para distri-
buciones conjuntas de probabilidad.

Defihicién 6.5 Sean X'y Y dos variables aleatorias que se distribuyen conjunta-
mente. El valor esperado de una funcion de X ydeY, g(x, y), se define como

ElgX,Y)] = 22 gx, )p(x, )
x .y
si Xy Y son discretas, o
Elg(X,Y)) = f . f 806 Y)fx, y)dydx

si Xy Y son continuas, en aonde p(x, )y f(x, y)son las funciones de probabilidad y
de densidad de probabilidad conjuntas, respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, se restringira la presentaciéon al caso continuo.
Como consecuencia de la definicidn 6.5, el r-ésimo momento de X alrededor del cero
es

EX') = f f X f(x, y)dydx
_ szx’fx(x)dx. (6.8)
De manera similar
E(Y') = J': Yfy(y)dy. 6.9

El r y s-ésimo momento producto de X y Y alrededor del origen es:

EX'Y") = J'_J'_x x'y'f(x, y)dydx, (6.10)

y alrededor de las medias es
E{(X — puxY (Y — puy)'} = f_xf‘x(.r — ) (y — ) flx, y)dydx, (6.11)

en donde r y s son enteros, no negativos. Nétese que el r-ésimo momento de X alre-
dedor del cero se obtiene de (6.10) con s = 0. De manera similar, el r-ésimo momen-
to central de X puede determinarse a partir de (6.11) cons = 0.

De particular importancia es el momento producto alrededor de las medias cuan-
do r = s = 1. Este momento producto recibe el nombre de covarianzade Xy Y,y s¢
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encuentra definido por
Cov(X,Y) = E{(X — p (Y — py}. (6.12)

Al igual que la varianza, que es una medida de la dispersion de una variable aleato-
ria, la covarianza es una medida de la variabilidad conjunta de X y de Y. De esta
forma, la covarianza es una medida de asociacion entre los valores de X y de Yy sus
respectivas dispersiones. Si, por ejemplo, se tiene una alta probabilidad de que valo-
res grandes de X se encuentren asociados con valores grandes de Y, la covarianza
sera positiva. Por otro lado, si existe una alta probabilidad de que valores grandes de
X se encuentren asociados con valores pequeilos de Y o viceversa, la covarianza sera
negativa. Se demostrara posteriormente que la covarianza es cero si X y Y son
estadisticamente independientes.
Desarrollando el miembro derecho de (6.12) se tiene

E{(X — u)(Y = )} = EIXY ~ Xpy — Yy + pypy)

= E(XY) - pxpy;
de esta forma
CoviX,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (6.13)

Si la covarianza de X y de Y se divide por el producto de las desviaciones estan-
dar de X y de Y, el resultado es una cantidad sin dimensiones que recibe el nombre
de coeficiente de correlacion y que se denota por p(X,Y):*

pX,Y) = Cov(X,Y) axoy. (6.14)

Se puede demostrar que el coeficiente de correlacion se encuentra contenido en el in-
tervalo — 1 < p =< 1. De hecho p es la covarianza de dos variables aleatorias estan-
darizadas X'y Y endonde X' = (X — uy)/oy yY = (Y — u,)/o,. Esto sig-
nifica que el coeficiente de correlacion es s6lo una medida estandarizada de la aso-
ciacion lineal que existe entre las variables aleatorias X y Y en relacion con sus
dispersiones. El valor p = 0 indica la ausencia de cualquier asociacién lineal,
mientras que los valores — 1 y + 1 indican relaciones lineales perfectas negativa y
positiva, respectivamente. En este punto es necesario seflalar que debe rechazarse
cualquier otra interpretacion de la palabra ‘‘correlacion’. Después se expondra con
detalle el coeficiente de correlacion cuando se estudie el analisis de regresion.

Ejemplo 6.4 Sean X'y Y dos variables aleatorias con una funcion de densidad con-
junta de probabilidad.

(x + yexp(—ux) x>0, 0<y <,

e |1

Sy =

<o

para cualquier otro valor.

* Se omitira la identificacion de las variables aleatorias cuando sea necesario.




6.4 Valores esperados y momentos para distribuciones bivariadas

Obtener la covarianza y el coeficiente de correlacién de X y de Y.

Si se toman los valores esperados apropiados, se tiene

CE(X) =

E(X?)

2 =l
3 L L (* + xy) exp( < x)dydx

% L ) (x* + x/2) exp( —x)dx

x

2 (",
—I x-exp(—x)dx + 1[ x exp (—x)dx
3Jo 3Jo

23 | 1)
3 3
5/3:

5 (%l
5[0 L (x* + x*y) exp(— x)dydx

) E x

p4

—[ x’ exp(—x)dx + %L x’ exp(—x)dx

3 Jo

r@)  rg)

—_— + ——
3 3

14/3;

2 x rl

T e ey exntsidsas

1[1 (_ d z[x _ d
3], rexp X) “+35) exp(—x)dx
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3

2
+_
9

3 (!
= J [ (xy* + ¥') exp( — x)dvdx
3 JoJo

=

] e
Y exp( —.x)dv + gJ:) exp(—.x)dx
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2 ('
E(XY) = §LL (x*y + xy*) exp(—x)dydx

1 [ 2 ( .
= —f x? exp(—x)dx + —f x exp( —x)dx

3Jo 9Jo
_T0), 40

3 9
= 8/9.

Por lo tanto
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 8/9 — (5/3)(5/9) = —1/27.
Dado que
Var(X) = E(X*) — EXX) = 17/9

Var(Y) = E(Y?) — EXY) = 13/162,
el coeficiente de correlacion es
—-1/27

T = _(.0951.
V(17/9)(13/162)

p(X,Y) =

6.5 Variables aleatorias estadisticamente independientes

En el capitulo dos se mencion6 que dos eventos son estadisticamente independientes si
su probabilidad conjunta es igual al producto de sus probabilidades marginales. En esta
seccion se extendera el concepto de independencia a variables aleatorias. A fin de asegu-
rar la consistencia de la definicion debe insistirse que para variables aleatorias estadis-
ticamente independientes, la probabilidad conjunta P(a < X < b, ¢ < Y < d)

es igual al producto de las probabilidades individuales P(a < X < b) yP(c < Y < d).

En este punto se proporciona la siguiente definicion:

Definicion 6.6 Sean X'y Y dos variables aleatorias con una distribucion conjunta.
Se dice que X y Y son estadisticas independientes si y solo si,

plx.y) = px()py(y) si Xy Y son discretas

o bien

Sl y) = fr(O)f(y) si X'y Y son continuas,

para toda x y y, en donde p(x, y)y f(x, y) son las funciones bivariadas de probabili-
dad y de densidad de probabilidad, respectivamente, y en donde px(x), py(y), fi(x),
y fy(¥) son las funciones de probabilidad marginal o de densidad de probabilidad
marginal apropiadas.

W

T O OO 7P oAb, oo k1557 o 4 e
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Se desprende de esta definicion que si X'y Y son estadisticamente independientes,
la probabilidad conjunta

b rd .
Pa<X<b,c<Y<d)= J;J;f(x,y)dydx
‘ b rd
= LJ: fx(x)fr(}’)dydx

b d
= J’afx(x)dx J: fr(ydy
=Pa<X<bPlc<Y<d).

Para la misma condicién,

E(XY) = flfx xyf(x, y)dydx
- f:cf; xyfy(Ofy(y)dydx

= J_fox(x)dx f_z)’fy()’)d)’
= E(X)E(Y).

Si X'y Y son estadisticamente independientes, entonces Cov(X,Y) = p(X,Y) = 0.
Sin embargo debe hacerse hincapié en que la proposicion inversa no es cierta. Es
decir, una covarianza igual a cero no es una condicion suficiente para asegurar la in-
dependencia entre variables aleatorias. Debe notarse que si X'y Y no son estadistica-
mente independientes, son estadisticamente dependientes.

Se estableceran algunos resultados utiles con base en las definiciones 6.5 y 6.6.
Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas con una funcién de densidad conjunta
de probabilidad f (x, y).

El valor esperado de una funcion lineal de X'y Yes

If

E(aX + bY) f, f; (ax + by) f(x, v)dvdx

a f N f Ml y)dydx + b f ] f ¥flx, y)dydy

a E(X) + b E(Y) (6.15)

para cualquier valor de las constantes a y b.
La varianza de una funcion lineal de X'y Y es

VartuX + bY) = E(aX + bY) — E*(uX + bY)
E(@’X? + 2abXY + bY?Y) — [aE(X) + bE(Y)T
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=a’E(X?) + 2abE(XY) + b’E(Y?)
— @’EX(X) — 2abE(X)E(Y) — b’E*(Y)
= a’Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y). (6.16)
Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene que el valor esperado de
la suma de X'y Y es la suma de los correspondientes valores esperadosde Xy Y, y la

varianza de la suma de X y Y es igual a la suma de las respectivas varianzas mas
la covarianza de X'y Y. Ademas, si X y Y son estadisticamente independientes.

Var(aX + bY) = a’Var(X) + b*Var(Y). 6.17)

La generalizacion de estos resultados a n variables aleatorias se hace por induccion y
se establece en el siguiente teorema:

Teorema 6.1 Sean X, X,, ..., X, n variables aleatorias con una funcion de den-
sidad conjunta de probabilidad f(x,, x;, ..., x,). Entonces

£[$ ax] - 3 [ ]

i=1 i=1

Var [E a,-Xi] = > aiVar(X;) + 2, >, a;a,Cov(X,, X,)
i=1

i=1 i=1j=1

i)
para cualquier constante a;, { = 1, 2, ..., n.
Ejemplo 6.5 Un vendedor obtiene sus ingresos mediante la venta de dos productos
distintos. Por experiencia sabe que el volumen de ventas de A no tiene ninguna in-
fluencia sobre el de B. Su ingreso mensual es el 10% del volumen, en doélares, del
producto A y el 15% del volumen de B. Si en promedio las ventas del producto A
ascienden a $10 000 con una desviacion estandar de $2 000 y las de B a $8 000 con

una desviacion estandar de $1 000, obténgase el valor esperado y la desviacion estan-
dar del ingreso mensual del vendedor.

Sean X'y Y dos variables aleatorias que representan el volumen de ventas en do-
lares de los productos A y B, respectivamente. Por hipoOtesis:

E(X) = 10000, d.e(X) =2000: E(Y)=28000. de.(Y)= 1000
De esta forma se tiene )
EO.1X + 0.15Y) = 0.1 E(X) + 0.15 E(Y) = $2 200,

Var(0.1X + 0.15Y) = 0.01 Var(X) + 0.0225 Var(Y) = 62 500.

La desviacion estandar es de $250.
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6.6 Distribuciones de probabilidad condicional

Supéngase que un tanque de agua contiene dos contaminantes. Sean X'y Y dos varia-
bles aleatorias que representan el nivel de estos contaminantes en una porcion del tan-
que que a su vez se encuentra representada por una superficie rectangular. Suponga-
se que el nivel observado de concentracion de Y es y, pero no se observa X. Si se conoce
la funcion de densidad conjunta de probabilidad f(x, y), se necesita obtener una
funcién que proporcione la probabilidad de que el nivel de concentracion de X esté
contenido en un intervalo (a, b) dado el valor observado de Y. Considere la funcion

FO 0/ f(y),

endonde f,(y) esla densidad marginal de Y. Si se mantiene constante a la variable
aleatoria Y en el valor observado y de manera tal que f,(y) > 0. entonces f(x. ¥)/fy
(y) define una funcién no negativa d= X cuya integral es 1, dado que por definicion

T flxy) de =
-= f, y(y) fr(y)
De esta forma, f(x, y}/fy(y) es una funcién de densidad de probabilidad y la pro-

babilidad de que a < X < b, dado que el nivel de concentracion de Y es y, esta
dada por:

J_xf(x,y)dx =S/ = 1

* fix, y)

dx. (6.18)
a fy()’) *

Pla<X<bly) =

Definicion 6.7 Sean X y Y dos variables aleatorias con una funcién de densidad
conjunta de probabilidad f(x, y).La funcion de densidad de probabilidad condi-
cional de la variable aleatoria X, denotada por f(x | y), para un valor fijo y de Y,
esta definida por

fxly) = fx, /Ay,

en donde f,(y) es la funcion de densidad de probabilidad de Y de manera tal que
F(y) > 0.

De manera analoga, la funcion de densidad de probabilidad condicional de Y
para un valor fijo x de X se define como

flo = fle w/fi) fi(n) >0, (6.19)

en donde fy(v) es la densidad marginal de X. Puede pensarse a f(x | y) como una
funcién que da la densidad de probabilidad a lo largo de una linea horizontal en el
plano (x, y) correspondiente a un valor fijo y de Y. De manera similar, f(y | x) es
una funcién que da la densidad de probabilidad a lo largo de una linea vertical en el
plano (x, y) correspondiente a un valor x de X.
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Notese que si la densidad condicional f(x | y) por ejemplo, no contiene a y, en-
tonces X es estadisticamente independiente de Y. Esto es, si X y Y son estadistica-
mente independientes, entonces '

fl, y) = ffi(y)

flely) = f, »/fily)
= Oy (D /fr(y)
= frx(x).
De manera similar, si
SO, y) = frlafy(y),
entonces
Sy [ x) = frafe(n)/fx(x)
= fr(».

Los valores esperados condicionales se definen de manera analoga a la seftalada
en la definicion 6.5. Por ejemplo, los valores esperados condicionales de X puesto
que ¥ = y, yde Y, ya que X = x, se definen como

EX|y) = Jﬁxxf(x | y)dx

y (6.20)
E(Y|x) = f_xyf(ylx)dy,

respectivamente. El valor esperado de X dado y es una funcion del punto fijo y y re-
presenta la media de X a lo largo de la linea correspondiente a y. Por simetria, el va-
lor esperado condicional de Y dado x es una funcion de x y representa la media de Y
a lo largo de la linea correspondiente a x. De manera similar,

Var(X |y) = E(X°

y) — EXX|y)

Var(Y|x) = E(Y*|x) = EX(Y| ),

en donde

E(X*y) = f Ofle] v

EY'|x) = f” V(x| x)dy.
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Ejemplo 6.6 . Sean X'y Y los niveles de concentracién en ppm de dos contaminantes
en una determinada porcion de un tanque de agua. Si la funciéon de densidad conjun-
ta de probabilidad esta dada por )

. 8000 0 , 20,
firy) = {(x+y)/ <x,y<

para cualquier otro valor,

y si el nivel de concentracion observado de Y es de 10 ppm, obtener la probabilidad
de que el nivel de concentracién de X sea, a lo mas, 14 ppm. Obtener la media y la
varianza condicional de X para Y = 10 ppm.

Dado que
S, y) =>(x + y)/8000 0 <x,y <20,

se tiene

20

‘ i
fr(y) = 3000 Jo (x + y)dx = (y + 10)/400,

y la densidad de probabilidad condicional de X es

flxly) = (@ + y)/20(y + 10),
la que se reduce a
fix| Y =10) = (x + 10)/400

para Y = 10. Por lo tanto,

14
PX<14|Y=10 = . fix]| Y = 10)dx
1 14
=m o (x +10)dx

= 0.595.

Para la media y varianza condicional de X en Y = 10 se tiene

20

EX|Y = 10 =L xf(x| Y = 10)dx
l 20

= 200 Jo x* + 10x)dx

11.67;

20
f f (x| Y = 10)dx

0

EX*

Y = 10)
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l 20 .
— 3 2
= ) J:) (.X + 10x )dx

166.67;
30.56.

Var(X| Y = 10)

6.7 Analisis bayesiano: las distribuciones a priori y a posteriori

Se estableciod en la seccion 2.8 el teorema de Bayes para probabilidades condicionales
de eventos discretos. En este contexto se examinara de manera breve como emplear-
lo para modificar el grado de creencia con respecto a los resultados de un fenomeno
al tenerse nueva informacion de éste. Sin embargo, es mas importante la representa-
cidon que proporciona el teorema de Bayes para la distribucion condicional de una
variable aleatoria ya sea ésta cotinua o discreta. Tal representacion es importante de-
bido a que, como se vera en el capitulo 8, proporciona el mecanismo necesario sobre
el cual se basa la inferencia bayesiana. En esta seccion se examinaran los conceptos
de distribucion a priori y distribucion a posteriori y se volvera a plantear el teorema de
Bayes con estos conceptos.

Sea Y una variable aleatoria (discreta o continua) definida de manera tal que sus
valores representan las posibles opciones en que puede ocurrir un fendomeno aleato-
rio antes de llevar a cabo un experimento. El grado de creencia del investigador con
respecto a estas posibilidades se encuentra expresado por una funcidn de probabili-
dad p,(y), que recibe el nombre de funcion de probabilidad a priori de Y, si Y es
discreta, o una funcion de densidad f,(y). denominada funcién de densidad de pro-
babilidad a priori de Y, si Y es continua. La especificacion de la forma de p,(y) o
fy»(y) depende de la conviccion del investigador con respecto a los valores de Y antes
de que la informacién muestral se encuentre disponible. Esta conviccion se puede
basar en cualquier tipo de informacidon que se encuentre disponible, incluyendo el
juicio subjetivo. Sea f(x | ¥) la funcion de densidad de probabilidad condicional de
cualquier variable aleatoria X*, la cual representa evidencia muestral en funcion
de una alternativa fija y de Y. La funcidon f(x | y) recibe el nombre de funcién de
verosimilitud debido a que representa el grado de concordancia del resultado
muestral x, dado el valor y de Y.

Cuando la informacioén a priori con respecto a los valores de Y se combina con la
informacidn que proporcioné la muestra, el resultado es un conjunto de informacion
modificada con respecto a la variable aleatoria Y. En otras palabras, la combinacion
de la distribucion a priori y de la funcion de verosimilitud origina una distribucion
condicional para Y, dado el resultado muestral, que se conoce como la distribucion a
posteriori de Y. Esta combinacion se hace de acuerdo con el teorema de Bayes, mismo
que se replantea de la siguiente forma:

Teorema 6.2 Sea p,(y) o f,(y) la funcion de probabilidad o de densidad de pro-
babilidad @ priori de Y, respectivamente, y sea f(x | y) la funcién de verosimilitud.

* Se supone que la variable aleatoria X es continua aunque también puede ser discreta.
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Entonces la probabilidad a posteriori o funcion de densidad de probabilidad a poste-
riori de Y dada la evidencia muestral x, es

flx l oy

Y
) 4

plylx) =

SO Y)H(y)
J’ Sy

si Y es continua. (6.24)

flylx) =

La funcién de probabilidad a posteriori p(y | x) o la funcién de densidad de
probabilidad a posteriori f(y | x) reflejan el grado de creencia modificado del inves-
tigador con respecto a la variable aleatoria Y después de obtener informacion mues-
tral. Dado que esta informacion se puede verificar de manera periddica, puede
adoptarse facilmente un punto de vista secuencial. En este contexto, la distribucion
a posteriori actual puede convertirse, en un futuro, en una distribucion a priori
cuando sea necesario llevar a cabo otra revision con respecto a la variable aleatoria.
La revision periodica de las probabilidades se hace posible mediante el empleo suce-
sivo del teorema 6.2.

Es interesante notar que el denominador de (6.23) o (6.24) es la funcion de densi-
dad de probabilidad marginal o no condicional de X esto es,

() = 2 fc | ympy(y) (6.25)
Y

fr(x) = Jyf(x | Y)fy(y)dy, (6.26)

dependiendo de cuando Y es discreta o continua, respectivamente. Ademas, el nu-
merador de (6.23) 0 (6.24) es el producto de la funcion de verosimilitud y la funcion
de probabilidad a priori y, de esta manera, es la probabilidad conjuntade Xy Y
expresada como

flx.y) = flx] y)py(y) si Y es discreta, (6.27)

fxoy) = fle | Mfity) si Y es continua. (6.28)

Notese que para (6.27) la funcion f(x, y) es una mezcla bivariada de una variable
aleatoria continua y otra discreta.

Ejemplo 6.7 Un vendedor de articulos domésticos nota que el niimero de personas
que compran determinada marca de televisores varia aleatoriamente en el tiempo. El
vendedor concluye que esta proporcion es una variable aleatoria discreta que puede
tomar los valores de 0.3, 0.35, 0.4 y 0.45, dependiendo de diversas consideraciones
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de tipo economico. Con base en informacion previa, les asigna las probabilidades a
priori 0.4, 0.3, 0.2 y 0.1, respectivamente. Una muestra de tamafio n = 15 revela
que ocho de los televisores que se venden son de la marca de interés. Si se supone que
para una proporcion en particular p, el nimero de televisores de la marca que se
vende para una muestra fija 7 es una variable aleatoria binomial, obtener las proba-
bilidades a posteriori.

SRR e

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de aparatos de la marca de
interés que se venden de una muestra de tamaflo n. El valor X = 8 paran = 1§,
representa la evidencia muestral condicionada sobre una proporcion en particular p
de preferencia del consumidor para esta marca. Por hipo6tesis X es binomial y su
funcion de verosimilitud es

px; 15| p) = U -p"= = x=0,12..15.

i
Si p = 0.3, el valor de verosimilitud de la muestra es
P(X =8|p =0.3)=p@B;15]0.3) = (—13*1_—5'8—)@ (0.3)%0.7)° "% = 0.0348.
Para los demas valores de p se tiene
| P(X = 8| p = 0.35) = 0.071,
P(X =8| p =04 =0.1181,
P(X =8| p = 0.45) = 0.1647.

Notese que las dos variables aleatorias son discretas. A pesar de lo anterior,
puede emplearse el teorema de Bayes (6.23) para obtener las probabilidades a poste-
riori. La tabla 6.1 proporciona los detalles computacionales. La suma de las proba-
bilidades tanto a priori como a posteriori debe ser igual a uno, dado que cada una de
éstas es una distribucion de probabilidad. En la figura 6.2 se ilustran las graficas

TABLA 6.1 Determinacion de las probabilidades @ posteriori para el ejemplo 6.7

Probabilidad
a priori
Valores de la  Probabilidad Verosimilitud X Probabill_'dad
proporcion a priori de la muestra verosimilitud a posteriori
0.3 0.4 0.0348 0.01392 0.01392/0.07531 = 0.1848
0.35 0.3 0.071 0.02130 0.02130/0.07531 = (.2828
0.4 0.2 0.1181 0.02362 0.02362/0.07531 = 0.3137
0.45 0.1 0.1647 0.01647 0.01647/0.07531 = 0.2187
Totales 1.0 0.07531 1.0000
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FIGURA 6.2 rrotuvilidades a priori y a posteriori para el ejemplo 6.7

de ambas distribuciones de probabilidad, las que muestran un desarrollo notable en
las probabilidades para los cuatro valores posibles de p. También existe un de-
sarrollo en los valores esperados de la preferencia del consumidor para esta marca.
El valor esperado a priori es 0.35 y el valor esperado a posteriori es 0.3783.

~ Se menciono en la seccion 4.5 que la distribucion binomial negativa es una alternati-
va adecuada del modelo de Poisson cuando la frecuencia de ocurrencia no es constante
sobre ¢l tiempo o el espacio. Por ejemplo, en las estadisticas de accidentes es poco pro-
bable que la frecuencia con que éstos se presentan entre grupos distintos sea constante
e independiente sobre un lapso fijo. Lo anterior tiene como consecuencia que el
punto de vista bayesiano sea una forma de analisis de estos datos mucho mas apro-
piada.

Supongase que todas las posibles frecuencias de ocurrencia pueden considerarse

como valores de una variable aleatoria continua A, cuya distribucion a priori es una
distribucion gama con una funcion de densidad dada por

fO\; k. 0) = A lexp(=A/8), A >0. (6.29)

I(k)6
Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de accidentes que se observan
en un grupo especifico. Entonces puede argumentarse que X es una variable aleato-
ria de Poisson que depende de una A especificade A, con una funcion de verosimili-
tud dada por

plx|A) = Nexp(—A)/x! x=0,1,2,.... (6.30)

Antes de obtener la distribucion a posteriori de A, se demostrara que la funcién de
probabilidad marginal de X es la binomial negativa. Esto es, si para cada valor A
de A, X tiene una distribucion de Poisson, entonces la distribucion no condicional de
X sobre todos los posibles valores de M es la binomial negativa.
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De (6.26) se desprende que la funcion de probabilidad marginal de X es:

px(x) = J; p(x | Nfs()ax. (6.31)

Notese que el integrando de (6.31) es la funcion de densidad conjunta de probabili-
dad de X'y A, lo que da como resultado una mezcla bivariada de una variable aleato-
ria discreta con una continua,

La sustitucion de (6.29) y (6.30) en (6.31) conduce a:

3 1 T ke (et
px(x) = ——F(k)ka!J:) A exp [ A (——0 )] dA. (6.32)

En el integrando de (6.32) sea # = A [(§ + 1)/6]; deesta forma A = [8/(8 + 1)
lu y dh = [8/(8 + 1)]du. Entonces

= _.1_....__. ) x+k x+k-1 _
px(x) = x!F(k)O"J; 0/(0 + 1Y *u exp(—u)du
_0/(0 + )"I(x + k)
B x'[(k)o*
T+ k) 1N 8N x=0.12, ..,
= k) (9 T 1) (0 T 1) © ki 6>0. (6.33)

La expresion (6.33) es idéntica a la dada por (4.35), que es la funcién de proba-
bilidad de la distribucion binomial negativa para k > 0. Notese que en (6.33),
p=1/@6+ 1)yl - p = 6/ + 1), de forma tal que 0 < p < | dado
que 6 > 0. Ademas, de (4.39) la media de X es

ko/(@ + 1)
1/ + 1)

De esta manera, la distribucion binomial negativa es una combinacion de distribu-
ciones de Poisson donde la frecuencia aleatoria de ocurrencia tiene una distribucion
gama cuya media es igual a la media de Poisson. Por esta razon la distribucion bino-
mial negativa también se conoce como una distribucion compuesta de Poisson.

Mediante el empleo del teorema 6.2 y, en particular, de la expresion (6.24), se
puede obtener la densidad de probabilidad a posteriori de A condicionada al resul-
tado muestral x de la siguiente forma:

EX) = = k6 = E(A).

Fu L) = A lexp{ =16 + D/} /T(x + A) I )‘ 6 )
e (k)6 ! x!T(k) 0 +1/\8 + 1
A lexp{ =10 + 1)/6IA} T(h)xi6 + )Y
B T(k)x'0* Tx + k)o"

_ Lo+ 1/6F TN lexp{ = [(0 + 1)/a]>\}
Fix + &)

A > 0. (6.34)
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La comparacién de (6.34) con la funcion de densidad de probabilidad de la distribu-
cién gama, dada por (5.45), muestra que la distribucién a posteriori de A es una dis-
tribucion gama con parametros de forma x + k ydeescala 6/(8 + 1). Debe notar-
se que si las distribuciones a priori y a posteriori pertenecen a la misma familia de
distribuciones, como en el presente caso, ésta recibe el nombre de familia conjugada
con respecto a la distribucion de la muestra de datos. En este caso, la familia gama
se conjuga con respecto a la distribucion de Poisson.

Ejemplo 6.8 SupoOngase que para las estadisticas de accidentes se decide asignar a
la frecuencia de ocurrencia una distribucion @ priori gama con parametro de forma
dos y de escala tres. Supbéngase que posteriormente se observan dos accidentes para
una frecuencia en particular. Obtener la funcién de densidad a posteriori de la fre-
cuencia, dado el resultado muestral, y compararla con la densidad a priori.

Sea A la frecuencia de ocurrencia. De (5.45) la densidad a priori de A es
|
fAr;2,3) = §Aexp(- A/3),  A>0.

Dado un resultado muestral X = 2, la densidad a posteriori de A que se obtiene de
(6.34) es

f(A;4,3/4]x) = (1)(4/3)4A3exp<———:- A>, A0,

En la figura 6.3 se proporciona una comparacion entre las funciones de densidad a@
priori y a posteriori. De ésta es evidente que la densidad a posteriori se encuentra
menos asimétrica que la densidad a priori. NOtese que la frecuencia media a priori es
seis mientras que ésta misma a posteriori es tres.

En la seccion 5.4 se mencion6 que la distribucion beta tiene un papel muy impor-
tante en la estadistica bayesiana. Para ilustrar lo anterior considérese de nuevo el
analisis bayesiano del pararametro de proporcion de la distribucion binomial.

Ejemplo 6.9 En un proceso de manufactura, el interés se centra alrededor de la
proporcion de articulos defectuosos. Dado que es poco probable que el proceso
tenga cambios menores en un lapso determinado como distintos desarrollos, va-
riaciones en la materia prima y otros que pueden influir en la proporcion de articulos
defectuosos, es razonable pensar la proporciéon de éstos como una variable aleatoria
cuyos posibles valores se encuentran en el intervalo (0,1). Para una proporcién dada
de articulos defectuosos p, se sabe que el niimero x de éstos que se observa en una
muestra aleatoria fija de n articulos es binomial. Esto es, la funcion de probabilidad
condicional de X para n fijo, dado p, es

,’! 18 "n -
'\_'p(l—/)) Y, X

————— 0.1,
(n — x)

o

.M.

Il

pleoalp) =
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FIGURA 6.3 Densidades a priori y a posteriori para el ejemplo 6.8

Si la distribucién a priori de 1a proporcion de articulos defectuosos es una distribu-
cion beta con una funcion de densidad de probabilidad

R _F(a+,3) a~ley 8- - o
felp; a, B) = [ T(B) P (1 - p) O0=sps=l, (6.35)

demostrar que la distribucion a posteriori de 1a proporcion de articulos defectuosos,
dado el niimero x de éstos, también es una distribucion beta.

De (6.24) la densidad de probabilidad a posteriori de la proporcion de articulos
defectuosos es:

___plxin]| p)flp; e, B)
fiplxn =~

, pln | p)r(p: . Bdp

n' ‘ "o r(a + ,B) | B-1
e ] _ RY — o ] —
o ? TP T

nl e+ p) L

(l _ p)u - - ldp

(n—x)!x! I'(a) I'(B) Jo

p\*u— '(l _ p)n*ﬂ»,lﬁl

’

I
fo p,\‘ufl(l _ p)uvﬁa\“—ldp




6.8 La distribucion normal bivariada 207

pero de (5.33), laintegral 3 p***"'(1 — p)""*~*"'dp = B(x+a, n+B—x). Porlo
tanto, la densidad a posteriori es:

px+a.—‘l(l _ p)ll+ﬂ~.r—l
B(x-l—a,n+/3—x)
__ n+a+pP

—F(x+a)F(n +8-x)

flplx) =

p_r+a—|(l - p5)'+ﬁ‘~‘_| 0 = p = l, (6.36)

que es una densidad beta con parametros (x + a) y (n + 8 — x). Por lo tanto, la
familia conjugada para la distribucion binomial es la familia de distribuciones beta.

6.8 La distribucion normal bivariada

En el capitulo cinco se estudio la distribucion normal de una variable aleatoria. El
concepto de distribucidon normal puede extenderse para incluir variables alea-
torias. En particular, la distribuciébn normal bivariada se emplea de manera extensa
para describir el comportamiento probabilistico de dos variables aleatorias.

Definicion 6.8 Se dice que las variables aleatorias X y Y tienen una distribucion
normal bivariada si su funcion de densidad conjunta de probabilidad estd dada por

1 1 X — /“-‘\')2
(x, ) = -0 ’
A P/ g exP{ 2 - P')[< 7x (6.37)

. 2p<x - ,U-X)<y — [.L).) + <;\v_:_&>~]} —x <x7 Vv < x,
Ty Ty Ty

wx = E(X), py = EY), o% = Var(X), oy = Var(Y),

en donde

y p es el coeficiente de correlacion de X y Y, definido en la seccion 6.4.

La figura 6.4 ilustra la funcidn de densidad normal bivariada que es una superfi-
cie tridimensional con forma de campana. Cualquier corte a través de la superficie
da origen a una curva de forma normal univariada, mientras que planos paralelos al
plano xy interceptan la superficie en elipses que reciben el nombre de contornos de
probabilidad constante.

Es interesante notar que, a pesar de que p = 0 es una condicion necesaria de in-
dependencia, para la distribucion normal bivariada también es una condicion sufi-

ciente. Eso es, si p = 0, entonces

. 1 -\ 1y = uy\
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f(x,y)

YA

0.16

0.11

0.05

0.00

FIGURA 6.4 Densidad normal bivariada con E(X) = E(Y) = 0, Var(X) = Var(Y) = 1,
yp =0

1
\/E; Ox

= f“v(-\’)f)'(.")-

en donde fy(x) y f,(v) son las densidades normales univariadas de X y Y, respecti-
vamente,
Se puede demostrar que, mediante el empleo de (6.37) e integrando con respecto

a y, la densidad marginal de X es normal con media ny varianza oy. De manera si-
milar, la densidad marginal de Y es normal con media w, y varianza o;.. Por Ia de-
finicion 6.7, la densidad de probabilidad condicional de X dado el valor y de Y es

1
\/ﬁ Ty

eXP[_ (x - ,va)z/zo',z\’:l : cxXp [‘(,V - #)‘)z/zo'zr]

1
\ 2w ol = pt)

1 ‘ : ;
x CXP{ SN Sl TR PaOx(y - p.,)} } (6.38)
20l — p7) Fy

La expresion (6.38) es una funcion de densidad de probabilidad normal con

fyy =

PUx

EX|y) = py + (v —my) y Var(Xiv)y=ayl - p).

o,
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Se puede obtener una expresion similar para la densidad condicional de Y dado el
valor x de X.

Ejemplo 6.10 Sean X y Y las desviaciones horizontal y vertical (sobre un plano),
respectivamente, de un vehiculo espacial tripulado con respecto al punto de aterriza-
je de éste en el mar de la Tranquilidad. Supongase que X'y Y son dos variables alea-
torias, independientes cada una, con una distribu¢ién normal bivariada y medias
wy = pmy = 0 yvarianzas iguales. ;Cual es la maxima desviacion estandar permi-
sible de X'y Y, que cumplira con el requisito de la NASA de tener una probabilidad
de 0.99, de que el vehiculo aterrice a no mas de 500 ft del punto elegido, tanto en di-
reccion vertical como horizontal?

Debido a la independencia y a la hipotesis de que oy = o, = o, la probabili-
dad conjunta es

P(—-500 < X <500, =500 < Y<500)= P(—500 < X < 500)

- P(—500 < Y < 500)

a g
500 500
{-ere
g g
2 500 500
- (- 2z )
g a

Puesto que por hipétesis es

[ 500
P'(— —<z<@> = 0.99,
a ag
P(— M 4« @) = 0.99499
ag ag
(6]
500
P<Z > —) = 0.0025
ag
pero

P(Z > 2.81) = 0.0025:

por lo tanto 500/0 = 2.81. y oy = o, < 177.94 pies
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Ejercicios

6.1. Se seleccionaron, aleatoriamente, 60 personas y se les pregunt6 su preferencia con res-
pecto a tres marcas A, By C. Estas fueron de 27, 18 y 15 respectivamente. ;Qué tan pro-
bable es este resultado si no existen otras marcas en el mercado y la preferencia se com-
parte por igual entre las tres?

6.2. Supodngase que de un proceso de produccion se seleccionan, de manera aleatoria, 25
articulos. Este proceso de produccion por lo general produce un 90% de articulos listos
para venderse y un 7% reprocesables. ;Cual es la probabilidad de que 22 de los 25
articulos estén listos para venderse y que dos sean reprocesables?

6.3. Sean Xy Y dos variables aleatorias continuas con una funciéon de densidad conjunta de
probabilidad dada por:

(3x — v)/5 l<x<2, 1<y<3,
fle,y) =

para cualquier otro valor.

a) Obtener la funcion de distribucion conjunta acumulativa.
b) (Cual es la probabilidad conjunta de que X < 3/2 y Y < 2?
¢/ Mediante el empleo de sus respuestas a la parte @, obtener las distribuciones acumula-

tivas marginales de X y Y.
d) Obtener las funciones de densidad marginal de X' y de Y.

6.4. Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas con una funcion de densidad conjunta de
probabilidad dada por

. xexpl—~x(y + 1] x,v>0,
Sl y) =

para cualquier otro valor.

aj Demostrar que f(x. v)es una funciéon de densidad conjunta de probabilidad.
b) (Cual es la probabilidad conjunta de que X <2 y Y < I?

¢) Obtener las funciones de densidad marginal de X y de Y.

d) ;Son Xy Y estadisticamente independientes?

6.5. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas en donde los posibles valores que éstas
pueden tomar son— 1. 0.y 1. En la siguiente tabla se dan las probabilidades conjuntas
para todos los posibles valores de X'y Y.

X ¢
=1 0 1

1/16 | 3/16 | 1/16

Y 0 3/16 0 3/16

1/16 | 3/16 | 1/16

|




6.6.

6.7.

6.8.
~ dientes a dos productos distintos fabricados por la misma compailia y cuya funcion de

6.9.

6.10.

6.11.
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a) Obtener las funciones de probabilidad marginal px(x) y py(y).
b) ;Las variables aleatorias X' y Y son estadisticamente independientes?
¢) Obtener Cov(X,Y).

Para la funcion de densidad conjunta de probabilidad del ejercicio 6.3, obtener Cov(X,
'y pX.Y).

En funcion de su prioridad, un programa para computadora espera en la fila de entrada
cierto tiempo, depués del cual lo ejecuta el procesador central en un lapso dado. La fun-
cién de densidad conjunta para los tiempos de espera y ejecucion se determina por

: t
Ant) =142 exp[ - (E' + 1013)] ty, >0,

0 para cualquier otro valor.

Dada la distribucion conjunta acumulativa:

{[l —exp(—1,/9}1 - exp(—10r.)] 1.6>0.
F(r,. 1) =

para cualquier otro valor.

a) Obtener la probabilidad conjunta de que el tiempo de espera no sea mayor de ocho
minutos y el de ejecucion no sea mayor de 12 segundos.

b) Obtener las funciones de densidad marginal y deducir que estos lapsos son variables
aleatorias independientes.

Las variables aleatorias X y Y representan las proporciones de los mercados correspon-

densidad conjunta de probabilidad esta dada por

) (x + ) Oy v=l,
fle y) =

para cualquier otro valor.

a) Obtener las funciones de densidad marginal de X y Y.
b) ¢(Las variables aleatorias X'y Y son estadisticamente independientes?
¢) Si X = 0.2, obtener la funcion de densidad de probabilidad condicional de Y.

Las variables aleatorias X'y Y representan el largo y ancho (en cm) de una hoja de acero.
Si X y Y son independientes con funciones de densidad de probabilidad dadas por

I 99 < x < {00. . I, 49 <y <50,
Sulx)y = { fyty) = {

0 para cualquier otro valor. (0 para cualquier otro valor.

lsese la definicion de la varianza para obtener la varianza del area de la hoja de acero

XY.

Sea X una variable aleatoria continua y Y discreta.

@) Si flx, ¥) = x exp(=2v)/¥!, x >0,y = 0, 1,2, ... obtener la funcién de
probabilidad marginal de Y.

b) Obtener la funcidn de probabilidad condicional de X para Y = 2.

¢) Obtener E(X | 2) y Var(X | 2).

Sean X y Y dos variables aleatorias. Demostrar que Var(aX — bY) = @ Var(X)+ b°
Var(Y) — 2ab Cov(X.Y), en donde ay b son constantes.
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6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16

6.17

6.18.

6.19.

Sean X y Y dos variables aleatorias. Demostrar que Cm(aX bY) = ab Cov(X.Y), en
donde @ y b son constantes.

Si X'y Y'son dos variables aleatorias independientes Var(X + Y) = Var(X — Y) =
Var(X) + Var(Y). Comparar este resultado con Var(X + ¥) cuando Var(X — Y)
Cov(X,Y) > 00 Cow(X,Y) < 0. ;Queé puede concluirse?

Supoéngase que la frecuencia A a la que ocurren accidentes automovilisticos en un lapso

fijo es una variable aleatoria con una ditribucion gama y parametros de forma y escala

igual a dos. Si para cada valor A de A la distribucion condicional del nimero de acciden-

tes es una distribuciéon de Poisson, obtener la funcion de probabilidad marginal de X'y

calcular las probabilidades para X = 0, 1, 2 ... 10. ;Como son estas probabilidades al

compararlas con las que se obtienen bajo la suposicion de una frecuencia constante
= 4‘) .

Supongase que la incidencia de cancer pulmonar para un determinado nimero de perso-
nas adultas, sin importar sus habitos de fumador, su edad, etc., es una variable aleatoria
con distribucion gama con parametros de forma y escala iguales a dos. Para un grupo es-
pecifico de personas, el nimero que presentaran cancer pulmonar es una variable alea-
toria de Poisson ¢n donde el valor del parametro de ésta depende de la incidencia de
cancer en este grupo. Obtener la probabilidad no condicional de que no mas de dos per-
sonas desarrollen cancer en este grupo. '

En el ejercicio 6.15 supongase que x = 5 adultos, de cierto nimero, desarrollaran can-
cer. Obtener la densidad a posteriori de A dado x, calcular las medias y varianzas tanto
a priori como a posteriori y comparar los resultados.

Supongase que el gerente de una planta descubre que la proporcion de articulos defec-
tuosos en su proceso de produccion no es constante sino que se comporta como una va-
riable aleatoria. Sin ninguna evidencia, decide asignar una distribucion beta con o= 1
y 8 = 24 para la produccion de articulos defectuosos.

a) Graficar la funcion de densidad a priori y obtener su media y su varianza.

b) Supdngase que el gerente toma una muestra n = 12 articulos y encuentra uno de-
fectuoso. Bajo las hipotesis necesarias, obtener y graficar la funcion de densidad de

. probabilidad a posteriori.

¢) Encontrar la media y 1a varianza a posteriori y compararlas con la media y la varian-
za a priori.

d) Hagase uso del ejercicio 5.24 para obtener la probabilidad a posteriori de que la pro-
porcion de articulos defectuosos sea a lo mas 0.05.

Supoéngase que la proporcion de lanzamientos exitosos de satélites de comunicaciones es
una variable aleatoria con distribucion beta y parametros « = 21y 8 = 1. Sidelos l-
timos 12 lanzamientos uno ha fracasado, obtener la funcion de probabilidad a poste-
riori de la proporcion de lanzamientos exitosos y calcular la probabilidad a posteriori
para que la proporcion de éstos sea mayor de 0.95. Emplée la expresion 5.44.

La funcion de densidad conjunta de probabilidad para la demanda mensual de dos pro-
ductos es una distribucion normal bivariada dada por

. 1 2] {x =50V fx = 50\(y — 25 v - 25\°
Jlxoyy = ———=exp{ -Z — ) + ( )
1007\/3 3 10 10 10 10
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a) ¢ Cual es el coeficiente de correlacion entre X'y Y?
b) ¢Cual es la covarianza entre X'y Y?

-¢) Obtener la funcion de densidad de probabilidad condicional f(x | y).

d) SupOngase que la demanda de Y es 30. ;Cual es la probabilidad condicional de que
- X sea menor que 657

Supongase que el CI(X) y la calificacion promedio de estudiantes no graduados de li-
cenciatura Y son variables aleatorias que se encuentran distribuidas de manera conjunta

como una distribucion normal bivariada puy = 100, oy = [0, puy = 3. 0y = 0.3, y
Cov(X,Y) = 2.25.

a) Si algin estudiante posee un CI de 120, ;cuales son los valores de la media y la des-
viaciOn estandar condicionales para Y?

b) Dado que el CI es 120, obtener la probabilidad de que Y sea mayor de 3.5.

¢) Supéngase que la calificacion promedio de un estudiante es 2.8. ;Cual es la probabi-
lidad de que esta persona tenga un Cl mayor de 115?



CAPITULO SIETE
Muestras aleatorias
y distribuciones de muestreo

7.1 Introduccion

En el capitulo uno se menciond que para comprender la esencia de Ia inferencia esta-
distica es necesario comprender la naturaleza de una poblacion y de una muestra.
Una poblacion representa el ‘‘estado de la naturaleza’’ o la forma de las cosas con
respecto a un fendmeno aleatorio en particular, mismo que puede identificarse a tra-
vés de/una caracteristica medible X. La manera en que ocurren las cosas en relacion
con X puede definirse por un modelo de probabilidad que recibe el nombre de distri-
bucion de probabilidad de la poblacion. Por otro lado, una muestra es una coleccion
de datos que se obtienen al llevar a cabo repetidos ensayos de un experimento para
lograr una evidencia representativa acerca de la poblacion en relacion con la caracte-
ristica X. Si la manera de obtener la muestra es imparcial y técnicamente buena, en-
tonces la muestra puede contener informacion util con respecto al estado de la natu-
raleza y a partir de ello se podran formular inferencias. Ahora bien, estas ultimas
son inductivas y, por lo tanto, estan sujetas a riesgo, dado que representan un razo-
namiento que va de lo particular a lo general.

En los capitulos cuatro, cinco y seis se examinaron con detalle algunas distribu-
ciones de probabilidad que pueden servir como modelo para la distribucion de una
poblacion de interés. En los capitulos restantes el principal objetivo es examinar dis-
tintas técnicas por medio de las cuales puede aplicarse el proceso inductivo de la in-
ferencia estadistica para proporcionar resultados ttiles y confiables. La inferencia
estadistica se define como la coleccion de técnicas que permiten formular inferencias
inductivas y que proporcionan una medida del riesgo de éstas. En este capitulo se es-
tableceran algunos conceptos tedricos basicos con respecto al muestreo y a la infe-
rencia estadistica. La aplicacion de estos conceptos se dara con gran detalle en
capitulos posteriores.

7.2 Muestras aleatorias

Como la inferencia estadistica se formula con base en una muestra de objetos de la
poblacidn de interés, el proceso por medio del cual se obtiene sera aquél que asegure
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la seleccion de una buena muestra. En el capitulo uno se expuso que una manera de
obtener una buena muestra resulta cuando el proceso de muestreo proporciona, a cada
objeto en la poblacién, una oportunidad igual e independiente de ser incluido en la
muestra. Si la poblacién consiste de N objetos y de éstos se selecciona una muestra de
tamaiio n, el proceso de muestreo debe asegurar que cada muestra de tamafio z:tenga
la misma probabilidad de ser seleccionada. Este procedimiento conduce a lo que co-
munmente se conoce como una muestra aleatorig simple. En este contexto, la pa-
labra “‘aleatorio’’ sugiere una total imparcialidad en la seleccion de la muestra. ..

La naturaleza de la inferencia inductiva demanda una muestra aleatoria porque
la seleccion de ésta se lleva a cabo con el fin de proporcionar los medios adecuados
para que pueda formularse una inferencia con respecto a alguna caracteristica de la
poblacién de interés. Por ejemplo, pueden formularse inferencias de ciertas condi-
ciones que se suponen validas para la poblacidén si la muestra que se observd se
encuentra o no dentro de la variacibn muestral, misma que prevalecera si las condi-
ciones son verdaderas. De esta forma la calidad de la aleatoriedad en una muestra
asegura la aplicacion correcta de la probabilidad para evaluar el riesgo inherente en
un proceso inductivo.

' . En este momento es importante estructurar el concepto de una muestra aleato-
ria simple empleando para ello los conceptos de probabilidad que se presentaron en
los capitulos dos al seis. Para llevar a cabo lo anterior, primero se examinaran si-
tuaciones que se presentan, de manera frecuente, en los muestreos. La primera de és-
tas surge en muchos experimentos que involucran fenémenos aleatorios en la inge-
nieria y las ciencias fisicas. En estos casos la poblacion de interés no consiste en obje-
tos tangibles a partir de los cuales se selecciona un cierto nimero para formar la
muestra. Mas bien, la poblacién se considera constituida por un namero infinito de
posibles resultados para alguna caracteristica medible de interés. Esta caracteristica
generalmente es una medicion fisica como el nivel de concentracion de un contami-
nante, la demanda de un producto o el tiempo de espera en un servicio. Sea X una
caracteristica medible y f(x; 8) la funcion de densidad de probabilidad de la distri-
bucién de la poblacién. El siguiente procedimiento es una forma de muestreo para
este tipo de poblacion:

1. Se disefia un experimento y se lleva a cabo para proporcionar la observacion X,
de la caracteristica medible X. El experimento se repite bajo las mismas condi-
ciones proporcionando el valor X,. El proceso se continiia hasta tener n observacio-
nes X, X, ..., X, de la caracteristica X.

En este procedimiento de muestreo, las observaciones muestrales se colectan a
través de ensayos independientes que ocurren cada vez que el experimento se repite
bajo condiciones idénticas para todos los factores que son controlables. En este con-
texto, cada observacion del i-ésimo experimento se considera como una seleccion de
la misma fuente que proporciona la observacion de cualquier otro ensayo para X.
En esencia, las observaciones bajo las mismas condiciones como resultado de repeti-
dos ensayos independientes de un experimento, constituye lo que se denomina un
muestreo aleatorio con reemplazo. De acuerdo con lo anterior, cada una de las ob-
servaciones X, X-. ..., X, esuna variable aleatoria cuya distribucion de probabi-
lidad es idéntica a la de la poblacion.
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Una situacion diferente se presenta cuando se lleva a cabo una seleccion de ob-
jetos tangibles de una poblacién que consiste en un nimero finito de objetos (seres
humanos, animales, componentes mecanicos o eléctricos, etc.). La caracteristica me-
dible de interés puede ser un atributo, como el estado de un componente (defectuoso
o no defectuoso), la opiniébn de una persona con respecto a cierto tema (a favor o en
contra) o una medicion cuantitativa como el CI de una persona o el tiempo de dura-
cion de un componente. Existen dos formas para obtener muestras aleatorias de este
tipo de poblacion: : :

2. Después de llevar a cabo una mezcla adecuada de los objetos de la poblacién, se
extracuno y se observa la caracteristica medible. Esta observacion sera X,. El ob-
jeto se regresa a la poblacion y ésta vuelve a mezclarse; después se extrae el segun-
do objeto. X, se constituye por la segunda observacion. El proceso se contintia de
esta forma hasta que se han extraido n objetos para tener una muestra de obser-
vaciones X,, X, ..., X, de la caracteristica X.

3. Después de una mezcla adecuada de los objetos que constituyen la poblacion, n
de éstos se seleccronan uno después de otro sin reemplazo. Este proceso propor-
ciona una muestra de observaciones X,, X,, ..., X, de la caracteristica X.

Noétese que la técnica 2 constituye un miuestreo con reemplazo y la técnica 3 es
un muestreo sin reemplazo. En el contexto general de una muestra aleatoria simple,
la técnica recibe el nombre de aleatoria. Cuando los objetos se extraen después de
una seleccion equitativa. Por consiguiente, la técnica de muestreo dos recibe el .
nombre de muestreo aleatorio con reemplazo, y la técnica tres el de muestreo aleato-
rio sin reemplazo. En la técnica dos, cada una de las observaciones X;, X,, ..., X,
es una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad es identica a la de la po-
blacién, puesto que en cada extraccion ésta tiene su forma original. En la técnica de
muestreo tres, las observaciones X|, X, ..., X también son variables aleatorias
cuyas distribuciones marginales son iguales a las de la poblacion. Es decir, puede
demostrarse que aun a pesar de que los objetos que se extraen de la poblacion no
sean reemplazados, la distribucién no condicional de X es idéntica a la de la pobla-
cion, paratodai =1, 2, ..., n.

La diferencia basica entre las dos técnicas es la nocion de independencia. Enla
técnica dos, las observaciones X, X,, ..., X, constituyen un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (IID) dado que, por el proce-
so de reemplazo, ninguna observacion se ve afectada por otra. En la técnica tres, a
pesar de que las observaciones X, X, ..., X, poseen la misma distribucion, no son
independientes.

Recuérdese que, para la técnica uno, el muestreo se lleva a cabo con reemplazo a
pesar de que la poblacién no se encuentre constituida por objetos tangibles. De
hecho, la técnica de muestreo dos es un caso especial de la primera, dado que la po-
blacion no se afecta después de cada extraccion. Sin embargo, es interesante notar
que puede preferirse el muestreo aleatorio sin reemplazo si el tamafio de la poblacién
es relativamente pequefio*. En estos casos, si el muestreo se lleva a cabo con re-

* El lector recordara que esto es precisamente lo que constituye una distribucion hipergeométrica tal como
se discutio en la seccion 4.4,
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emplazo ¢s muy probable que el mismo objeto sea seleccionado mas de una vez. Es
por esta razon que en las encuestas de preferencia el muestreo se hace sin reemplazo;
Por otro lado, si el nimero de objetos en la poblacién es muy grande, es irrelevante
si el muestreo se lleva a cabo con reemplazo o sin éste. Conforme crece el tamafio de
la poblaci6n, el muestreo aleatorio sin reemplazo es, en todos los intentos y para
cualquier proposito, igual al muestreo aleatorio con reemplazo.

- Al hablar de la inferencia estadistica se supondra la existencia de una muestra
aleatoria, como la descrita por la técnica de muestreo 1, y que se define de manera
formal de la siguiente manera:

Definicion 7.1 Si las variables aleatorias X, X,, ..., X, tienen la misma funci6n
(densidad) de probabilidad que la de la dlstrlbucmn de la poblacién y su funcion
(distribucion) conjunta de probabilidad es igual al producto de las marginales, en-
tonces X, X,, ..., X, forman un conjunto de n variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (IID) que constituyen una muestra aleatoria de la po-
blacion.

Cuando el objetivo es formular una inferencia estadistica, debe hacerse un in-
tento honesto para obtener una muestra aleatoria que porporcione la base te6rica
necesaria para la inferencia. Desde un punto de vista practico, lo anterior no siempre
es facil. Por ejemplo, en muchas ocasiones es dificil decidir cuando se estan mante-
niendo condiciones idénticas durante el proceso de reunir datos en experimentos
cientificos. Esto es especialmente cierto si los factores ambientales crean condicio-
nes heterogéneas. Sin embargo, es responsabilidad del experimentador decidir cuan-
do una muestra observada de datos es, en gran medida, aleatoria.

Para ilustrar el proceso de muestreo en un experimento cientifico, supéngase
que se tiene interés en la concentracion de cierto contaminante en un deposito de
agua. Se coloca una boya que contiene un instrumento para medir el nivel de con-
centracion en el sitio de interés. El instrumento registra el nivel de concentracion
cada n intervalos. De esta forma, las observaciones X, X,, ..., X, constituyen una
muestra del nivel de concentracion en el sitio de interés. Antes de que el instrumento
registre el nivel de concentracion para el i-ésimo periodo, la observacién X, es una
variable aleatoria para i = 1, 2, ..., n. El valor registrado x, (el valor numérico
correspondiente a la observacion X)) es una realizacién de la variable aleatoria. Al
final de los n intervalos las mediciones x,, x,, ..., x, que registra el instrumento
son las realizaciones, o datos muestrales, de las correspondientes variables aleatorias
X,. X,, .... X,. Sin embargo, es valido preguntarse si la anterior es veraderamente
una muestra aleatoria. Nadie puede proporcionar una respuesta legitima sin tener
informacion adicional. Por ejemplo, ;esta el investigador consciente de todos los su-
cesos que durante el periodo de muestreo podria causar un cambio significativo en
el nivel de concentracion del contaminante? ;Considero el lapso de muestreo ade-
cuado o existen algunas fluctuaciones temporales que deben ser consideradas? (Es
probable que el error en el instrumento sea mayor conforme transcurre el tiempo?
Preguntas como las anteriores deben contestarse antes de dar un juicio defmmvo
sobre la aleatoriedad de la muestra.
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En el contexto de la definicion 7.1, 1a funcién (densidad) conjunta de probabili-

dad de X,, X,, ..., X, es la funcion de verosimilitud de la muestra dada por
Lix; 0) = [1fxis0), (.1
i=|
endonde x = {x,, x5, ..., x,} denota los datos muestreados. Cuando las realizacio-

nes x se conocen, L(x; 0) es una funcién del parametro desconocido §. La utilidad
de la funcién de verosimilitud para estimar parametros se examinara en el capitulo
ocho.

Ejemplo 7.1 Se ilustrara el concepto de muestra aleatoria dado en la definicion 7.1
mediante lo siguiente: sea X, X,, ..., X, una muestra aleatoria de n variables alea-
torias IID de una poblacion cuya distribucién de probabilidad es exponencial con
densidad

1
fix; 0) = exp(—x/6),  0<x<w.
Cuando se observa X, y se registra su realizacion x,,

fx;0) = éeXp(—n/O), 0<x <.

Ahora se observa X, y se registra su realizacion x,. Dado que X y X, son estadistica-
mente independientes y tienen las mismas densidades marginales,

flalx) = flx; 0) = (—;exp(—xz/()), 0<x, <,
La funci6én de densidad conjunta de X, y X, es
ey, x2; 0) = flxy; 0) flxz; ) = Elgexp[—(x. +x)/0), 0<x<w,i=1hL2
Por lo tanto, se desprende que para una muestra aleatoria de tamafio n

1
L(xl’-x.?v cees Xps 0) = b;exp[_(xl + X2 + o xn)/O]s
0<x,»<3°.f= 1,2.....”.

7.3 Distribuciones de muestreo de estadisticas

En los comentarios introductorios del capitulo uno se mencioné de manera breve que
las caracteristicas muestrales denominadas “‘estadisticas’’ se emplean para hacer infe-
rencias con respecto a las caracteristicas de la poblacion, las que reciben el nombre
de ‘‘parametros’’. El objetivo de esta seccion sera el de examinar con detalle el papel
que desempeifian las estadisticas en relacion con la inferencia. En particular, se desa-
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rrollara la noci6én-de una distribucion de muestreo de una estadistica, que es uno de
los conceptos mas importantes en inferencia estadistica.

Para colocar a las estadisticas en una mejor perspectiva se debe defimr y anah
zar, de manera formal, un parametro de poblacion.

: N
Definicion 7.2 Un pardmetro es una caracterizacién numérica de la distribucion de la
poblacion de manera que describe, parcial o completamente, la funcion de densidad
de probabilidad de la caracteristica de interés. Por ejemplo, cuando se especifica el
valor del parametro de escala exponencial 8, se describe de manera completa la
funcién de densidad de probabilidad

~ f(x;0) = % exp(—x/0).

La oracion ‘‘describe de manera completa” sugiere que una vez que se conoce el
valor de 6 entonces puede formularse cualquier proposicion probabilistica de inte-
res. A manera de ilustracion, si ¢ = 2, entonces:

PX>4) = %J; exp(—x/2)dx = 0.1353,

Por otra parte, si se especifica un valor del parametro de forma a,de la distribucién
gama, la funcion de densidad de probabilidad

x*'exp(—x/0)

T T(a)8”

no se encuentra especificada de manera completa, ya que no se ha hecho ninguna
mencion con respecto al valor del parametro de escala 6.

La esencia de todo lo anterior es que, dado que los parametros son practicamen-
te inherentes a todos los modelos de probabilidad, es imposible calcular las proba-
bilidades deseadas sin un conocimiento del valor de éstos. Es por esta razon que la
nocién de una estadistica y su distribucion de muestreo es muy importante en inferen-
cia estadistica. Esto es, los parAmetros o sus funciones se estiman con base en esta-
disticas que, a su vez, se obtienen a partir de la informaciéon contenida en una
muestra aleatoria.

Antes de dar la definicion de una estadistica, debe notarse que desde un punto de
vista clasico (no bayesiano), un parametro se considera como una constante fija
cuyo valor se desconoce. Desde una perspectiva bayesiana un parametro siempre €s
una variable aleatoria con algin tipo de distribucion de probabilidad. Se considerara
a los parametros, principalmente desde el punto de vista clasico, aunque también se
dara el punto de vista bayesiano, a fin de dar una perspectiva apropiada.

Definicion 7.3 Una estadistica es cualquier funcion de las variables aleatorias que
se observaron en la muestra de manera que esta funcion no contiene cantidades des-
conocidas.
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Considérese la muestra X = {X,, X,, ..., X,,} que consiste de n variables alea-
torias IID con una funcién de densidad de probabilidad f(x; 6) que depende de un
parametro desconocido 8. Supbdngase que se definen funciones como

T,(X) = (X, + X, + - + X,)/n.
TX) = (X3 + X3 + = + X2)/n,
TX) = X, + X,,

y asi sucesivamente. Todas ellas son estadisticas porque se determinan de manera
completa por las variables aleatorias que contiene la muestra. De manera general,
denotese una estadistica por T = u(X). Dado que T es una funcion de variables alea-
torias, es en si misma una variable aleatoria, y su valor especificot = u(x) puede
determinarse cuando se conozcan las realizaciones x de X. Si se emplea una estadis-
tica T para estimar un parametro desconocido 6, entonces T recibe el nombre de
estimador de 8, y el valor especifico de t como un resultado de los datos muestrales
recibe el nombre estimacién de 0. Esto es, un estimador es una estadistica que identi-
fica al mecanismo funcional por medio del cual, una vez que las observaciones en la
muestra se realizan, se obtiene una estimacion.

Una estadistica es, sustancialmente, diferente de un parametro. Un parametro es
una constante pero una estadistica es una variable aleatoria. Ademas, un valor del
parametro descrito describe de manera completa un modelo de probabilidad (supo-
niendo una distribucion uniparamétrica); ningiin valor de la estadistica puede de-
sempefiar tal papel si cada uno de éstos depende del valor de las observaciones de las
muestras. Y dado que las muestras se toman en forma aleatoria, ninguna muestra es
mas valida que cualquier otra que se haya tomado con el mismo fin.

Para ilustrar el concepto de una estadistica se dara solucion al siguiente proble-
ma: supongase que se tiene interés en la duracién promedio de cierta clase de bateria
miniatura. Se asegura que el proceso de manufactura de ésta es el mismo y que se
emplean materiales idénticos. Se decide seleccionar aleatoriamente cinco pilas diarias
durante 20 dias. Para cada muestra diaria, las cinco baterias se someten a una
prueba de duracidn que consiste en registrar el tiempo de operacion. La prueba ter-
mina cuando todas dejan de funcionar. Como se supone que el proceso de fabrica-
cion es el mismo durante el periodo de muestreo, este esquema proporciona 20 muestras
aleatorias distintas, donde cada una contiene cinco variables aleatorias independientes y
distribuidas de manera idéntica. Sea = {X,;, X3;, ..., X5;} el conjunto de varia-
bles aleatorias de la jésima muestra paraj = 1, 2, ..., 20, y x; = {x,;, 23;, ... x5;}
los correspondientes tiempos de duracion observados. Considérese la estadistica.

T = (X, + Xy + - + X))/

como un estimador del tiempo de duracion promedio de las baterias. Si se supone
que los tiempos observados son los que aparecen en la tabla 7.1, entonces para la j-
éS.ima muestra existe una realizacion ¢, para la estadistica 7;. Es decir, cada muestra
diaria proporciona una estimacion de la duracion promedio de las baterias.
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'Notese que las estimaciones que aparecen en la tabla para la duracion promedio
tienen una variacion que se encuentra entre 140.8 y 157.2 horas. De esta forma, exis-
te una variabilidad inherente entre estas estimaciones. Ademas, para cualquier esta-
distica se espera una variabilidad de muestra a muestra, dado que una estadistica es
una variable aleatoria. De hecho, para cada estadistica existe lo que se conoce
como su distribucién de muestreo, la cual toma en cuenta la variabilidad inherente y
proporciona los medios necesarios por medio de los cuales puede evaluarse la
estadistica. Se definira la distribucion de muestreo de una estadistica con base en
muestras aleatorias, de acuerdo con la definicion 7.1.

Definicion 7.4 La distribucion de muestreo de una estadistica T es la distribucién
de probabilidad de T que puede obtenerse como resultado de un nimero infinito de
muestras aleatorias independientes, cada una de tamafio n, provenientes de la pobla-
ciéon de interes. .

Dado que se supone que las muestras son aleatorias, la distribucién de una esta-
distica es un tipo de modelo de probabilidad conjunta para variables aleatorias inde-
pendientes, en donde cada variable posee una funcién de densidad de probabilidad
igual a la de las demas. De manera general, la distribucion de muestreo de una esta-
distica no tiene la misma forma que la funcion de densidad de probabilidad en la dis-
tribucion de la poblacion.

Para ilustrar lo anterior, considérese la distribucién de muestreo de una estadisti-
ca para los 20 promedios muestrales dados en la tabla 7.1. Mediante el empleo de los
métodos del capitulo uno, se agrupan las 20 realizaciones en cinco clases y se ob-
tienen las frecuencias relativas que aparecen en la tabla 7.2.

TABLA 7.1 Tiempos de duracion (en horas) observados para una muestra aleatoria de bate-
rias

Numero de muestra | 2 3 4 5 6 7 8 9 10

163 159 150 136 136 138 155 158 135 166
132 144 125 157 146 145 145 150 144 142
154 139 139 168 158 150 151 153 148 156
152 146 134 158 154 138 154 151 150 154
148 144 156 167 156 158 141 138 148 160

Promedio

de la muestra 149.8 146.4 140.8 157.2 150.0 145.8 149.2 150.0 145.0 155.6

Numero de muestra 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
150 154 148 149 150 147 158 164 153 135
152 150 166 158 138 151 147 136 160 150

163 141 148 139 153 161 141 143 156 164
161 159 149 146 15) 142 130 137 142 152
139 153 154 136 16l 149 147 152 156 144

Promedio ;
de la muestra 153.0 151.4 153.0 145.6 150.6 150.0 144.6 146.4 153.4 149.0
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TABLA 7.2 Grupos y frecuencias relativas para las 20 medias muestrales = . -7

oo

|  Frecuenci@ ... ... & . he st oowide oan

Limites de clase . de la clase ... - . o . - Frecuencia relativa
140.6-144.0 1 0.05
144.1-147.5 ! 6 ~.0.30
147.6-151.0 7 0.35
151.1-154.5 4 0.20
154.6-158.0 2 - 0.10

Total 20 1.00

A partir de estas frecuencias relativas es evidente que la mas alta concentraciébn
de tiempos de duracion promedio se encuentra entre 147.6 y 151 hora., e:. donde los
tiempos de duracidon promedio por debajo de 144 horas o por encima de 154.6 tienen
una probabilidad muy pequefia. La distribucion de muestreo de una estadistica hace
posible este tipo de analisis de probablhdad esencial para valorar el riesgo inherente
cuando se formulan inferencias.

Posteriormente se enunciaran algunos teoremas basicos que permiten obtener las
distribuciones muestrales de estadisticas importantes como la media X y la varianza
S? muestral. Se usara de manera frecuente la funcion generadora de momentos, dado
que ésta determina univocamente una distribucion de probabilidad. ’

Teorema 7.1 Sea X,,X,, ..., X, un conjunto de n variables aleatorias indepen-
dientes cada una con funciones generadoras de momentos my, (), my(t), ..., my ().
Si

Y= ale + 02X2 + e 4+ a"X,,,
en donde a,, a,, ..., a, son constantes, entonces:

my(t) = my(a,my.(ayt) --- my(a,t).

Demostracion: Mediante el empleo de la definicion y la hipdtesis de independen-
cia, se tiene

my(t) = Elexplt(a, X, + a,X; + -+ + a,X,)]}

Elexp(ta, X)) exp(ta,X;) --- exp(ta,X,)]
Elexp(ta, X,)}E{exp(ta,X,)] --- Efexp(ta,X,)]

va(alt)sz(aZt) o an(a" t) .

De esta forma, la funcidn generadora de momentos de una combinaci6n lineal de n
variables aleatorias independientes es el producto de las correspondientes funciones
generadoras de momentos con argumentos iguales a las constantes de tiempo .
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Teorema 7.2 Sea X, X;, ..., X, unconjunto de variables aleatorias independien-
tes normalmente distribuidas con medias E(X;) = g y varianzas Var(X)) = o}
“parai=1,2,..nSi ‘ ke

Y=aX +aX,+t - +aX, -

_endonde a,, a,, ..., a, son constantes, entonces Y es una variable aleatoria con
“distribuciéon normal y media !

E(Y) = ayp, + ayp, + - + a,p,

y con varianza

2 2 2 2
a,o-f + a%o-z + -+ a,o,.

Var(Y)

2 | Demostracion: Dado que X, se encuentra normalmente distribuida, su funcion ge-
h neradora de momentos es

my(r) = explut + (o1?)/2].
-1 De acuerdo con el teorema 7.1, la funcion generadora de momentos de Y es

my(t) = le(alt)mXZ(azt) oer an(a,,t)

Ir

explw,ait + (ajoir’)/2] -+ explu,a,t + (a,o7t%)/2]

A ‘ ' exp[t > au; + (tzza,?o-,-z)/Z].
3 . i=1 i=1

Por lo tanto, Y se encuentra normalmente distribuida con media 2., a;u; y varian-
za 37, d’d’.

Del teorema 7.2 se desprende que sia; = 1 para i = 1, 2, ... n, entonces la
suma de variables aleatorias independientes normalmente distribuidas también
i posee una distribucion normal con media y varianza igual a la suma de las medias
y las varianzas de cada una de las variables aleatorias. La mayor parte de las veces
el resultado anterior se conoce como la propiedad aditiva de la distribuciébn nor-
mal. Debe notarse que la hipotesis de normalidad no es necesaria para obtener las
formulas de la media y la varianza de Y en el teorema 7.2. De hecho, con base en el
teorema 6.1, si X,, X, ..., X, es un conjunto de n variables aleatorias IID con me-
dias E{X,) = u, y varianzas Var(X;) = o., i = 1,2, ..., n, entonces para
Y = aX, + aX; + - + a,X,,

Il

E( Y) = z a,".L,’

i=1

y 1.2

Var(Y) = 2, dioi,

i=1
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en donde, de nuevo, q,, a,, ..., a, son constantes.
Del teorema 7.2 surgen algunas aplicaciones interesantes. La siguiente constituye
un ejemplo tipico. :

Ejemplo 7.2 Sup6ngase que para un arbol de levas y un cojinete, el diametro exter-
no del primero X, y el diametro interno del segundo X, son variables aleatorias inde-
pendientes con una distribucion normal, con medias E(X,) = 3.25 cm, E(X,) = 3.3
c¢m y desvaciones estandar d.e.(X|) = 0.005 cm y d.e.(X,) = 0.006 cm, respectiva-
mente. El interés recae en la diferencia entre X, y X,, que es el espacio que existe
entre el diametro interno del cojinete y el diAmetro externo del arbol de levas. El es-
pacio se representa por Y, donde Y = X, — X,. Si al armarse una maquina existe un
apareamiento aleatorio entre los arboles de levas y los cojinetes, debe obtenerse el
valor del espacio que existe entre éstos y, .., de manera tal que la probabilidad de
que Y tenga un valor menor que éste sea de 0.004.

Dado que X, y .¥, son variables aleatorias independientes, se aplica el teorema
7.2cona, = —1y a, = 1. De esta forma

E(Y) = (DE(X,) + (= 1NE(X,) = 0.3,

d.e.(Y) = V(1)%0.006)° + (— 1)’(0.005)° = 0.00781.
Esto es; ¥ ~ N(0.05, 0.00781). Entonces
P(Y < yy004) = 0.004

o
PLZ < (yy.00 — 0.05)/0.00781] = 0.004,
pero
PlZ < —2.65] = 0.004;
asi pues:

( Yooos — 0.05)/0.00781 = —~2.65,

Y Yoonee D€ acuerdo con lo anterior se necesita un espacio no menor de 0.0293 cm
para las condiciones dadas.

7.4 La distribucion de muestreo de X

Una de las estadisticas mas importantes es la media de un conjunto de variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas. Esta estadistica tiene un papel
muy importente en problemas de toma de decisiones para medias poblacionales des-
conocidas. Sea X,. X.. .... X, una muestra aleatoria que consiste de n variables

aleatorias IID tales que E(X;) = uy Var(X,) = o" paratoda { = 1.2, ..., n.
Entonces la estadistica

X=X ~X-+ - +X,)/n 7.3)
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‘se define como la media de las n variables aleatorias 1ID o, sencillamente, me-
dia muestral. Notese que una vez que se conocen las realizaciones x,, x,, ..., x, de
X,, Xy, ..., X, respectivamente, la realizacién X de X se obtiene promediando los
datos muestrales. Sien(7.2) a; = 1/n,i = 1,2, ..., n entonces el valor esperado y
la varianza de X son o

N,
\

EX) = 2~ = nlu/n) = p (7.4)

i=1

Var(X) = D ;150'2 = n(o?/n*) = o’/n, (7.5)

~ i=1

respectivamente, en donde v y o’ son la mediay la varianza de la distribucién de la
poblacion a partir de la cual se obtuvo la muestra. Con respecto a este resultado, lo
importante es recordar que es valido sin importar la distribucién de probabilidad de
la poblacion de interés siempre y cuando la varianza tenga un valor finito. A partir
de (7.4), la desviacion estandar de X es

de. (X) = o/\/n , ' (7.6)

la cual, en algunas ocasiones, recibe el nombre de error estandar de la media.

. Notese que conforme el tamafio de la muestra crece, la desviacion estandar, y de
esta forma la variabilidad, de X disminuye. En otras palabras, si el tamaiio de la
muestra crece, la precision de la media muestral para estimar la media poblacional
aumenta. Por ejemplo, si se extrae una muestra aleatoria de n = 25, X debera tener
una precision de \/25 = S veces mas de estimar la media poblacional que la que
tendria una sola observaciéon. Lo anterior es una propiedad muy ventajosa de la es-
tadistica X dado que asegura que para una muestra relativamente grande, se espera
que la realizacién de X se encuentre muy cercana a la media poblacional x. Como
ilustracion adicional, supbéngase que se calcula la desviacion estandar de X para dis-
tintos valores de n con ¢ = 10 y se grafican los puntos resultantes, como se indica
en la figura 7.1. Por la naturaleza de 7.6, la desviacion estandar de X sufre una dis-
minucién sustancial en su valor conforme n toma valores cada vez mas grandes,
pero si n es mayor de 30 o 40 este comportamiento cesa. Por lo tanto, en esencia, un
tamaiio grande de muestra no resulta razonable en cuanto al costo, si se hacen infe-
rencias con respecto a u con base en X.

A continuacion se enuncia y demuestra un teorema con respecto a la distribucion
de muestreo de X sila muestra se encuentra constituida por n variables aleatorias in-
dependientes normalmente distribuidas.

Teorema 7.3 Sea X,, X», ..., X, una muestra aleatoria que consiste de n va-
riables aleatorias independientes normalmente distribuidas con medias E(X;) = H
y varianzas Var(X,) = o>, i = 1, 2, ..., n. Entonces la distribucion de la medlaA

muestral X es normal con media u y varianza o’/n.
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d.e.(:\’—) oot T R TR
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FIGURA 7.1 Comportamiento tipico de la desviacion estandar de X como funcion del ta-
madfio de la muestra .

Demostracion: Este teorema es un corolario del teorema 7.2. Esto es, sea a; = 1/n;
dado que las medias y las varianzas son iguales, respectivamente, la funcién gene-
radora de momentos de X es:

ol £+ (5

explut + (t%0?)/2n],

mX(f)

I

que es la funcidon generadora de momentos de una variable aleatoria normalmente
distribuida con media p y varianza o?/n. De esta forma, la funcion de densidad de
probabilidad de X cuando se muestrea una poblacion cuya distribucion es normal,
esta dada por

— N2
f(&; ™ cr/\/n) — xp[— ”(x_/‘_")_

20?

Vn ] — <X < ;. 7.7
V2no
Ejemplo 7.3 Se tiene una maquina de llenado para vaciar 500 gr de cereal en una caja
de carton. Supodngase que la cantidad de cereal que se coloca en cada caja es una
variable aleatoria normalmente distribuida con media 500 gr y desviacion estandar
igual a 20 gr. Para verificar que el peso promedio de cada caja se mantiene en 500 gr
se toma una muestra aleatoria de 25 de éstas en forma periddica y se pesa el conteni-
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do de cada caja. El gerente de la planta ha decidido detener el proceso y encontrar la
falla cada vez que el valor promedio de la muestra sea mayor de 510 gr o menor de
490 gr. Obtener la probabilidad de. detener el proceso R et

Sean X, . Xz, veey X5 varlables aleatorlas 1ndepend1entes normalmente distribui-
das, las cuales representan la cantidad de cereal contenido en las cajas de una mues-
tra aleatoria dada. Por hipétesis X; ~ N(500, 20), i = 1, 2, ..., 25. Por el teo-
rema 7.3, el promedio muestral X también se encuentra normalmente distribuido
con media 500 y desviacion estandar 20/1/25 = 4. La probabilidad deseada es
igual a uno menos la probabilidad de que X se encuentre entre 490 y 510 gr; de esta
forma

P(Detencion del proceso)= | — P(490 < X < 510)

o _P<490;500<Z<§10;500)

1 - P(-25<Z<2)5)
0.0124.

Ejemplo 7.4 Demostrar que si X|, X,, ..., X, son n variables aleatorias indepen-
dientes exponencialmente distribuidas con funcion de densidad de probabilidad

flx;0) = —exp( x/6) x>0,
entre X tiene una distribucion gama.

Recuérdese que la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria ex-
ponencialmente distribuida es (1 — 6f)~'. De esta forma, para cada X; de la
muestra,

my() = - 607",

Del teorema 7.1 con a;, = 1/n,i = 1, 2, ..., n, se desprende que la funcion gene-
radora de momentos de la media muestral X es

my,(t/n)my,(t/n) - my (t/n)
(- @/m "1t — @t/m1~" == [1 — (8e/m]™"
=l - @8t/n)}™".

Pero la expresion anterior es la funcion generadora de momentos de una distribu-
cién gama con parametro de forma n y parametro de escala 6/n. De acuerdo con lo
anterior, cuando se muestrea una poblacion cuya distribucion de probabilidad es ex-
ponencial, la densidad de probabilidad de X esta dada por

mx(t)

A n

fG&;n.8/n) = [(1)0,, .T"_'exp(—n.T/O): > 0. (7.8)
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Notese que si en las expresiones (5.47) y (5.48) se reemplaza a conny 0 cond/n -

se obtiene :
_ 0 e PRI . . ] Liadge
EX) = n; =0 (‘7.9)
y f
- e
Var(X) = o= 0°/n, (7.10)

como era de esperarse ya que 6 y 6 son la media y la varianza, respectivamente, de
una variable aleatoria con distribucion exponencial.

De la seccion 5.5, recuérdese que si el parametro de forma de una distribucion
gama tiene un valor grande, entonces los valores de probabilidad para una variable
aleatoria gama pueden aproximarse, en forma adecuada, por una distribucién nor-
mal. Dado que r™, muestrear una distribucién exponencial con parametro 6 X tiene
una distribucién gama con media 6, y desviacion estandar 9/\/n , entonces, para n
grande

D

Z ="z (7.11)

0/

€es, en forma aproximada, N(0, 1).

Ejemplo 7.5 Con base en los experimentos, la duraciéon de un componente eléctrico
se encuentra exponencialmente distribuida con una vida media de 100 horas. Si del
proceso de produccion se toma una muestra aleatoria de 16 componentes, ;cul es
la probabilidad de que la vida media muestral sea mayor de 120 horas?

De (7.9) y (7.10), la media dé X en 100 horas y la desviacion estandar tiene un
valor de 100/ \/16 = 25 horas. Si se supone que el valor del parametro de forma n
= 16 es suficientemente grande para emplear la aproximacion dada por (7.11), se
tiene

120 — 100

= 0.2119.
25 )

PX > 120) = P(Z >

Por comparacion, la probabilidad de que X > 120 pueda calcularse mediante el
empleo directo de la funcidbn gama incompleta /(i, p), se encuentra definida por
(5.55); en este caso « = (16)(120)/100\/16 y p = 16 — 1. De esta forma:

P(X > 120) = 1 — I(4.8, 15) = 0.2021.

De manera muy breve se establecid ya que la distribucion de muestreo de X es
normal cuando éste se lleva a cabo a partir de una poblacion que tiene una distribu-
cion, ya sea normal o exponencial. ;Qué ocurre cuado no puede especificarse la
distribucion de probabilidad de la poblacion a partir de la cual se obtiene la muestra?
Es decir, ;cual es la distribucion de muestreo (aproximada) de X,sin tener en cuenta

A S

R P
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la de las variables aleatorias de la muestra? Para obtener una idea con respecto a la
distribucioén de muestrea de X cuando el modelo de probabilidad de la poblacion de
interés no se especifica, considérese un estudio de simulacion en el que los valores
aleatorios se generan mediante los procedimientos dados en la seccion 5.9.

- Supbngase que se generan 50 muestras, cada una de tamaiio n = 10, a partir de
una distribucion de Poisson con parametro A = 2. Para cada muestra se calcula la
media-muestral, produciéndose asi 50 realizaciones de la estadistica X. Estos valores
se agrupan y se determinan sus frecuencias relativas. Se repite el proceso pero con
n = 40 como tamaito de la muestra en lugar 10. Se repite el proceso pero en lugar de
generar valores aleatorios a partir de una distribucion de Poisson, se generan a partir
de una distribucion uniforme sobre el intervalo (0,1). En la figura 7.2 se ilustra la
distribucion de frecuencia relativa para cada uno de los cuatro casos. Notese que
cuando n = 10, no existe un patron tipico en la distribucion de X. Sin embargo, cuan-
do n = 40 la distribucion de X definitivamente toma una forma de campana y de esta
forma se procede a-una distribuciéon normal, tanto para el modelo de Poisson como
para el uniforme.

0.15F B 0.15F u
R -

0.10} 0.10+ -
0.05}F al 0.05}+ _l

@) Poisson, n = 10 - "b) Uniforme = 10

-
0.20+ —1 0.20+ -
0.15}F _ 0.15
0.10 |- 0.10}
0.05 | 0.05
7c) Poisson, n = 40 d) Uniforme n =40

FIGURA 7.2 Distribuciones de frecuencia relativa de X cuando el muestreo se lleva a cabo
sobre una distribucion de Poisson o una uniforme paran = 10y n = 40
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Con base en este limitado estudio de simulacién, parece ser que para un valor
grande de n, la distribucion de X es aproximadamente normal. De hecho, no impor-
ta el tipo de-modelo de probabilidad a partir del cual se obtenga la muestra; mientras
la media y la :varianza existan, la distribuci6bn de muestreo de X se encontrara apro-
ximada' por’ N(, ‘a/ \/n) para valores grandes de n.

-~ \Lo anterior constituye uno de los mas importantes teoremas en inferencia esta-
distica, y se conoce como teorema central del limite.

Teorema 7.4 Sean X, X,, ..., X, n variables aleatorias IID con una distribucioén
de probabilidad no especificada y que tienen una media 1 y una varianza ¢ finita.
El promedio muestral X = (X; + X, + -+ + X,)/n tiene una distribucién con
media p y varianza ¢*/n que tiende hacia una distribucién normal conforme 7 tien--
de a ». En otras palabras, la variable aleatoria (X — w)/(o/\/n) tiene como limite
una distribucién normal estandar. (En un apéndice al final de este capitulo se pro-
porciona un esbozo de la demostracion dz2 este teorema.)

La esencia del teorema central del limite recae en el hecho de que para » grande,
la distribucion de (X — w)/(o/\/n) es, en forma aproximada, normal con media
cero y desviacion estandar uno sin importar cual sea el modelo de probabilidad a
partir del que se obtuvo la muestra. Debe notarse que si el modelo de probabilidad
de la poblacién es semejante a una distribucion normal (esto es, si es simétrico y existe
una concentracion relativamente alta alrededor del punto de simetria), la aproxima-
cion normal sera buena aun para pequeilas muestras. Por otro lado, si el modelo de
la poblacién tiene muy poco parecido a una distribucion normal (por ejemplo, existe
una alta asimetria), la aproximacién normal s6lo sera adecuada para valores rela-
tivamente grandes de n. En muchos casos, puede concluirse de forma segura, que
la aproximacioén serd buena mientras n > 30. Por lo tanto, la variable alea-
toria

_X-p

a/\/n
se emplea para formular inferencias acerca de = cuando se conoce el valor de la va-
rianza poblacional &2. La variable Z es N(0, 1) cuando el muestreo se lleva a cabo

sobre una poblacidn que tiene una distribucidon normal y es, en forma aproximada,
N(0, 1) para cualquier otro modelo cuando n es grande.

Z (7.12)

Ejemplo 7.6 Supobngase que el nimero de barriles de petroleo crudo que produce
un pozo diariamente es una variable aleatoria con una distribucion no especificada.
Si se observa la produccion en 64 dias, seleccionados en forma aleatoria, y si se sabe
que la desviacion estandar del nimero de barriles por dia es ¢ = 16, determinese la
probabilidad de que la media muestral se encuentre a no mas de cuatro barriles del
verdadero valor de la produccidn por dia.

Puesto que n es lo suficientemente grande, la distribucion de X es, en forma
aproximada, normal con media 1 y desviacion estandar o/\/n = 16/1/64 = 2 En
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forma equivalente, la distribucion de Z = (X — w)/2 es, aproxlmadamente,

N(0, 1). De acuerdo con lo anterior, la probabllldad deseada es:
aha

PR - pl <) = P(;L—4<X<p.+4) B
. N —P[(#—4-#)/2<Z<(#+4—#)/2] ‘
ST o p2<zey T |
— 0.9544,

7.5 La distribucion de muestreo de S2

Otra estadistica importante empleada para forrula- inferencias con respecto a las
varianzas de la poblacion es la varianza muestral denotada por S°. Recuérdese que
S? es una medida de la variabilidad e indica la dispersion o extension entre las obser-
vaciones. Dado que la dispersion es una consideracion tan importante como la ten-
dencia central, el significado de S° para formular inferencias de o es comparable
con el que tiene. X para formular inferencias con respecto a u.

En esta seccion se desarrollara la distribucion de muestreo de §* cuando éste se
lleva a cabo sobre una poblacion que tiene una distribucion normal. Para comenzar,
es necesario suponer que u es conocida y o no. Asi, §? se encuentra definida por

= > (X, — w/n, (7.13)

i=1

en donde X, X,, ..., X, constituye una muestra aleatoria de una distribucion nor-
mal con media u y varianza o’ desconocida. Para determinar una distribucion de
muestreo que permita hacer inferencias sobre o con base en S* definida por (7.13),
se enuncia y demuestra el siguiente teorema.

Teorema 7.5 Sean X,, X,, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion nor-
mal con media p y varianza ¢*. La distribucion de la variable aleatoria.

Y =D (X, - w/o’
i=1
es del tipo chi-cuadrada con n grados de libertad.

Demostracién: Dado que X, ~ N(u, a),i = 1,2, ...n, Z =X, - pfo
define n variables aleatorias normales estandar independientes, se tiene:

= 7}
i=1

'
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Del teorema 7.1,

0= miomi0 iy

a- 2't)"/2(1} _ 2,)'..'1/2‘ l a = 2077,

dado que el cuadrado de tina variable aleatoria normal estandar tiene una distribu-
cion chi-cuadrada con un grado de libertad (véase el ejemplo 5.14). De esta forma se
tiene oo

my() = (1 = 2™,

que es la funcion generadora de momentos de una distribucion chi-cuadrada con »
grados de libertad. De acuerdo con lo anterior, ¥ ~ X2.

Ejemplo 7.7 Considérese una medicion fisica proporcionada por un instrumento
de precision, en donde el interés recae en la variabilidad de la lectura. Supdngase
que, con base en la experiencia, la medicion es una variable aleatoria normalmente
distribuida con media 10 y desviacion estandar igual a 0.1 unidades. Si se toma una
muestra aleatoria procedente del proceso de manufactura de los instrumentos de ta-
maifio 25, ;cual es la probabilidad de que el valor de la varianza muestral sea mayor
de 0.014 unidades cuadradas?

Con base en el teorema 7.5, la probabilidad de que S > 0.014, cuando el
muestreo se lleva a cabo sobre N(10, 0.1) con n = 25 es igual a la de

P(Y > ns’/a?) = PLY > (25)(0.014)/0.01]
= P(Y > 39)
=1 - P(Y=<35)

en donde ¥ ~ X3;. De la tabla E del apéndice, el valor de P(Y < 35) es, aproxima-
damente, 0.9; de esta forma

(Y>35 ~0.1,

y la probabilidad de que el valor de la varianza muestral sea mayor de 0.014 unida-
des cuadradas, es alrededor de 0.1 para las condiciones dadas.

Desde un punto de vista practico, la varianza muestra tal como se encuentra defi-
nida por (7.13) tiene poco uso, ya que es muy raro que se conozca el valor de la media
poblacional u. De acuerdo con lo anterior, si se muestra una distribucion normal con
media px y varianza ¢, la varianza muestral se define por

=2 W ~XP (-1 (7.14)

i=1
En el capitulo ocho se vera por qué se emplea el divisor (n —1). El reemplazo de la
media desconocida u por la muestral X da origen a la presencia de otra estadistica en
la definicion de §°. De esta manera, para determinar la distribucion de muestreo de

P
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S 2, como se enlcuent'ra definida por (7.14), y con base en una muestra aleatoria pro-
veniente de una distribucion normal, debe tomarse en cuenta el promedio de la mues-
tra X. Como resultado se tiene que la distribucién de muestreo de (n — 1)S°/0”
es también una distribucién chi-cuadrada con n — 1 grados de libertad. A fin de
probar lo anterior, primero se demostrara un teorema muy atil que involucra la
suma de dos variables aleatorias independientes chi-cuadrada y entonces se escri-
be la expresion (7.14) en una forma equivalente, con objeto de aprovechar este teo-
rema. : :

Teorema 7.6 Si X, y X, son dos variables aleatorias independientes y cada una
tiene una distribucioén chi-cuadrada con v, y v, grados de libertad respectivamen-
te, entonces: ‘

S ¥Y=X + X,
tarbién tiene una distribuciodn chi-cuadrada con v, + v, grados de libertad.

Demostracion:  del teorema 7.1, la funcién generadora de momentos de Y es
my(t) = my,(£my(1) ‘
= (1 = 2071 = 20)™""
— (1 — 2t)-—{v1+v:)/2
que es la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria chi-cuadrada
con », + v, grados de libertad.

Ahora se deducira la distribucion de muestreo de (n — 1)S*/o?; de (7.14) se
tiene que

(n — NS> = il‘X" - X
pero )
i(Xi~7()2=i(X,»—u—Y+#)z
= i[(Xi -w - X -l

n

= 2 UX - - 2X, - WX - w + (X - w

i=1

=2 - W -2X - w2 X, - )+ X - )

i=1 i=1

=2 (X, — ' = 2X - wnX - p) + n(X — p’
i=1

= > (X, - w - nX - pi.
i=1
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De esta forma

(n = DS +n(X =) = 3 (X; - w.
i=t. o

Al dividir ambos miembros de la expresion anterior por la varianza poblacional ¢*
se tiene ‘ 4 , -
(n — 1)§? N nX — Il-)2 _ 2 X - I‘-)z

2 2 4
O'Z o [0

(n — 1S? (3‘( - ,L)z S X -
3 + o-/\/; = 7 . (7.15)

g

Del teorema 7.15, se desprende que I.,(X; — w)/o” tiene una distribu-
cién chi-cuadrada con n grados de libertad De manera similar, [(X — u)/a/\/n]’
también posee una distribucion chi-cuadrada con un grado de libertad, dado
que (X — p)/(a/\/n) es N(0, 1). Por lotanto, si se supone que (n — 1)S*/a? y
[(X — p)/o/\/n)’son variables aleatorias independientes, entonces, por el teorema
7.6, cuando se muestrea una poblacidn cuya distribucion es normal con media y va-
rianza desconocida, la distribucion de (n — 1)S°/0”, es chi-cuadrada con n — gra-
dos de libertad. Para demostrar la independencia se invita al lector a que consulte la
referencia 3]. La funcidon de densidad de probabilidad deY = (n — S /ot se
desprende de (5.58) y esta dada por:

g

1 ltn—11/21- 1 —y/2 >0
flyin — 1) = 4 Tln — D/2127 7> D=L e

0 para cualquier otro valor.

Noétese que, dado que ¥ ~ X2_,, E(Y) = n — 1 y Var(Y) = 2(n — 1).
Ademéds, yaque ¥ = (n — 1)§%/0”, §? = o?Y/(n — 1). Por lo tanto

o-‘)

" =g 7.17
(n—l)E(Y) o, (7.17)

E(S?) = E[0’Y/(n — D] =

o’ 20
s Var(Y) =
o= 1) ar(Y)

Var($?) = Varla’Y/(n — )] = (7.18)

n—1

7.6 La distribucion ¢ de Student

Se recordara de la seccion 7.5 que cuando se muestrea una distribucion normal con
desviacion estandar conocida o, la distribucion de Z = (X — p)/(a/\/n) es MO,

o RSB S i
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1). Desde un punto de vista practico, la necesidad de conocer o impide formular in-
- ferencias con respecto a & debido a que generalmente no se conoce el valor de la
desviacién estandar de la poblaciéon. Dada la:disponibilidad de una muestra aleato-
na el camino 16gico que se sigue en ‘éstecasoes, }eemplazar o con una estimacion s,
que es el valor de la desviacién estandar muestral S. Desafortunadamente, cuando lo
anterior se lleva a cabo, la distribucién de: (X .~ u)/(S/ \/ n) no es N(0, 1), aun
cuando la muestra provenga de una distribuci6n normal. Sin embargo, es posible de-
terminar la distribucion de muestreo exacta de (X — w)/(S/\/n) cuando se
muestrea N(u, o), con i y ¢ desconocidos. Para finalizar esta seccidn se exami-
naran los aspectos teodricos de lo que se conoce como la distribucion ¢ de Student.*

Supongase que se realiza un experimento en que se observan dos variables aleato-
rias X y Z; X tiene una distribucion chi-cuadrada con » grados de libertad y Z una
distribucién normal con media cero y desviacion estandar uno. Sea T otra variable
aleatoria que es funcion de X'y Z, de manera tal que

Z
VX/v
Es decir, T se define como el cociente entre una variable aleatoria normal estandar y
la raiz cuadrada de una variable aleatoria chi-cuadrada dividida por sus grados de li-
bertad. El conjunto de todos los posibles valores de la variable aleatoria T es el inter-

valo (—<, =) puesto que los valores de Z se encuentran en éste y los valores de X
son positivos. El valor

T =

7.19

2
Vx/v
recibe el nombre de valor de la variable aleatoria de ¢ de Student. Lo anterior lleva al
siguiente teorema.
Teorema 7.7 Sea Z una variable aleatoria normal estandar y X una variable aleato-
ria chi-cuadrada con v grados de libertad. Si Z y X son independientes, entonces la
variable aleatoria
VA

VX/v
tiene una distribucion ¢ de Student con v grados de libertad y una funcién de densi-
dad de probabilidad dada por

fy) = M [+ (/)02 —x<t<w, v>0. (7.20)

Vv T(v/2)

La deduccion de la funcion de densidad ¢ de Student aparece en un apéndice al final
de este capitulo.

T =

De (7.20) se observa que el parametro de la distribucion ¢ es », que, al igual que
para la distribucion chi-cuadrada, recibe el nombre de grados de libertad. Para cual-

* W. Gosset, desarrollo en 1908 la distribucion ¢, quien publicé su trabajo bajo el seudonimo de ““Student’’,
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quier v > 0, la distribucion ¢ es simétrica con respecto al origen y la funcién de
densidad tiene su valor maximo cuando ¢t = 0. De la figura 7.3 es evidente que la
forma de la funcion de densidad ¢ de Student es muy similar a la de la densidad nor-
mal estandar y con los extremos'de la distribucién ¢ menos pronunciados que los de
la distribuciébn normal. De hecho, conforme se tiene un niimero mayor de grados
de libertad, la distribucidn ¢ de Student tiende hacia la normal esténdar

Puede demostrarse que el valor esperado de T es

ET) =20 v>1, (7.21)
y la varianza esta dada por

Var(T) = v/(v = 2) v>2. (7.22)
En la tabla F del apéndice se encuentran los valores cuantiles ¢, _,, tales que:
PT<t_,,)= f _ . fle;vydr = 1 - q, O<sasl, (7.23)

para los distintos valores de v y de las proporciones acumulativas seleccionadas
Il - a Por ejemplo, si v = 15. :

P(T < t499,5) = P(T < 1.341) = 0.90,

P(T < ty9515) = P(T=< 1.753) = 0.95,

P(T < t99,5) = P(T<2.602) = 0.99.

Dado que la distribucion ¢ es simétrica con respecto al cero, para a > 0.5 los
valores cuantiles ¢, _,, seran negativos pero sus magnitudes seran las mismas que las

Densidad normal estandar

04}
o
=
& 03| I
g |
<
g 021+ ! Densidad ¢ de Student
Q ' ___
=1 wv=3)
g |
= 0.1 I
[
- !
0

FIGURA 7.3 Comparacion entre las densidades normal estandar y f de Student
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de los correspondnentes valores que se encuentran en el lado derecho. De esta forma,
para v = 15, , o

P(T<tyyus) = P(T< = ].341)?2%‘ 0. 1'0; - ;;'
P(T < ty45,5) = P(T< —1.753) = 0,05, *.
P(T < ty0,,5) = P(T'< —2.602) = 0.01.

AN

A fin de ilustrar la similitud que existe entre la distribucion ¢ de Student y la nor-
mal estandar para valores relativamente grandes de v, en la tabla 7.3 se encuentra
una comparacion entre los valores cuantiles ¢ y los correspondientes valores norma-
les estindar para valores crecientes de ». Para « = 0.1 0 0.05, la concordancia se en-
cuentra en aproximadamente 0.05 unidades, aun para valores tan bajos de » como
30. De hecho, muchos autores sugieren que, desde un punto de vista practico, es
muy poca la ganancia que se tiene al emplear la distribucion ¢ de Student cn (.gar de
la normal estandar cuando » = 30.

Recuérdese que para formular inferencias con respecto a & cuando el muestreo
se lleva a cabo sobre una distribucion normal con media y varianza desconocidas, se
necesita determinar la distribucion de (X — w)/(S/\/n). Cuando se muestrea una
distribucion N(u, o) se sabe, del teorema 7.3, que la distribucién de (X — w)/(a/\/n)

es N(0, 1). Para la misma condicién se sabe que, de (7.15) y del teorema 7.6, la
distribucion de (n — 1)S$°/0” es chi-cuadrada con n — 1 grados de libertad. Dado
que puede demostrarse que- X y S° son independientes, del teorema 7.7 se despren-
de que la distribucién de

X_

a/\n __ _X-u o
(n - NSYo? o/Vn VS

(n—-1

S/\/n’

es la t de Student con n — 1 grados de libertad.

(7.24)

TABLA 7.3 Comparacion entre los valores cuantiles de las distribuciones ¢ de Student y nor-
mal estandar .

a fi—a. fi—a 30 fi_a 20 w50 Sl

0.10 } 1.325 1.310 1.303 1.299 1.282
0.05 YOLTRS 1.697 1.684 1.676 1.645
0.01 2.528 2.457 2.423 2.403 2.326
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Ejemplo 7.8 El Departamento de Proteccion al Medio Ambiente asegura que, para
un automodvil compacto en particular, el consumo de gasolina en carretera es de un
galén por cada 45 millas. Una organizacion independiente de consumidores adquie-

. re uno de estos sutoméviles y lo somete a prueba con el propésito de verificar la cifra

proporcionada por el DPMA. El automévil recorri6 una distancia de 100 millas en
25 acasiones. En cada recorrido se anotd el nimero de galones necesarios para reali-
zar el viaje. Los 25 ensayos, el valor promedio y la desviacion éstandar, tuvieron un
valor de 43.5 y 2.5 millas por galon, respectivamente. Si se supone que el nimero de
millas que se recorre por galon es una variable aleatoria distribuida normalmente,
con base en esta prueba ;jexiste alguna razén para dudar de la varacidad del dato
proporcionado por el DONA?

Este problema ilustra algunas de las dificultades practicas que pueden encontrar-
se al ponerse en practica la nocion de muestra aleatoria. En forma ideal, se debieron
seleccionar 25 carros de la misma marca, modelo y configuracion de motor, ..c ma-
nera aleatoria, del mismo proceso de armado, de m~nera que fuese posible conside-
rar el consumo de combustible como una variable aleatoria. Sin embargo, en éste y
otros, lo anterior representa un costo prohibitivo. A pesar de lo anterior, debe deter-
minarse la veracidad de la informacién proporcionada por el DPMA con base en la
probabilidad. Esto es, si u fuese realmente igual a 45 millas por galén, ;Cual es la pro-
babilidad de que se observe un valor de X no mayor de 43.5 millas por galon, con base
eh una muestra de tamafio 25 y una estimacion de o igual a 2.5?

De (7.24) puede verse que

t_f—/.l._43.5—45

s/\/n 2.5/\/25
-3

es un valor de la distribucion ¢ de Student con 24 grados de libertad. De la tabla F del
apéndice se tiene que P(T = -—3) < 0.005. Es decir, si el valor verdadero de la me-
dia es 45, la probabilidad de observar un valor de 7 no mayor de — 3 unidades, es
menor de 0.005. En cualquier caso, se ha observado algo que tiene una posibilidad
de ocurrir menos de 5 en 1 000, o & tiene un valor real menor de 45. Para esta si-
tuacion es preferible elegir la segunda explicacion.

7.7 La distribucion de la diferencia entre dos medias muestrales

En muchas ocasiones surge la necesidad de comparar las medias de dos distribucio-
nes distintas. Por ejemplo, supdngase que se tiene interés en comparar los tiempos
de duracion promedio de las baterias para automovil ‘48 meses ** de las marcas
Mears and Sawbuck y J.C. Nickel. Las baterias vendidas por dos comerciantes, de ma-
nera factible, se producen por compaiiias distintas y se fabrican bajo diferentes espe-
cificaciones. Para cada una se supondra que existe una distribucion, diferente de la
otra, que toma en cuenta la duracién de las baterias.
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* Sea X una variable aleatoria que representa la duracion del acumulador Mears

. and Sawbuck, en forma que X ~ N(uy, o). De manera similar, sea Y la'correspon-

diente variable aleatoria para las baterias J.C. Nickel tal que ¥ ~ N(pzy, or) Notese

. que se supone que las varianzas de X y Y son iguales. Se selecciona una muestra alea-
toria de n, baterias de la marca Mears and Sawbuck y una muestra aleatoria de n,,

“de._la marca J.C. Nickel. Los acumuladorqs de las dos muestras se someten a la
“misma prueba de duracion en la que se controlan todos los factores externos identifi-
cados. Las diferencias observadas para los tiempos de duraciéon en ambas marcas se
deben so6lo a la variabilidad inherente del proceso de fabricacion respectivo. El inte-
rés recae en formular una inferencia con respecto a la diferencia py — iy entre las
dos medias desconocidas.

Un enfoque viable para este problema es formular la inferencia con base en la
diferencia que hay entre las dos medias muestrales X y Y. De acuerdo con lo ante-
rior, se necesita obtener la distribucion de X — Y cuando el muestreo se lleva a cabo
sobre dos poblaciones ncrmales independientes con varianzas iguales. Si se supone
que el valor de la varianza o se conoce del teorema 7.3, se sabe que la distribupic’)n
de X es normal con media wy y varianza ¢?/ny. La distribucién de Y también es

* normal pero con media iy y varianza o*/ny. Dado que X y Y son variables alea-
torias  independientes normalmente distribuidas, sia, = 1 y @2 = —1 en el teo-
rema 7.2, la distribucion de X — Y también es normal con media uxy — my y va-
rianza (o?/ny) + (¢?/ny) = a*(1/ny + 1/ny). Por lo tanto, si se conoce el valor de
o, la distribucion de

XV - ) (1.25)

es N(0, 1). La expresion (7.25) proporciona un camino adecuado por medio del cual
se puede formular una inferencia con respecto a la diferencia de las medias poblacio-
nales de dos distribuciones normales independientes con igual varianza.

En el desarrollo de (7.25) se supuso que el valor de o era conocido. Sin embar-
g0, es poco probable conocer el valor de ¢ para una situacion real. Asi pues, debe
obtenerse la distribucion de X — Y cuando el muestreo se lleve a cabo sobre dos
poblaciones normales independientes con varianzas iguales pero desconocidas. Para
cada una de las dos muestras aleatorias, pueden definirse las varianzas muestrales
S% y 53 dadas por (7.14). Dado que (ny — 1)S¥/o” y (n, — 1)S}/a’ sondos va-
riables independientes chi-cuadrada, con ny — 1y n, — 1 grados de libertad
respectivamente, por el teorema 7.6, la distribucion de

w = —21)5;2( L = 1Sy
a o

(7.26)

tambi¢n es chi-cuadrada con ny + n, — 2 grados de libertad. De la expresion
(7.19) se desprende el hecho de que el cociente de Z en (7.25) y la raiz cuadrada de w
divida entre sus erados de libertad tiene una distribucién ¢ de Student con ny + ny — 2
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grados de libertad. Esto es,

e ai-i o
X<7 - (uy- — +— Ry ‘
I‘ (ll-x p)l/o . ny= X-Y—(ux — py

Jlox = 0S4 + @~ DS/ fine = DS+ (- 1)52,_( 1, 1)

ny +ny —2 ny +ny -2 ny ny
0
T = X-Y —l(ux ; uy)’ (7.27)
S [—+—
Nny ny
en donde
82 = [(nx — DSk + (ny — DSY/(nx + ny — 2) (7.28)

que, en general, recibe el nombre de estimador combinado (nooled) de la varianza
comun g?. Notese de (7.28) que Sf, es el promedio, con factores de peso, de las dos
varianzas muestrales S% y S2, siendo los factorés de peso los grados de libertad. De
acuerdo con lo anterior, se puede formular una inferencia con respecto a la diferen-
cia entre uy y sy con base en (7.27), cuando el muestreo se lleva a cabo sobre dos
poblaciones cuyas distribuciones son anormales e independientes y en donde las va-
rianzas son iguales pero sus valores no se conocen.

En este momento es natural que el lector pregunte qué pasa si no es posible supo-
ner que la varianza de las dos distribuciones sea la misma. Si las varianzas o% y o
no son iguales, pero se conocen sus valores, el problema es sencillo. La distribucion de

X~ Y - (ux -
- (px - thy) (1.29)

[ox | ox

ny ny
aan es N(0, 1), por las mismas razones que llevaron a la expresion (7.25). Por otro
lado, si se desconocen los valores de las varianzas y ademas éstos no son iguales, el
problema es mucho mas complicado y por esta razon no debe emplearse la expresion
(7.27). En esencia, una situacion como la anterior constituye lo que se conoce como
el problema de Fisher-Behrens, el cual se encuentra mas alla del alcance de este libro.

Existen algunas aproximaciones a este problema, una de la cuales puede encontrarse
en [1].

Z =

7.8 La distribucion F

De la seccion 7.5, recuérdese que las inferencias con respecto a ¢° cuando se
muestrea una distribucion normal, se formulan con base en la estadistica (n ~ 1)S?
/a”*, la que tiene una distribucién chi-cuadrada con z — 1 grados de libertad. En esta
seccion se desarrollara la estadistica apropiada para emplearse en la formulacién de

2
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inferencias con respecto a las varianzas de dos distribuciones normales independien-
tes con base enlas muestras aleatorias de cada una. Por Gltimo, se analizara la teoria
de una distribucion muy ftil, la cual se conoce como distribucién F. .

Supobngase un experimento en que se observan dos variables aleatorias mdepen-
dientes X'y Y, cada una con una distribucién chi-cuadrada con v, y », grados de li-
bertad respectivamente. Sea F una variable alwtona que es funcioén de X'y Y, de ma-
nera tal que ' N

_ X/

/v, (7.30)

Esto es, la variable aleatorié F es el cociente de dos variables aleatorias chi-cuadra-
da, cada una dividida por sus grados de libertad. Lo anterior lleva al siguiente teorema.

Teorema 7.8 Sean X y Y dos variables aleatorias independientes chi-cuadrada
cen v, y v, grados de libertad, respectivamente. La variable aleatoria

_ X/
- Y/v,

tiene una distribucion. F con una funcién de densidad de probabilidad dada por

Ll + v)/207" w3
g(fiv, m)* = I(v,/2)T(v2/2)

0 ) para cualquier otro valor

(v —2)/2 — (v +v2)/2
f (VZ + Vlf) f>0! (7.3')

(La deduccion de la funcion de densidad de probabilidad de F es similar a la de la ¢
de Student y se deja como ejercicio para el lector.)

La distribucibn F se caracteriza completamente por los grados de libertad », y #,.
Puede demostrarse que el valor esperado es

E(F)=v/(nn -2 »n>2, (7.32)
y la varianza esta dada por
Vi, + 2w, — 4)

vartk) = vi(v, — 2, - 4)

v, > 4. (7.33)

La distribucién F tiene asimetria positiva para cualesquiera valores de v, y v, pero
ésta va disminuyendo conforme v, y v, toman valores cada vez mas grandes.
En la tabla G del apéndice, se encuentran los valores cuantiles f|_...,..., tales que

fl av|.v2
P(F < fi—amm) = fo glfiviomdf =1-a,  O0<as<l (734

A

* Se emplea g para denotar la funcién de densidad y de esta forma evitar cualquier confusion con res-
pecto al argumento f.

E-_ X S
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para las proporciones acumulativas seleccionadas 1 ..~ a y distintas combinaciones
de los grados de libertad del numerador v,y del denommador vz del cociente
. 30) Por ejemplo, si» u, 5 y vy = 10 entonces Dot
: Y l \ o »
P(F<f09osm) = P(F< 2 52) =
' P(F\foss.s.lo) = P(F < 3.33) = 0.95,

P(F < fyg510) = P(F <5.64) = 0.99.

!

Notese que en la tabla G se encuentran los valores cuantiles f_,.,,.,. (inicamente para
a < 0.5. Si se desean los cuantiles del lado izquierdo (es decir, para & > 0.5) és-
tos pueden encontrarse mediante el siguiente procedimiento: si la variable aleatoria F tie-
ne una distribucion F con v, y v, grados de libertad, entonces la variable F' = 1/F
también tiene una distribucion F pero con v, y v, grados de libertad. Puede verse
que lo anterior es cierto, a ;cart’r de (7.30),

F = Xiv - Xjw . (7.35)
Y/vs

Si se desean los valores cuantiles f,_, ,, .. para a > 0.5,

P(stl—a.u|.vg)=P(l> ] )_—_ l - a,

F \fl—a.mm:
o
P(l = ! ) = a (7.36)
F .fl—a.w.u: ) '

Pero I/F = F' ~ F se encuentra distribuida con v, y v, grados de libertad.
Entonces el «-ésimo valor cuantil de F’ es tal que

P(F’ Sf:x.vz.w) = . . (7'37)

Dado que (7.36) y (7.37) son idénticas, se sigue que

fﬂ v l/ﬁ e S 78 IS Td
y
C ficanan = Vs, for o > 0.5. (7.38)
Como ejemplo, sea v, = 8§ y v, = 2. Entonces

PE < foosann) = PF < 1/fiosng) = P(F<1/3.28)

i

P(F =< 0.305) = 0.05,

It

PUE = foonn) = PIF < 1/f{gi2s) = P(F<1/567) = P(F <0.176) = 0.01.
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Regresando al problema de desarrollar una estadistica apropiada para usarse en.
la formulacién de inferencias con respecto a las varianzas de dos dxstnbucnones nor-
males independientes, sea X,, X, .. ., X, una muestra aleatoria de vanables aleato-‘
rlas independientes y normalmente’ dxstrlbuldas cada una con media kxy. vananza_

" oy. Tambiénsea Y,, Y», ..., ¥,, un conjunto de ny variables aleatonas mdepen-,

dientes normalmente distribuidas, cada una con media py y varianza oy 81 se supo-’
ne'que las X' y las Y son mdependlentes, las estadisticas

(”x - l)sx/o'x

(ny — 1)Sy/o%y

son dos variables aleatorias chi-cuadrada independientes con n, — 1y ny, — 1 gra-
dos de libertad, respectivamente. Entonces, por ¢l teorema 7.8, se desprende que la

variable aleatoria
_ 2
(ny zl)sx/(”x Sy
Ox _ Sx/ox

_ 2 - SZ/ 2
(ny 2l)s,/(ny_ D v/
Oy

tiene una distribucion Fcon ny — |y n, — 1 grados de libertad.

Una aplicacion de (7.39) es inmediata si se recuerda el problema general de la sec-
cion 7.7. Esto es, el formular una inferencia con respecto a la diferencia entre dos
medias poblacionales ya sea cuando se conocen las varianzas de las poblaciones o
cuando se supone que se conoce, al menos, el cociente de éstas. Una forma factible
de verificar la validez de esta suposicion es mediante el empleo de (7.39). Si la supo-
sicibn de que oy = o es correcta, la estadistica F dada por (7.39), se reduce a

(7.39)

F = S3/S%. (7.40)

Cuando se obtienen los valores de S% y S a partir de las muestras y se calcula el
cociente (7.40), puede concluirse que la hip6tesis de varianza iguales es falsa si el valor
de este cociente es, de manera suficiente, distinto de 1. En otras palabras, si las dos
varianzas son iguales, la probabilidad de observar un valor de F distinto, de manera
suficiente, es pequeiia.

Para finalizar, debe notarse que en esta seccion, asi como en las secciones 7.5 y
7.7, se desarrollo el material que se presentd bajo la hipotesis de realizar un
muestreo aleatorio sobre poblaciones que tienen una distribucion normal. En la rea-
lidad, la hipotesis de normalidad puede o no ser justificable. Sin embargo, desde un
punto de vista practico, el lector debe darse cuenta que la diferencia entre la distribu-
cion normal y el modelo de probabilidad de la poblacion de interés es inversamente
proporc10nal a las técnicas delineadas para formular inferencias. La afirmacion an-
terior es particularmente cierta cuando se formulan inferencias con respecto a las va-
rianzas cuando se emplean la distribucién chi-cuadrada o la F.
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Ejercicios

7.1.

7.2

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Una firma de mercadotecnia envia un cuestionario a 1 000 residentes de cierto suburbio
de una ciudad para determinar sus preferencias como compradores. De los 1 000 resi-
dentes, 80 responden el cuestionario. ;Lo anterior constituye una muestra aleatoria?
Discutir los méritos de este procedimiento para obtener una muestra aleatoria.

En una planta de armado automotriz se seleccionaran 50 de los primeros 1 000 automo-
viles de un nuevo modelo para ser inspeccionados por el departamento de control de ca-
lidad. El gerente de la planta decide inspeccionar un automévil cada vez que terminan
de armarse 20. ;Este proceso dara como resultado una muestra aleatoria? Comente.

Si X|, X,, ..., X_constituye una muestra aleatoria, obtener las funciones de verosimili-
tud de las siguientes distribuciones:

a) ‘De Poisson, con parametro \;

b) Hipergeométrica, con parametro p;
¢) Uniforme en el intervalo (a, b);.

d} N(u,0).

Repetir el ejercicio 7.3 para las siguientes distribuciones:

a) Gama con parametroa y 6,
b) Weibull con parametro « y 6.

Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacidon cuya distribuciéon es
normal con media p y varianza ¢* desconocidas. De las siguientes, ¢cudles son esta-
disticas?

a) X, — pn d) X1+ X% — exp(X;)

b) oX, + oX, e Xi/o,i=1,2,..,n

o X,i=12...n f) X —- X)

Sean X, X, .... X, n variables aleatorias independientes de Poisson con parametros
A1, A5, ..., A,, respectivamente. Mediante el empleo de la funcion generadora de mo-

mentos, demostrar que la suma de estas variables también es una variable aleatoria de
Poisson con parametros A; + A, + -+ + A,.

Sean X, y X, dos variables aleatorias independientes de Poisson con parametros A, y
A,, respectivamente. Demostrar que la diferencia entre X, y X, no es una variable alea-
toria de Poisson.

Sean X, y X, dos variables aleatorias independientes binomial con parametros n, y p, y
n:y p, respectivamente. Demostrar que la suma de X, y X, es una variable aleatoria bi-
nomial con parametros n, + n, y p.
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Sean X,'y X, dos variables aleatorias independientes distribuidas exponencialmente con

. el mismo parametro.9. Demostrar que la suma de X; y X, es una variable aleatoria gama

7.10.

7.11.

con parametro de forma 2 y parametro de escala 6.

Para un determinado nivel de ingresos, el Departamento de Hacienda sabe que las canti-
dades declaradas por concepto de deducciones médicas (X;), contribuciones caritativas
(X;) y gastos varios (X 1), son variables aleatorias independientes normalmente distribui-
das con medias $400, $800 y $100 y desviaciones estandar $100, $250 y $40, respectiva-
mente.

a) ;Cual es la probabilidad de que la cantidad total declarada por concepto de estas tres
deducciones, no sea mayor de $1 600?

b) Si una persona con este nivel de ingresos declara por concepto de estas deducciones
un total de $2 100, ;queé tan probable es tener una cantidad igual o mayor a este
monto bajo las condiciones dadas?

Una tienda de articulos eléctricos para el hogar vende tres diferentes marcas de refrige-
radores. Sean X, X,y X; variables aleatorias las cuales representan el volumen de ventas
mensual para cada una de las tres marcas de refrigeradores. Si X,, X, y X; son variables

. aleatorias independientes normalmente distribuidas con medias $8 000, $15 010 y

7.12

$12 000, y desviaciones estandar $2 000, $5 000 y $3 000, respectivamente, obtener la
probabilidad de que, para un mes en particular, el volumen de venta total para los tres
refrigeradores sea mayor de $50 000.

En una tienda de servicio el tiempo total del sistema consta de dos componentes (el lap-
so de tiempo que debe esperarse para que el servicio dé comienzo (X,) y el lapso de tiem-
po que éste dura (X. )) Si X, y X, son variables aleatorias independientes exponencial-

- mente distribuidas con un tlempo medlo de 4 minutos cada una, ;cual es la probabilidad

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

de que el tiempo total que tarda el sistema en proporcionar el servicio no sea mayor de
15 minutos? (Sugerencia: consulte el ejercicio 7.9.)

Sea X,, X2, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién que tiene una distribucién
gama con parametros « y #. Mediante el uso de la funcion generadora de momentos,
demostrar que la distribucién de la media muestral X también es de tipo gama, con pa-
rametros de escala y de forma igualesa na 'y 8/n respectivamente.

Mediante el empleo de los resultados de la seccion 5.9, generar niimeros aleatorios para
las distribuciones binomial y exponencial y usarlos para demostrar el teorema central del
limite. De manera especifica, para n = 10y n = 40, generar 50 muestras de una distri-
bucion binomial con p = 0.4. Repetir el procedimiento anterior generando 50 muestras
de una distribucion exponencial con parametro ¢ = 100. ;Se ha demostrado el teorema
central del limite en un grado razonable?

Para cierta prueba de aptitud se sabe con base en la experiencia que el namero de acier-
tos es 1 000 con una desviacion estandar de 125. Si se aplica la prueba a 100 personas se-
leccionadas al azar, aproximar las siguientes probabilidades que involucran a la media
muestral X.

a) P985 < X < 1015) ¢ P(X > 1020)
b) P(960 <X < 1040)  d) P(X <975)

Un contratlsta piensa comprar una gran cantidad de lamparas de alta intensidad a cierto
fabricante. Este asegura al contratista que la duracion promedio de las lamparas €s de
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-1 000 horas con una desviacion estandar igual a 80 horas. El contratista decide comprar

7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.
7.24.

7.25.

las lamparas s6lo si una muestra aleatoria de 64 de éstas da como resultado una vida
promedio de por lo menos 1 000 horas.-;Cual es la probabilidad de que el contratista

'adqulera las lamparas?

Un mspector federal de pesos y medldas visita una planta de empacado para venﬁcar

. que el peso neto de las cajas sea el indicado en éstas. El gerente de la planta asegura al

inspector que el peso promedio de cada caja es de 750 gr con una desviacion estandar
de 5 gr. El inspector selecciona, al azar, 100 cajas y encuentra que el peso promedio
es de 748 gr. Bajo estas condiciones, ;qué tan probable es tener un peso de 748 o me-
nos? ;Qué actitud debe tomar el inspector?

En la fabricacibn de cojinetes para motores, se sabe que el diametro promedio es de 5
cm con una desviacion estandar igual a 0.005 cm. El proceso es vigilado en forma peri6-
dica mediante la seleccion aleatoria de 64 cojinetes, midiendo sus correspondientes
diametros. El proceso no se detiene mientras la probabilidad de que la media muestral se
encuentre entre dos limites especificados sea de 0.95. Determinar el valor de estos limites.

En la produccidn de cierto material para soldar se sabe que la desviacion estandar de la
tension de ruptura de este material es de 25 libras. ;Cual debe ser la tension de ruptura
promedio del proceso si, con base en una muestra aleatoria de 50 especimenes, la proba-
bilidad de que la media muestral tenga un valor mayor de 250 libras es de 0.95?7

Genere 50 muestras, cada una de tamaifio 25 a partir de una distribucion normal con me-
dia 60 y desviacion estandar 10. Calcule la varianza de cada muestra mediante el empleo
de (7.14).

a) Obtener la media y la varianza de S*> mediante el empleo de los 50 valores calculados.
¢{COmo son estos valores al compararlos con los proporcionados por las expresiones
(7.17) y (7.18)?

b) Agrupar los 50 valores calculados de S? y graficar las frecuencias relativas. Comentese
sobre los resultados.

Repetir el ejercicio 7.20 pero generando los valores aleatorios a partir de una distribu-
cién exponencial con parametro de escala ¢ = 30. Haga un comentario sobre sus resul-
tados.

Para un gerente de planta es muy importante controlar la variacion en el espesor de un
material plastico. Se sabe que la distribucion del espesor del material es normal con una
desviacion estandar de 0.01 cm. Una muestra aleatoria de 25 piezas de este material da
como resultado una desviacion estandar muestral de 0.015 cm. Si la varianza de la
poblacion es (0.01)° ¢cm”, ¢cual es la probabilidad de que la varianza muestral sea igual
o mayor que (0.015)° ¢m™?Por lo tanto, ;qué puede usted concluir con respecto a la va-
riacion de este proceso?

Si se obtiene una muestra aleatoria de # = 16 de una distribucion normal con media y
varianza desconocidas, obtener P(§°/o" < 2.041).

Si se obtiene una muestra aleatoria de tamafno » = 21de una distribuciéon normal con
media y varianza desconocidas, obtener P(S°/o” < 1.421).

Un fabricante de cigarrillos asegura que el contenido promedio de nicotina, en una de
sus marcas, es de 0.6 mg por cigarrillo. Una organizacion independiente mide el conteni-
do de nicotina de 16 cigarrillos de esta marca y encuentra que el promedio y la desvia-

24
LS



¥ 7.29.

7.26.

“promedio fueron de $1 800 y $200, respectiv

7.27.

7.28.

7.30.

- . cion estandar muestral es de 0.75 y 0.175 mg, respectivamente, de nicotina. Si se supone
. que la cantidad de nicotina en estos cigarrillos es una variable aleatoria normal, ;qué

tan probable es el resultado muestral dado €} dato proporcionado por el fabricante? .

Durante los 12 meses pasados el volumen diario de ventas de un restaurante fue de
$2 000. El gerente piensa que los proximos 25 dias seran tipicos con respecto al volumen
de ventas normal. Al finalizar los 25 dias, el yolumen de ventas y su desviacion estandar

§nente. Supoéngase que el volumen de ven-
tas diario es una variables aleatoria normal. Si usted fuese el gerente, ;tendria alguna ra-
zon para creer, con base en este resultado, que hubo una disminucién en el volumen de
ventas promedio diario?

El gerente de una refineria piensa modificar el proceso para producir gasolina a partir
de petroleo crudo. El gerente hara la modificacion sélo si la gasolina promedio que se
obtiene por este nuevo proceso (expresada como un porcentaje del crudo) aumenta su
valor con respecto al proceso en uso. Con base en un experimento de laboratorio y me-
diante el empleo de dos muestras aleatorias de *am~#o 12, una para cada proceso, la
cantidad de gasolina promedio del proceso en uso es de 24.6 con una desviacidn estan-
dar de 2.3, y para el proceso propuesto fue de 28.2 con una desviacion estandar de 2.7.
El gerente piensa que los resultados proporcionados por los dos procesos son variables
aleatorias independientes normalmente distribuidas con varianzas iguales. Con base en
esta evidencia, ;debe adoptarse el nuevo proceso?

Una organizacion independiente esta interesada en probar la distancia de frenado a una
velocidad de 50 mph para dos marcas distintas de automoviles. Para la primera marca
se seleccionaron.nueve automéviles y se probaron en un medio controlado. La media
muestral y la desviacion estandar fueron de 145 pies y 8 pies, respectivamente. Para la se-
gunda marca se seleccionaron 12 automoviles y la distancia promedio resultd ser de 132 pies
y una desviacion estandar de 10 pies. Con base en esta evidencia, ;existe alguna razon para
creer que la distancia de frenado para ambas marcas, es la misma? Supdngase que las
distancias de frenado son variables aleatorias independientes normalmente distribuidas
con varianzas iguales.

La variacion en el nimero de unidades diarias de cierto producto, el cual manejan
dos operadores A y B, debe ser la misma. Con base en muestras de tamafo n, = 16
dias y np = 21 dias, el valor calculado de las desviaciones estandar muestrales es de
sa, = 8.2 unidades y sz = 5.8 unidades. Si el namero de éstas, manejadas por los dos
operadores, por dia, son dos variables aleatorias independientes que se encuentran
aproximadas, en forma adecuada, por distribuciones normales, ;existe alguna ra-
zOn para creer que las varianzas son iguales?

Con base en la informacién proporcionada en el ejercicio 7.27, ;existe alguna razon
para creer que las varianzas de los dos procesos son iguales?

APENDICE

Demostracion del teorema central del limite

El propééito de este apéndice no es el presentar una demostracion general y elegante
desde el punto de vista matematico, sino mas bien proporcionar un esbozo de la de-
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mostraciéon del teorema central del limite. Se quiere demostrar que la funcioén gene-
radora de momentosde (X — p)/ (o/\/n) tiende ala de una dlstnbucxon normal
estandar conforme n tiende al infinito. Sean :

Z; =X, - M.)./O"“ ' t= 1,2, ..., n,

y
X -
a'/\/_
Dado que
: 1 | S X -
Z(U/\/n)=;- py Z,E.(X W= a/\/;(”x-"")za/\/’;"
entonces

Como resultado se tiene que la funcion generadora de momentos de Y es igual a la
funcnon generadora de momentos de (1/ \/n) 2" Z;.Del teorema 7.1,

my() = [my, (t/\/m))"
= {Elexp(tZ;/\/m)}",

dado que las Z; son variables aleatorias independientes.
Al expander (tZ;/\/n) en una serie de Taylor:

_ 3
exp(tZ;/\/n) = -Z + —Zz i J/ZZ3

\/ 2n

Si se toman los valores esperados y se recuerda que E(Z;) = 0y Var(Z) = 1,i =
1, 2, ..., n, se tiene
2 3

Elexp(tZ;/\/m)] = 1 tom b EZ)

De acuerdo con lo anterior

I I "
My(l) = I: I + '2—,—1 + WE(Z?) + :I

1 I "
= {l + ;l:; + 3’\/nE(Z ) + :l}

_ (l . l—l)n
n
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en donde

2 3

t t

=—+
772 31\/n

EZ) + .
Ahora

Hm m,(f) = lim(l + E) ,
n

n—x n—x

lim(l + E) = ¢é".
n—x n

Lo anterior da como resultado una situacién idéntica a la que se tiene en la de-
mostracion del teorema 5.1. Esto es, conforme n—x, todos los términos en u, ex-
cepto el primero, tienden hacia cero debido a que todos tienen potencias positivas de
n en sus denominadores. Por lo tarto, puede deducirse que

pero por definicion

lim my(1) = exp(£?/2),

n—x

o la distribucion limitede Y = (X — w)/(a/V. ;) es la normal estandar para valo-
res grandes de n.

APENDICE
Deduccion de la funcion de densidad de probabilidad ¢ de Student

Sea T una variable aleatoria definida por (7.19). Considere la densidad de probabili-
dad de T cuando X se mantiene fija en un valor x. Dado que

1
fA2) = —=exp(—2%/2),

\V2r
la densidad de prbbabilidad condicional de
T = Z/(x/v)"?
se obtiene al considerar la relacion inversa
Z =(x/v)'*T
y al sustituir en f,(z). en donde el jacobiano de la transformacion es

dz _ 12
o (x/v)'~.
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De esta forma
fitlx) = (_{/:V__)'/zexp(—xtz/Zv), —oc\<\t <w, x>0.
w
»De (6.19) se sabé que la densidad conjunta de Ty X es
fit, x) = flthfc (o). |
Dado que X ~ X2,

1

fx(x) = m"/'z—)

X" exp(-x/2), x>0.

De esta forma

flt,x) = —_:1—.— v-1/2 xp(—f B \’t‘)
’ \/277V 2"’T(v/2) 2

(r—1fy2

=X exp(— ¢ x/2),

en donde ¢, = 1/[\2mv 2’ Tw/] ¥y ¢; = [1 + (£%/v)]. Integrando f(r, x) con
respecto a x, se obtiene la funcion de densidad de probabilidad de la distribucion ¢ de
Student. De acuerdo con lo anterior

fr() = ¢ L x¥ Y 2exp(— ¢,x/2)dx

a L (2y/cy)¥ " %exp(—y)2/c,)dy, en donde y = c,x/2ydx = (2/c,)dy

x

C.(2/cz)‘”*”“f ¥~ "exp(—y)dy

0

I

= ¢2/e))* VATw + 1)/2)

1 2(u+ 1)/2
V2m 2°Tw)2) 1L+ @) 72

_ T + /2
\/; C'w/2)

Cl(v + 1)/2]

-+ 1/2
I+ (£%/v) , —x <t < >,



CAPITULO OCHO T

T I

\Estlmacfléﬁ puntual
y por 1ntervalo

8.1 Introduccién

En el capitulo anterior se menciono, en forma breve, que las estadisticas se emplean
para estimar los valores de parametros desconocidos o funciones de éstos. En este
capitulo se examinara con detalle el concepto de estimacién de parémetros mediante
la especificacién de las propiedades deseables de los estimadores (estadisticas) y el
desarrollo de técnicas apropiadas para implementar el proceso de estimacion. Se uti-
lizara el punto de vista de la teoria del muestreo, que considera a un parametro como
una cantidad fija pero desconocida.

La estimacion de un parametro involucra el uso de los datos muestrales en con-
juncion con alguna estadistica. Existen dos formas de llevar a cabo lo anterior: la es-
timacion puntual y la estimacién por intervalo. En la primera se busca un estimador
que, con base en los datos muestrales, dé origen a una estimacion univaluada del va-
lor del parametro y que recibe el nombre de estimado puntual. Para la segunda, se
determina un intervalo en el que, en forma probable, se encuentra el valor del para-
metro. Este intervalo recibe el nombre de intervalo de confianza estimado.

Al igual que en los capitulos anteriores, la funcién de densidad de probabilidad
en la distribucion de la poblacion de interés se denotara por f{x; 8), donde la funcién
depende de un parametro arbitrario 6, el cual puede tomar cualquier valor que se
encuentre en cierto dominio.* De esta forma, el principal objetivo de este capitulo es
presentar los criterios convenientes para la determinacion de los estimadores de 6.

8.2 Propiedades deseables de los estimadores puntuales

Con el proposito de mostrar la necesidad de estimar parametros, considérese la si-
guiente situacion. Cuando se obtiene una muestra aleatoria de cierta caracteristica X

0

* El dominio de un parametro recibe el nombre de espacio parametral.
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de la distribucion de 1a poblacion, y a pesar de que pueda identificarse la forma fun-
cional de la densidad de ésta, es poco probable que la caracteristica pueda especifi-
carse de manera completa mediante los valores de todos los parAmetros. En esencia,
se conoce la familia de distribuciones a partir de la cual se obtiene la muestra, pero
no puede identificarse el miembro de interés de ésta, ya que no se conoce ¢l valor del
parametro. Este altimo tiene que estimarse con base en los datos de la muestra. Por
ejemplo, supongase que la distribucién del tiempo de servicio en una tienda es expo-
nencial con parametro desconocido 8. Se observan 25 lapsos aleatorios y la media
muestral calculada es igual a 3.5 minutos. Dado que para la distribucif exponencial
E(X) = 8, un estimado puntual de & es 3.5. Por lo tanto, de manera aparente, el
muestreo se llevo a cabo sobre una distribucion exponencial cuya media estimada es
de 3.5 minutos.

Es posible definir muchas estadisticas para estimar un parametro desconocido 8.
Por ejemplo, para el caso anterior pudo elegirse la mediana muestral para estimar el
valo: de ia media. Entonces, ;cOmo seleccionar un buen estimador de 8? ;Cuales
son los criterios para juzgar cuando un estimador de 6 es ‘‘bueno” o ‘““malo’’? De
manera intuitiva, ;qué es un buen estimador? Si se piensa en términos de ‘‘estima-
dores humanos’’ como los que se encuentran en las compafiias grandes de construc-
cion, entonces quiza un buen estimador sea aquella persona cuyas estimaciones
siempre se encuentran muy cercanas a la realidad. Como ejemplo adicional, suponga
que un grupo de personas se encuentra al tanto del volumen de ventas y adquisi-
ciones de tres comerciantes (A, B y C) quienes compiten en el mismo mercado.
Como el inventario es siempre un aspecto importante en los negocios, cada uno de
estos comerciantes predice la demanda mensual de sus productos y, con base en ésta,
realizan las adquisiciones necesarias. Supéngase que se determina la diferencia entre
las demandas real y la esperada para varios meses y con base en éstas se obtienen las
distribuciones de frecuencia que se muestran en la figura 8.1.

Frecuencia relativa

\
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. Laintuicidn sugiere que el comerciante C es el que hace mejor su trabajo no sblo
porque la distribucion de la diferencia entre las demandas real y esperada se con-
centra alrededor del valor perfecto de cero sino también porque la variabilidad de la
diferencia es, en forma relativa, pequefia. Para el comerciante A; aun a pesar de que
la distribucion también se encuentra centrada alrededor del origen, existe una mayor
variabilidad en las diferencias. La distribuciébn para el comerciante B se concentra
alrededor de un valor negativo, lo cual sugiere que B sobreestima la mayor parte del
tiempo la demanda mensual.

Si se acepta la premisa de que el objetivo de la estimacion de parametros no es
igual al de los estimadores o predictores humanos, entonces, de los ejemplos ante-
riores, surgen dos propiedades deseables: el estimador de un parametro 6 debe tener
una distribucion de muestreo concentrada alrededor de 6 y la varianza del estima-

dor debe ser la menor posible:
Para ampliar las propiedades anteriores, considérese lo siguiente. Sea X, X3, ..., X,

una muestra aleatoria de tamafio n proveniente de una distribu.ior. con funcién
de densidad f(x; §),ysea T = u(X,, X, ., X,) cualquier estadistica. El proble-
ma es encontrar una funcion ¥ que sea la que proporcione la ‘“‘mejor’’ estimacion de
9. Al buscar el mejor estimador de @ se hara uso de una cantidad muy importante
que recibe el nombre de error cuadratico medio de un estimador.

Definicion 8.1 Sea T cualquier estimador de un parametro desconocido 6. Se defi-
ne el error cuadratico medio de T como el valor esperado del cuadrado de la dife-
rencia entre Ty .

Para cualquier estadistica T, se denotara el error cuadratico medio por ECM(T);

de esta forma
ECM(T) = E(T - 0~ 8.1
Puede verse la razon del por qué el error cuadratico medio es una cantidad im-

portante para enjuiciar a los posibles estimadores de # mediante el desarrollo de
(8.1); este es,
ECM(T) = E(T* - 20T + ¢°)
E(T?) — 26E(T) + 6°
Var(T) + [E(T)P - 26 AT) + 6°

Var(T) + [0 — E(T)). (8.2)

Il

El error cuadratico medio de cualquier estimador es la suma de dos cantidades no
negativas: una es la varianza del estimador y la otra es el cuadrado del sesgo del esti-
mador. El lector encontrara que estas dos cantidades se encuentran relacionadas en
forma directa con las propiedades deseables de un estimador. De manera especifica, la
varianza de un estimador debe ser lo mas pequefia posible mientras que la distribu-
cion de muestreo debe concentrarse alrededor del valor del parametro. Por lo tanto,
el problema visto de manera superficial parece bastante sencillo; esto es, selecciona.r,
como el mejor estimador de 6, la estadistica que tenga el error cuadratico medio
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mas pequeflo posible de entre todos los estimadores factibles de 8. Sin embargo, en
realidad el problema es mucho mas complicado. Aun si fuese practico determinar
los errores cuadraticos medios de un niimero grande de estimadores, para la mayor
parte de las densidades f{x; 6) no existe ningan estimador que minimice el error
cuadratico medio para todos los posibles valores de 6. Es decir, un estimador puede
tener. un error cuadratico medio minimo para algunos valores de @; mientras que
otro estimador tendr4.la misma propiedad, pero para otros valorw de 0

Ejemplo 8.1 Sea X, X, .. X una muestra aleatoria de alguna dlstnbuc16ntal
que E(X;) = pyVar(X)) = o, i = 1, 2, ..., n. Considere las estadisticas

T|=7

I, = ZX.;/(” +1)

como posibles estimadores de u. Obtener los errores cuadraticos medios de 7,y 7, y
demostrar que ECM(T,) < ECM(T,) para algunos valores de x mientras que la pro-
posicion inversa es cierta para otros valores de p.

El sesgo de T, es cero, dado que E(T,) = E(X) = u; de esta forma se tiene
ECM(T,) = Var(T,) = o*/n.
Para T,,

E(T) =@ + 1)—'15(2 X,-)

=+ D' EX)
i=1
‘ = nu/(n + 1).
De manera similar,

Var(Tz)

Var[(n + 1)*'2,\1]

i=|

il

(n + 172D Var(X))
i=1

= na’/(n + 1)
De esta forma se tiene

_ na’ o nu 2
ECM(T2) = n+ 17 M [# (n + l)]

_na’t + 7
(n + 1)?°
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Sin=10ydc = 100 entonces : s e R
T ECM(T,) = 10, BRaEENl

RN Lo ECM(T,) = (1000 + u )/121
?/lﬂ&mlardas dos expresiones anteriores y resolver para u, se tiene que para s <
2

10, ECM(T,) < ECM(T, ); perosi p > >.4/210, entonces ECM(T,) < ECM(Ty).

Es por esta razon que se deben examinar criterios adicionales para la seleccién de
los estimadores de .6, aun a pesar de que el error cuadratico medio sea el concepto
mas importante. De manera especifica se estudiaran los estimadores insesgados,
consistentes, insesgado de varianza minima y eficientes. Entonces, con base en lo an-
terior, se presentara un concepto importante en la estimaciéon puntual que se conoce
como estadisticas suficientes. A lo largo de toda la discusién se supodra la existencia
de un solo parametro desconocido. Sin embargo, debe notarse que bajo condiciones
mas generales estos conceptos pueden extenderse para incluir un nimero mayor de
parametros desconocidos.

8.2.1 Estimadores insesgados

En el error cuadratico medio de un estimador 7, el termino [@ — FE(T)] recibe el
nombre de sesgo del estimador. El sesgo de T puede ser positivo, negativo o cero.
Puesto que el cuadrado del sesgo es un componente del error cuadratico medio, es ra-
zonable insistir que éste sea, en valor absoluto, lo méas pequefio posible. En otras pa-
labras, es deseable que un estimador tenga una media igual a la del parametro que se
esta estimando. Lo anterior da origen a la siguiente definicion.

Definicion 8.2 Se dice que la estadistica 7 = u(X,, X-, ..., X,,) es un estimador in-
sesgado del parametro 6, si £E(T) = 0 para todos los posibles valores de 6. De esta
forma, para cualquier estimador insesgado de 6, la distribucion de muestreo de T se
encuentra centrada alrededor de 6 y ECM(T) = Var(T).

En la seccion 7.4 se demostrd que, sin importar la distribucion de la poblacion de
interés, E(X) = u. Por lo tanto, la media muestral es un estimador insesgado de la

media de la poblacién u para todos los valores de . De hecho, si X,. X.. .... X, s
una muestra aleatoria de la distribucion de X con media u.entonces cualquier X, de la
muestra un estimador insesgado de x, dado que £(X;) = p paratoda ¢ = 1.2, ... n.

Ademas, si una estadistica T es cualquier combinacion lineal de las variables aleato-
rias de la muestra de manera tal que

T=aX +aX,+ - + a,X,
endonde Z/_, ¢; = 1, entonces T es un estimador insesgado de . dado que

E(T) = E(, X, + a- X, + - + a,X,)
i =aqpu+ dpt + 0+ oa,

:/J"
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En la seccion 7.5 se demostrd que si la varianza muestral $° esta dada por (7.14),
entonces, cuando se muestrea una distribuciébn normal, E(S’) = o’ A continua-
cibn se demostrara que si S esta definida por (7.14), entonces éste es un estimador
insesgado de o sin importar cual sea la distribucion de la poblacién de-interés. Sea
X\, Xz5..., X, una muestra aleatoria de alguna distribuciéon con una funcién de
densidad: no especificada. De esta manera, E(X;) = u y Var(X;) = o para toda
i=12..n '

Entonces »
ES) =E [Z. X; - X)*/(n - 1)]
=(m-D'E é[(Xf - - X - u)]z}
=(n~-n" E{Z. (X, - W' ~ nX ~ m}*
=(n~ 1)“[i EX, — py - nE(X — u)z};

i=1

pero por definiciéon E(X; — p)? = Var(X;) = * y EX — p)* = Var(X) = o?/n.
Por lo tanto

E($?) = (n — 1) ' [no? — (na®)/n]
_ofn—1)
T oon—-1
= 0'2.

En otras palabras, $? es un estimador insesgado de o’ solo cuando el divisor es
igual a n — 1. Esta es la razon del por qué al determinar la varianza muestral se divide
por n — 1 en lugar de dividir por n. El lector debe saber que este resultado no hara de
S un estimador insesgado de o (véase la seccion 11.2.2).*

8.2.2 Estimadores consistentes

Es razonable esperar que un buen estimador de un parametro ¢ sea cada vez mejor
conforme crece el tamafio de la muestra. Esto es, conforme la informacién en una
muestra aleatoria se vuelve mas completa, la distribucion de muestreo de un buen es-
timador se encuentra cada vez mas concentrada alrededor del parametro 6. Se
tendra un mejor estimador de @ si se basa en 30 observaciones que si lo hace con
s6lo cinco. Esta idea origina lo que se conoce como un estimador consistente.

Definicion 8.3 Sea T el estimador de un parametro ¢, ysea 7,, T-. ..., T, una se-
cuencia de estimadores que representan a T con base en muestras de tamafio 1, 2 ...

* Véase el material que lleva a la expresion (7.15)
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n, respectlvamente Se dme que T es un estlmador consistente (sencxllo)"‘ para 6 si

. v .
para todos los valores de 0ye>0, L ;

El requisito de que lim,_.. P(IT, — 6] < &) =] paratoda @ constituye lo que se
denomina convergencia en probabilidad. Es declr, si un estimador es consistente,
converge en probabilidad al valor del parametro que esta intentando estimar confor-
me el tamafio de la muestra crece. Esto implica que la varianza de un estimador consis-
tente T, disminuye conforme 7 crece, y la media de 7, tiende hacia donde n crece.
De esta forma, las condiciones que 7, debe cumplir para ser un estimador insesgado
de 6 y para que Var(T,)—0 conforme n—x son suficientes (pero no necesarias)
para que exista consistencia. Por ejemplo, la media muestral X y la varianza
muestral S? son estimadores consistentes de x y o7, respectivamente. Para de-
mostrar que X es un estimadc. consistente de x, primero se enunciara un impor
tante teorema conocido como desigualdad de Tchebysheff.

Tedi'ema 8.1 SeaX una‘ variable aleatoria con una funcién (densidad) de probabili-
dad f{x) de manera tal que tanto E(X) = u como Var(X) = ¢ tienen un valor fi-
nito. Entonces

|

PUX — pl<ko)=1 - 5

para cualquier constante A = 1. (Para la demostracion de este teorema véase [3].)

La desigualdad de Tchebysheff es muy importante, ya que permite determinar
los limites de las probabilidades de variables aleatorias discretas o continuas sin te-
ner que especificar sus funciones (densidades) de probabilidad. Este teorema de
Tchebysheff asegura que la probabilidad de que una variable aleatoria se aleje no
mas de k desviaciones estandar de la media, es menor o igual a 1/k? para alglin valor
de & = 1. Por ejemplo

P(X - pl<20)=1 -

PUX — pl<30)=1— <

para cualquier variable aleatoria X con media x y varianza ¢ finitas.

* También puede definirse un estimador de error cuadratico consistente en forma tal que
! lim E(T, — 6)° = 0, paratoda 6,

n—x

pero la idea de consistencia sencilla es una propiedad mas basica.
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Para demostrar que la media muestral :\7,, , como funcioén de una muestra alea-
toria de tamaiio n, es un estlmador consnstente de u, se utilizara el resultado propor-
cwnado por el teorema 8.1. T, |
Teorema8 2 Sean X 1s Xz, . X n vanables aleatonas IID talw que EX;) =n
y Var(X) = ¢’ tienen un valor finito para i = 1, 2, ...; n. Entonces X, =

"_, X;/n es un estimador consnstente de - '

Demostracién: Se quiere demostrar que

tim P(X, — u|<e) = 1. -
Dado que X, es una variable aleatoria tal que E(X,) = w y Var(X,) = o’/n,se
deduce del teorema de Tchebysheff que

P(X, — ul> ka/\/n) < 1/k2,

Sea k una constante positiva igual a e\/n/o, en donde ¢ es un niimero real positivo.
Entonces

P(X, - ul>e) < —‘5—2

Dado que o tiene un valor finito, tomando el limite de esta expresion conforme 7
tiende al infinito se tiene
lim P(|X, — u| >¢) =

n—sx

Por lo tanto, se concluye que

lim P(|X, — u/<e¢) =
o
y X, es un estimador consistente de p.

El teorema 8.2 también se conoce como la ley de los grandes niimeros. Esta pro-
porciona el fundamento tebrico para estimar la media de la distribucion de la pobla-
cion con base en el promedio de un nimero finito de observaciones de manera tal
que la confiabilidad de este promedio es mejor que la de cualquiera de las observa-
ciones. Lo anterior permite determinar el tamaiio necesario de la muestra para ase-
gurar con determinada probabilidad que la media muestral no se alejara mas alla de
una cantidad especifica de la media de la poblacién.

Ejemplo 8.2 Considere el proceso de seleccidn de una muestra aleatoria de alguna
distribucion que tiene una varianza conocida de ” = 10 pero con una media u
desconocida. ;Cual debe ser el tamaifio de la muestra para que la media X, se en-
cuentre dentro de un intervalo igual a dos unidades, de la media poblacional con una
probabilidad de, por lo menos, 0.9?

Primero se desarrollara una expresion general para n. Del teorema 8.1, se sabe
que
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! - N I l T

P(I‘Yu I = ko’/\/n) = l Ty e e rﬁl “\5,‘:«. £ \'

 Elijase un namero positivo « de maneratalque a l/k2 © k'—~ l{\/—. endon-
‘de nxmmente 0<ac<: l Entonces P I TEE

P(X, - ul < 0/\/71;)>l —Aa

Sea ¢ > 0 la magnitud del maximo error permisible entre X, y u con base en una
muestra de tamailo n. Entonces

¢ = o/\/na. (8.5)

Resolviendo para n, se tiene
2
n= . (8.6)
[0 £

Esclaroque « = 0.1y ¢ = 2 para determinar los valores de n. Sustituyendo
en (8.6), se tiene

>
Il

10/(0.1)(4)
= 25;

de esta manera, si se selecciona una muestra que contenga por lo menos 25 observa-
ciones de la distribucion, el valor de 1a media se encontrara dentro de un intervalo
con longitud de dos unidades con respecto a la media poblacional que tenga una pro-
babilidad no menor que 0.9. El valor de probabilidad 0.9 asociado con esta afirma-
cién en una medida de la conf1ab1hdad con que se puede formular una inferencia
respecto a s y con base en X.

8.2.3 Estimadores insesgados de varianza minima

Para un parametro que posee un error cuadratico medio minimo es dificil determi-
nar un estimador para todos los posibles valores del parametro. Sin embargo, es po-
sible analizar cierta clase de estimadores y dentro de esta clase intentar determinar
uno que tenga un error cuadratico medio minimo. Por ejemplo, considérese la clase
de estimadores insesgados para el pardmetro 8. Si una estadistica T se encuentra
dentro de esta clase, entonces E(T) = 9§y ECM (T) = Var(T). Puesto que es desea-
ble que la varianza de un estimador sea lo mas pequeiia posible, debe buscarse uno
en la clase de estimadores insesgados, si es que éste existe, que tenga una varianza
minima para todos los valores posibles de 8. Este estimador recibe el nombre de esti-
mador insesgado de varianza minima uniforme (VMU) de 6. La definicion formal
de un estimador VMU es la siguiente.

Defimclon 8.4 Sea X,, X.. ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion cuya
funcién (densidad) de probabilidad es f(x; 6). Sea la estadistica T = (X, Xz. ..o
X,) un estimador de ¢ tal que E(T) = 6§ y Var(T) es menor que la varianza de
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cualquier otro estimador insesgado de ¢ para todos los posibles valores de 0. Se dice
entonces que T es un estimador insesgado de varianza minima de 6.

La varianza de un estimador insesgado es la cantidad més importante para decidir
queé tan bueno es el estimador para estimar un parametro 6. Por ejemplo, sean T,y
T, cualesquiera dos estimadores insesgados de 6. Se dice que T, es un estimador méas
eficiente de 6 que T,si Var(T,) < Var(T,), cumpliéndose la desigualdad en el sen-
tido estricto para algin valor de 6. Es muy comin utilizar el cociente Var(T,)/Var
(T,) para determinar la eficiencia relativa de T, con respecto a T,. Si los estimadores
son sesgados, se emplean sus errores cuadraticos medios para determinar las eficien-
cias relativas.

¢Como obtener un estimador VMU, si es que éste existe? En muchos casos resul-
ta prohibitivo determinar las varianzas de todos los estimadores insesgados de 0 y
entonces se selecciona el estimador que tenga la varianza mas pequefia. La basqueda
de un estimador VMU se facilita bastante con la ayuda de un resultado que recibe el
nombre de cota inferior de Cramér-Rao, el cual se presenta en el sizuiente teorema.
Para una demostre<ion de éste y otros detalles que incluyen algunas condiciones de
regularidad, se invita al lector a que consulte [2].

Teorema. 8.3 Sea X, X,, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion con
una funcioén (densidad) de probabilidad f(x; 6).Si T es un estimador insesgado de
6, entorices la varianza de T debe satisfacer la siguiente desigualdad

Varn(T) = L . 8.7

. E[ (alnf(X; 0))2]
a0

El teorema 8.3 establece un limite inferior para la varianza de un estimador de 4.
Sin embargo, lo anterior no necesariamente implica que la varianza de un estimador
VMU de ¢ tenga que ser igual al limite inferior de Cramér-Rao. En otras palabras,
es posible encontrar un estimador insesgado de 6 que tenga la varianza mas pequefia
posible de entre todos los estimadores insesgados de 6, pero cuyas varianzas son mas
grandes que el limite inferior de Cramér-Rao. Un estimador de esta clase sigue sien-
do un estimador VMU de 6. Para un estimador insesgado cuya varianza se apega a
la cota inferior de Cramér-Rao, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 8.5 Si T es cualquier estimador insesgado del parametro 6 tal que
1

nE[ (aln f(X: 0)) 2]
30

entonces se dice que T es un estimador eficiente de 6.

Var(T) =

De esta forma, el estimador eficiente de 8 es el estimador VMU cuya varianza es
igual al limite inferior de Cramér-Rao. El estimador eficiente de 0, si es que se puede
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encontrar, es el mejor estimador (msesgado) de 6 enel contexto de la mferenaa €s-
tadlstnca clasnca. : :

Ejemplo 8.3 Se& X t» X2, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion de
Poisson cuya funcion de probablhdas es p(x; ) = e "\"/x!. Obtener e estimador
eficientede A.  °

\
\

Dado que p(x; \) = A* exp(—M)/x!,
‘ In p(x;A) = xIn(A) — A — In(x!)

dln p(x;A) X
~L O\ N

Entonces
. . 2
e (22 |- - we

5

l <
= PE(X— A)

Var(X)
X

pero si X es una variable aleatoria de Poisson, Var(X) = A. Lo anterior da como re-

sultado
E[(aln pX; )\))2] _ 1
oA A

y, por la definicion 8.5, la varianza del estimador eficiente de A es

Varn(T) = L A/n = d’/n,
n/\
endonde o? = \ es la varianza de la poblacion. Por lo tanto, el estimador eficiente
del parametro A de Poisson es la media muestral X.

Se concluira esta seccion sobre las propiedades deseables de los estimadores
regresando al importante concepto de estadisticas suficientes. Este concepto es im-
portante puesto que si existe un estimador eficiente, se encontrara que también es
una estadistica suficiente.

8.2.4 [Estadisticas suficientes

De manera intuitiva, una estadistica suficiente para un parametro 6 es aquélla que
utiliza toda la informacién contenida en la muestra aleatoria con respecto a 8 . Por
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ejemplo, supOngase que: X, X3, ..., X5p es una muestra aleatoria de 50 observa-

ciones de una distribucion gama con una funcion de densidad

en donde el parametro de escala 9, § > 0, es desconocido. Con una estadistica sufi-
ciente para 0, lo que se tiene es una manera de resumir todas las mediciones de los
datos de la muestra en un valor en el que toda la informacién de la muestra con res-
pecto a 0 se encuentre contenida en este valor. Para este ejemplo, el estimador

T=X + X5+ - + Xy)/25

icontiene toda la informacion pertinente con respecto a 6?7 A pesar de que el estima-
dor T proporciona un solo valor, no es posible que éste contenga toda la informa-
ciébn muestral con respecto a 8, dado que se ha excluido la mitad de las observa-
ciones. ;Qué puede decirse acerca de la media muestral? Con toda seguridad ésta
incluye todas las observaciones de la muestra aleatoria. ¢;Significa esto que toda la
informacién muestral con respecto a 6 se extrae considerando a X? Se dice que una

estadistica T = w(X,, X3, ..., X,) es suficiente para un parametro @ si la distribu-
cion conjunta de X, X,, ..., X,, dado T, se encuentra libre de 9; es decir, si se
afirma T, entonces X,, X,, ..., X, no tiene nada mas qué decir con respecto a 4.

{ La utilidad de una estadistica suficiente recae en el hecho de qué si un estimador
insesgado de un parametro 9 es una funcion de una estadistica suficiente, entonces
tendra la varianza mas pequefia de entre todos los estimadores insesgados de ¢ que
no se encuentren basados en una estadistica suficiente. De hecho, si existe el estima-
dor eficiente de 6, se encontrard que éste es una estadistica suficiente. Un criterio
para determinar una estadistica suficiente esta dado por el siguiente teorema, el cual
se conoce como teorema de factorizacion de Neyman.

Teorema 8.4 Sea X|, X, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion con una
funcion de densidad de probabilidad f(x; 6). Se dice que la estadistica T = u(X,,
X, ..., X) es una estadistica suficiente para 8 si y solo si la funcioén de verosimilitud
puede factorizarse de la siguiente forma:

Lix,. Xy, ..., 5,5 0) = h(1:0) g(x,. X2, ..., X))

para cualquier valor 1 = u(x,, X, ..., x,) de Tyendonde g(x,, x,, ..., x,,) no con-
tiene al parametro 6.

Ejemplo 8.4 Sea X,. X,, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion gama
cuya funcion de densidad de probabilidad es

Sl = x*exp(—x/8) x>0,

|
()"

y en donde el valor del parametro de forma a es conocido. Obtener una estadistica
suficiente para el parametro de escala 6.

vahi
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La funcion de verosimilitud es =~ L r O T o

L(J}., X2seeen X5 0) = flxy50) flxy; 0),':‘-'f(‘x,.; 6)

N [(a)6" x5~" exp(—x,/6)

— ‘ ) 1
xy 'exp(—xl/ﬂ)'r(a)gﬂ ?

\«
\

e r(a)oa x::-l exp(n_xn/o)

l n n
- YT [Tx" exp( -> x,—/ﬂ)

i=1 i=1

~

I Mx; ™'
= E,ECXP("E xi/o) R

I'(a)

= h(EXi: 0) glxi, X2, .y X,,).

Por el teorema 8.4, X/_, X; es una estadistica suficiente para 6.
Supongase, ¢n el ejemplo 8.4, que se considera un estimador de 6 de la forma

] n
= - i 8.8
T — ; X, (8.8)

puede verse que T es una funcion de la estadistica suficiente ZX;.
Por lo tanto, T también es una estadistica suficiente para 6 dado que la funcién de
verosimilitud para el ejemplo 8.4, puede factorizarse como

L(x, x3, ..., x,) = h(t; 0) glx;, X2, ..., X, ).
¥ en donde XX; = naTy
' h(t; 8) = 7 exp(— nat/0). 8.9

T

Como resultado se tiene que se satisfacen las condiciones del teorema de factoriza-
cion. De hecho, puede demostrarse que cualquier funciéon uno a uno de una estadis-
tica suficiente, también es suficiente.

Ejemplo 8.5 Sea X,.X.,....X, una muestra aleatoria de una distribucion de
Poisson cuya funcion de probabilidad es

pxi Ay = N exp(—A)/x! x=20,1,2,....

Demostrar que el estimador eficiente de A es a su vez una estadistica suficiente.

De] ejemplo 8.3, recuérdese que el estimador eficiente de A es la mec!la mufs?ral
X. Se necesita demostrar que’a es una funcién uno a uno de una estadistica suficien-
te para A. La funcion de verosimilitud es

e
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Lxy, x3, ..., x,5 A) = plxy; A) Plxz A) = p(x,s )

_ Aexp(=M\) Aféxp(—)\) _._"A‘"exp(—)\)
X! X! x,!

.= AEe “exp( —nA)/ H x;!

- i=1

h(Cx; N) gxy, X2, ...\ X,)
en donde
h(Ex;; N) = A= exp(—n\).

Por el teorema 8.4, la estadistica 37_, X; es suficiente para A. Dado que el estimador
X es una funcidn uno a uno de esta estadistica, X también es suficiente para A.

8.3 Metodos de estimacion puntual

En la seccion anterior se mencionaron las propiedades deseables de un buen estima-
dor. En esta seccion se estudiara como obtener estiin\adores que, de manera general,
tengan buenas propiedades. Especificamente se consideraran los métodos de maxi-
ma verosimilitud y el de momentos. En el capitulo 13 se encontrara el método de
minimos cuadrados que se emplea para ajustar ecuaciones.

8.3.1 Estimacion por maxima verosimilitud

Para introducir el concepto de estimacion de maxima verosimilitud, piense en el si-
guiente hecho. El desborde de rios y lagos es un fendmeno natural que a veces tiene
devastadoras consecuencias. Supbongase que en cierto afio hubo dos serias inunda-
ciones, por este fenomeno, en determinada region geografica. Si se supone que el
nimero de inundaciones por afio en esta localidad es una variable aleatoria de Pois-
son con un valor del parametro A ,desconocido, ;como debe procederse para estimar
el valor de A con base en una sola observacion x = 2? Un posible método es selec-
cionar el valor de A para el cual la probabilidad del valor observado es maxima. Es
posible, para el valor observado, que X sea cualquier nimero positivo. Para proposi-
tos de la presentacion, supOngase que los posibles valores de A son 1, 3/2,2,5/2y3.
Las probabilidades para el valor observado x = 2 para cada uno de estos valores de
A son las siguientes: '

A | 1 3/2 2 5/2 3
p(2; N | 0.1839 0.2510 0.2707 0.2565 0.2240

Aparentemente p(2; A) crece hasta un valor maximo de 0.2707 para A = 2,y
disminuye para \ > 2. El valor de 2 de \ es el que maximiza la probabilidad del va-
lor observado. En otras palabras, la observacion x = 2 tiene una probabilidad ma-
yor de ocurrencia para una distribucion de Poisson con A = 2 que para cualquier
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otro valor del parametro \. Puede demostrarse que el valor A = 1 es el que maximi-
zaa A = 2 tomando la primera derivada de p(2; A) conrespectoa A eigualandola
a cero. Dado que ’ * s Lo

p(2; \) = N exp(-N)/2!,

se tiene .
| dpN) 1.,
—a 2[ A exp(—\) + 2x exp(—\)]
A —
_ ex;;( A) 2=

Igualando la primera derivada a cero se tienen las raices A = 0 o A = 2. La segunda
derivada con respecto a A\ da-como resultado la expresién exp(— N1 — 2\ +
(A?)/2}, cuyo valor para A = 2 es —exp(—2) < 0. De esta forma, el valor x = 2es
aquel para el cual el-valor de la probabilidad de la observacién es maximo. Este va-
lor recibe el nombre de estimador de maxima verosimilitud.

En esencia, el método de estimacién por méaxima verosimilitud, selecciona como
estimador a aquél valor del parametro que tiene la propiedad de maximizar el valor
de la probabilidad de la muestra aleatoria observada. En otras palabras, el método de
maxima verosimilitud consiste en encontrar el valor del parAmetro que maximiza
la funcion de verosimilitud.

Definicion 8.6 Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con
funcion (densidad) de probabilidad f(x; 6), ysea L(x,, x,, ..., x,; 6) la verosimili-
tud de la muestra como funcionde 8. Si ¢t = u(x,, x, ..., x,) es el valor de 8 para
el cual el valor de Ia funcién de verosimilitud es maxima, entonces T = u(X,, X5, ..-» Xu)
es el estimador de maxima verosimilitud de 6, y ¢ es el estimador de méxima verosi-
militud.

El método de maxima verosimilitud (MV) tiene la propiedad (deseable) de pro-
porcionar estimadores que son funciones de estadisticas suficientes, siempre y cuando
el estimador MV sea 1inico. Ademas, el método MV proporciona el estimador eficien-
te, si es que existe. Sin embargo, los estimadores MV son generalmente sesgados. El
procedimiento para obtener este tipo de estimadores es (relativamente) directo. Debi-
do a la naturaleza de la funcion de verosimilitud se escoge, por lo comin, maxi-
mizar el logaritmo natural de L(8). Esto es, en muchas ocasiones es mas facil obtener
el estimado MV maximizando InZ(8) que L(#). En los siguientes ejemplos se ilus-
tra el método.

Ejemplo 8.6 En un experimento binomial se observan X = x éxitos en »# ensayos.
Obtener el estimador de maxima verosimilitud del parametro binomial p.

En este caso la funcion de verosimilitud es idéntica a la probabilidad de que X =
x; de esta forma

Lix; p) =

1
(n_—x),r,ﬁ'(l - p)rs, 0=ps=l
14
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Entonces
InL(x; p) = In(nY) = Inf(x — x)1] = In(x}) + xIn(p) + (» — )In(l = p).

Para encontrar el valor de p, para el cual InL (x: p)tiene un valor maximo, se toma
la primera derivada con respecto a p y se iguala a cero:

dlinL(x;p)l x (n—x)

dp p (-p)
Después de resolver para p, se obtiene el estimador MV de p el cual recibe el nombre
de proporcion muestral X/n, y el estimado MV es x/n. Para confirmar que este valor

maximiza a InL(x; p), se toma la segunda derivada con respecto a p y se evaliia en
x/n:

d’lInLx; p)} _ _ np(l = p) + (x = np)(1 ~ 2p)
dp’ [p(1 = p)Y

d’{InLix; p)I| _ x
dp’ x/n (X/ﬂj)zll — (x/n)]

x/n<l,

lo que confirma el resultado, dado que la segunda derivada es negativa. Para un
ejemplo especifico, si se observan x = 5 con base en 25 ensayos independientes, el esti-
mado MV de p es 5/25 = 0.2.

Ejemplo 8.7 Sea X,, X,, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién normal
con una funcién de densidad de probabilidad

1
- 2 =
S n,0%) Vone

Determinar los estimadores de u y o

expl—(x — w?/20%.

Para este problema se procedera de la misma forma que en el caso de un sole pa-
rametro. Dado que la funcion de verosimilitud depende tanto de u como de o7, los
estimados MV de u y o son los valores para los cuales la funcion de verosimilitud
tiene un valor maximo. De acuerdo con lo anterior

, 1 o 1
L(xh X2y vney xn;#v 0--) = — CXP[_(.X] - [1-)-/20'-] b —

V2no \V2mo

x expl—(x, — n)’/20%]

1 < R
= Q2na®)™"? exp[ 553 > (- p.)'},
i=1

n

INL(x,, Xz, ..o %03 e 00 = —2InQ7) — 2 In(0?) — —5 3 (6, — w)
2 2 207 [T

g
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Después de obtener las primeras derivadas parcnales con respecto a u y con respecto
ac’e igualandolas a cero, se tiene

;\\.‘. i

. co alinL(u, 0M] -
yo .- N
alinL(u,0®)] n ~
A kzz‘zu W' =

Resolviendo la primera ecuacion para u, sustituyendo este valor en la segunda y re-
solviendo para o7, se tiene

ﬁ=2 =

&= (x, - x)¥/n.
i=1

A pesar de que no se verificara que estos valores maximizan la funcién de verosi-
militud, ellos son los estimados MV de i y o?, respectivamente. Si existe alguna duda
tbmense las segundas derivadas. Sin embargo, dado que una funciébn de verosimi-
litud es el producto, ya sea de probabilidades o de densidades, éstas generalmente se
encuentran acotadas y son continuas en los parametros. En consecuencia, el resulta-
do usual es que la solucion de la primera derivada proporcionara el valor para el cual
la funcién es'maxima.

Notese que se ha introducido la acostumbrada notacion ‘‘sombrero’ * para de-
notar un estimador MV. Se empleara esta notacion cuando sea necesario. Notese
también que el estimador MV de o’ es sesgado, confirmandose de esta manera un
comentario anterior en el sentido en el que los estimadores MV no necesariamente
son insesgados.

El método de maxima verosimilitud posee otra propiedad deseable conocida
como propiedad de invarianza. Sea § = w(X s X5, ..., X,) el estimador de maxima
verosimilitud de 8. Si g(0) es una funcién univaluada de 6, entonces el estimador de
méxima verosimilitud de g(9) es g(#). Por ejemplo, dado que, cuando se muestrea
una distribucién normal, el estimador MV de o° es

——Z(r—, )

por la propiedad de invarianza, el estimador MV de la desviacion estandar o es

1 n , 172
o= [;E(x,— —x):l
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Como ejemplo adicional de la propiedad de invarianza, el estimador MV de la fun-
cién de confiabilidad Weibull es

Ray = exp{~(1/6)1,

en donde 9 es el estimador M\i del parametro de escala 6.

4

8.3.2 Meétodo de los momentos

Quiza el método mas antiguo para la estimacion de parametros es el método de los
momentos. Este consiste en igualar los momentos apropiados de la distribucion dela
poblacion con los correspondientes momentos muestrales para estimar un para-
metro desconocido de la distribucion.

Definicion 8.7 Sea X, X,, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion con
“un~i6n (densidad) de probabilidad f(x; 6). El r~ésimo momento alrededor del cero
se define como

M =

> X;.
i=1

El método de los momentos proporciona una alternativa razonable cuando no se
pueden;determinar los estimadores de maxima verosimilitud. Recuérdese que los pa-
rametros son, en general, funciones de los momentos teoricos. Por ejemplo, si la va-
riable aleatoria X tiene una distribucion gama (véase la seccién 5.5), entonces

uw = ab (8.10)

ala + N 8.11)

Il

JI%

Resolviendo (8.10) para o y sustituyendo en (8.11), se tiene

a=u/l (8.12)
y

i = % (% + 1) 0’

= u + ub,

o

0 = (s — u’)/p. (8.13)
Sustituyendo (8.13) para ¢ en (8.12), se obtiene

a = pi/(py — p). (8.14)

De esta forma, los dos parametros de la distribucidn gama son funciones de los pri-
meros dos momentos alrededor del cero.
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En esencia, el método se implementa igualando tantos momentos muestrales con
los correspondientes momentos tedricos tantas veces como sea necesario para deter-
minar un estimador de momentos para un parametro desconocido. Por ejemplo, por“
(8 13) y (8. 14), los estimadores de momento de los parhmetros gama 0 ¥ o sons

D : =(M2 XZ)/X | (8 15)

E=X/M-%), 61§
respectivamente, en donde se emplea la notacion de tilde (*) para denotar un esti-
mador de momentos. Como ilustracion adicional, recuérdese el ejemplo 4.10. Se de-

mostrara que los parametros p y k de una distribucién binomial negativa también
son funciones de los primeros dos momentos alrededor del cero, ya que

Il

p = nf(ps — p)

k= p’f(p; — p’ — p.

Por lo tanto, los estimadores de momentos de p y k estan dados por

p=X/(M; — X*) ®.17)

k=XYM, - X2 - X), (8.18)

respectivamente.

8.3.3 Estimacion por maxima verosimilitud para muestras censuradas

En algunas situaciones de muestreo, en forma especial en las pruebas de duracion, el
procedimiento de prueba puede terminar antes de proporcionar una muestra aleato-
ria completa. En esta seccién se considerara el principio de maxima verosimilitud
para la estimacion de parametros desconocidos con base en este tipo de muestras, las
cuales reciben el nombre de muestras censuradas o truncadas. En este contexto,
las ideas se concentraran, en forma exclusiva, alrededor de la nocién de una prueba
de duracion.

Una prueba tipica de duracion consiste en articulos iguales (tales como compo-
nentes eléctricos o mecanicos) seleccionados en forma aleatoria de un proceso y ope-
rados en un medio cuidadosamente controlado hasta que el articulo falla. En este
caso, la medicion de interés es el lapso de tiempo que cada unidad tarda en fallar. Si
la prueba de duracion se termina solo cuando todas las unidades de la muestra han
fallado, se dice que la muestra aleatoria de tiempos esta completa. Sin embargo, por
restricciones econdmicas y de tiempo, generalmente la prueba termina ya sea des-
pués de un lapso de tiempo predeterminado x, 0 después de que falla un determina-
do namero de unidades /m < n. Las dos condiciones producen muestras censura-
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das. Si X, es un lapso fijo de tiempo, el nimero de unidades que fallan d¢ las n, des-
de el comienzo de la prueba hasta el tiempo x,, es una variable aleatoria;, ésta constn- '
tuye una muestra censurada de tipo I, Si.m.gs [ joy eltiempo dg terminacion X, es la
variable aleatoria, se dice que la muestra.es de tipo II. Sin considerar la mferencxa,
existe muy poca diferencia entre estos dos tipos de muestras. De acuerdo con lo ante-
rior, se restringiré la presentacién al muestreo censurado de tipo II. A
Los datos muestrales de una prueba de duracién son los tiempos en los que se dio
una falla. Por ejemplo, supdngase que la primera falla ocurrié en un tiempo igual a
x, desde el comienzo, la segunda se presenta a x, desde el comienzo y asi hasta que
ocurre la m-ésima falla en un tiempo por x,,,en donde m < n es el nimero, fijado
de antemano, necesario para terminar la prueba. Los tiempos que se observaron de falla
X,, X, ---» X, constituyen una secuencia ordenada, porque X, < x; < -+ < X,,..
Notese que en el momento en que se da por terminada la prueba, existen n — m uni-
dades que todavia no han fallado; estas n — m unidades tienen un tiempo de supervi-
vencia x,,. Es claro que se tiene el tamafio completo de la mu=str~ cuando m = n.
Supbngase que los tiempos de duracion de las unidades son variables aleatorias
X, X, ..., X, independientes exponencialmente distribuidas, con una funcién de densidad

S 0) = sexp(—x/p), x>0, 0>0.

Elinterés recae en encontrar el estimador de maxima verosimilitud del parametro 6. La
f:uncibn de verosimilitud para un muestreo censurado del tipo II es la probabilidad con-
junta de que fallen 71 unidades en los tiempos x,, x,,..., x,, en ese orden, y sobrevivan
n —m unidades con un tiempo de supervivencia igual a x,,. La parte de la funcion de ve-
rosimilitud que corresponde a las m unidades que han fallado en los tiempos x,, x,, ...,
Xms €8 f(x; 6)f(x2; 6) -+ f(x,,; 8. Pero ésta es sOlo una de las posibles formas en que
pueden fallar m unidades de un total de ». El namero total de formas es n!/(n — m)!.
La probabilidad de que n — m unidades sobrevivan un tiempo x,,, esta dada por la fun-
cidn de confiabilidad a tiempo «x,,; de esta forma, para la distribuciébn exponencial,

P(X > x,,) = exp(—x,/0).
Por lo tanto, la funcion de verosimilitud es

! 1
L(X.,Xz,---,xm;0)=(7—_'-17)! —exp(—x,/6) - 1exp( =X/ 0)

- i
v

m términos

exp(—x,/0) --- exp(— x,,/6) }

\,

v

(n — m) términos

n! l 1 e . _(n—m)
o mle g x| expl = ——x,

m a1
- ('l _ m)' Om €xp 0 m ’ (8.]9)
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(s 20)
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- lnL(r,, Xoaeeey X 0) ln(n') -~ ln{(n - m)'] - mlno - 5]",,,.4 ;

Entonces

dlInL(x,, Xsy o..r X3 O)] m 1
= —_ 4+ = ,
de 6 oZT'"

e igualando la derivada a cero, el estimado de maxima verosimilitud de 6 es

8 = [2 X+ (n — m)x,,,]/m. (8.21)
i=1

Ejemplo 8.8 Las calculadoras cientificas de bolsillo comnmente disponibles con-
tienen paquetes de bateria que deben reemplazarse después de una cierta cantidad de
tiempo de uso. Sup6ngase que de un proceso de produccion se seleccionan, en forma
aleatoria, 50 paquetes de baterias y se someten a una prueba de duracion. Se decide
terminar la prueba cuando 15 de los 50 dejan de funcionar de manera adecuada. Los
tiempos observados, en orden, en los que ocurri6 la falla, son 115, 119, 131, 138,
142, 147, 148, 155, 158, 159, 163, 166, 167, 170 y 172. Si los anteriores valores son
realizaciones de un conjunto de variables aleatorias independientes exponencialmen-
te distribuidas, se debe obtener el estimado de méaxima verosimilitud para 6.

En este ejemplo,
15

=50, m =152 x; = 115+ 119 + - + 172 = 2250, y x,c = 172.

i=1
Por lo tanto, por (8.21),

5 _ 2250 + (S0 — 19172

s = 551.33 horas.

8.4. Estimacion por intervalo

Para introducir la nocién de una estimacion por intervalo, supongase que una tienda
mantiene muy buenos registros con respecto al nimero de unidades de cierto pro-
ducto que vende mensualmente. Para la compailia es muy importante conocer la de-
manda promedio ya que con base en ésta se lleva a cabo el mantenimiento del inven-
tario. Supongase que la demanda del producto no se ve afectada por fluctuaciones
en la temporada.

La compama decide que los ultlmos 36 meses han sido tipicos con respecto a la
demanda de este producto, y con base en estos datos muestrales el valor calculado de
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la media muestral es ¥ = 200 unidades. En otras palabras, ¥ = 200 es un estimado
puntual de un parametro desconocido, el cual representa la demanda promedio de
este producto en la tienda. Este estimador, jimplica que la demanda media descono-
cida no sea mayor de 250 ni menor de 150? En este punto no es posible saberlo, ya
que no se tiene ninguna indicacion del posible error en el estimado puntual. El error
en el estimado puntual se mlde en términos de la variacion muestral del correspon-
diente estimador.

Por ejemplo, supOngase que la desviacion estandar de la media muestral X es 60
unidades. De acuerdo con el teorema central del limite, puede argumentarse que
X — N(u, 60), conforme n — o. De esta forma, la probabilidad de que X se en-
cuentre dentro de dos desviaciones estandar alrededor deu, es de, aproximadamen-
te, 0.95. En otras palabras, para n grande,

P(X - p} < 120) = 0.95,

P(-120<X — p < 120) = 0.95. (8.22)

Restando X y multiplicando por —1 en el interior de los paréntesis, se tiene

PX - 120 < <X + 120) = 0.95. (8.23)
Si se sustxtuye el estimado para ¥ = 200.X, se tiene
PBO<pu< 320) = 0.95, (8.24)

lo que sugiere que es enteramente posible que la demanda sea tan grande como 250
unidades o tan pequefla como 150 unidades, siempre que d.e. (X) = 60.Por otro la-
do, supongase que la desviacion estandar de X es igual a 10. Entonces, la expresion
correspondiente a (8.23), es

PX —20<u<X +20) = 0.95,
y para X = 200,
| P(180 < pu < 220) = 0.95.

En este caso es poco probable que u sea tan grande como 250 o tan pequefio como
150.

En ambos casos la clave para resolver el problema se encuentra en la desviacion
estandar del estimador puntual. En esencia, para la estimacion del intervalo se consi-
deran, tanto el estimador puntual del parametro 8, como su distribucion de muestreo,
con el propésito de determinar un intervalo que, con cierta seguridad, contiene a 6.

Para tener una mayor idea acerca de la estimacion por intervalo, es necesario in-
terpretar el significado de (8.23) y (8.24). Dado que X es una variable aleatoria, el in-
tervalo X — 120 a X + 120 es un intervalo aleatorio, y la probabilidad de que
este intervalo contenga el valor verdadero de w es de 0.95. En otras palabras, si se ob-
tuviesen muestras del mismo tamaiio en forma repetida de una poblacion, y cada vez
que éstas se seleccionan, se calculan los valores especificos para el intervalo aleatorio
(X - 120, X + 120); entonces debe esperarse que un 95% de estos intervalos
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contengan el valor de la media desconocida . Por otro lado, el intervalo especifico entre
80 y 320 no es mas que una realizacion del intervalo aleatorio (X — 120, X + 120);
con base en los datos de una sola muestra, en la que el estimado es ¥ = 200,

Dado que el valor de probablhdad de 0.95 se reficre solo al intervalo aleatorio
(X — 120, X + 120), es incorrecto decu que 1a p probablhdad de que u se encuentre
contenido en el intervalo (80, 320) es de 0.95. Esto es, no puede asociarse ningiin va-
lor de probabilidad a la proposiciébn 80 < ux <320, debido a que ésta contiene sblo
constantes. Sin embargo, la probabilidad de 0.95 para el intervalo aleatorio sugiere
que la confianza en que el intervalo (80, 320) contenga el valor de la media descono-
cida p es alta. Solo €n este sentido se permite asignar un grado de confianza a
la proposicion 80 < u < 320 igual a la probabilidad del intervalo aleatorio (X —
120, X + 120); asi, cuando se escnbe

zwm<#<nm-0%

no se esta formulando ninguna proposicion probabilistica en el sentido clasico, sino
mas bien se expresa un grado de confianza. De acuerdo con lo anterior, el intervalo
(80, 320) recibe el nombre de intervalo de confianza del 95% para w.

En términos generales, la construccion de un intervalo de confianza para un pa-
rametro desconocido 0 consiste en encontrar una estadistica suficiente T y rela-
cionarla con otra variable aleatoria X* = f(T; 6), en donde X involucraa ¢ pero
la distribucidén de X no contiene a 6, asi como tampoco a ningin otro parametro des-
conocido. Entonces se seleccionan dos valores x, y x, tales que

P, <X<x)=1-aq

endonde | — «a recibe el nombre de coeficiente de confiaza. Mediante una manipu-
lacién algebraica de las dos expresiones, se puede modificar el contenido entre pa-
réntesis y expresarlo como

Ph((T)<0<h(T)] =1—a,

en donde h,(T)y hy(T)son funciones de la estadistica T'y de esta forma, variables alea-
torias. El intervalo de confianza para ¢ se obtiene sustituyendo en h,(T) y hT)
los estimadores calculados a partir de los datos muestrales, dando origen a lo que
se conoce como intervalo de confianza bilateral. Al seguirse el mismo procedimien-
to, también pueden desarrollarse intervalos de confianza unilaterales, de la forma

Plg(1) <0l =1 -«

PlO<g )] =1~ a.

El primero es un intervalo de confianza unilateral inferior para 6, y el segundo es un
intervalo de confianza unilateral superior.

A continuacion se examinaran varias situaciones que involucran la construccion
de intervalos de confianza para medias y varianzas poblacionales. Sera aparente que

* Este método recibe, en general, el nombre de método pivotal, y X se conoce entonces como variable
aleatoria pivotal.

P
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la dxscuslbn aqui pr&sentada tlene un ﬁnerte parecndo al matenal de las secclones:7 4

LRI RS PR )4 E

8. 4 1 lntervalos de conﬁanza para p ‘cuando se muostrea
v una dlstrlbuplon normal con varianza conocida

Sea X 1 Xy, iy X, una muestra aleatona de una dxstnbucnon normal con media
desconocida u, pero con una varianza o°conocida. El interés recae en la construcciéon

de un intervalo de confianza de un 100(1 — «)% sobre n y en donde «a es un nume-
ro pequefio, tal que 0 < a < 1. La construccién de un intervalo de confianza se hace
con base en el mejor estimador de ., explicitamente la media muestral X.

Para ilustrar el enfoque fundamental para la construccion de intervalos de con-
flanza, considérese la proposicion probabilistica dada por (8.22). Sumando p dentro
de los paréntesis, se tiene

Plu — 120< X < u + 120) = 0.95.
De esta forma, los limites u — 120y u + 120 son funciones de los posibles valores
de . Por lo tanto, y en general, se puede escribir
Plg(w) <X<giwl=1-a (8.25)

de manera tal que
) ’ N

. J&E wdx = af2

L(n)f(f; wdx = a/2,

en donde f(x; u) es la funcién de densidad de la distribuciéon de muestreo de X, y
&:(n)y g,(u) son funciones de u las cuales no contienen a ningin otro parametro

desconocido.
De interés inmediato es la determinacion de g,(x) y £:(1). Dado que X ~N(u,

o/\/n), la normal estandar Z = (X — w)/(a/\/n), ¥

Plew) <X < gy(w) = P [g'(") <z <8 "_"] =1-a (826

o/ \/n a/\/n
Peroyaque P(z,, < Z < z,_,) = | — a, endonde los valores cuantiles Z,,>
Y a2 son tales que P(Z < z,0) = a/2 yP(Z <2z ,.) =1 — a/2, respectiva-
mente, se sigue que
() —
el Z R (8.27)
a/\/n
y
gl(_”‘_)_:.ﬁ - » (8.28)

— = Zywas2-
a/\/n e
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Dando solucién a (8. 27) y (8. 28) en térmmos de g,(p) y g ), respectivanwnte.
se obtlenen : Feoanpdakl orbds gl

AL ' e 1001 20i8h 20! g8
"-gn(u-) = 1 Za) T Lo an P00 ish (8629)
n
y | \

7. 8 =+ 2yup 2 (8.30)

2 - 1-a/2 T' . .

. n N oy
Dado que para la normal estandar 2,; = —2z,_,,, puede sustituirse —z- o/2 para

Zo/2_en (8.29).-De acuerdo con lo anterior, pueden sustituirse las expresiones (8.29)
y (8.30) para ey gz(y.) respectivamente, en (8.25) para obtener

{)(# - ZI—a/Z_\%<X< m+ Z|_a/2_\L/7;) =1-a. (8.31)

Al manipular las desigualdades que se encuentran dentro de los paréntesis en (8.31),
se tiene

P()_( - z._m% <u<X+z_un %) =1-a, (8.32)

que es una generalizacidn de la proposicion probabilistica (8.23). La probabilidad de
que el intervalo aleatoriode X - z,_,, (c/\/n)aX + z,_ a2 o/ \/_ ) conten-
ga el verdadero valor de la media . es 1 — . Sise reemplaza la variable aleatoria
X en (8.32) por el estimado X calculado a partir de los datos de una muestra de tama-
flo n, un intervalo de confianza del 100(1 — «)% para u, es

- o
X T a2 >

endonde X — z,_,/; (o/f Vn) yx + -2 (o/\/n) reciben el nombre de limites de
confianza inferiores y superiores, respectivamente, para u. Esto es, el intervalo
de confianza (8.33) es un intervalo estimado para w.

Al examinar el intervalo de confianza para p dado por (8.33), es facil, relativa-
mente, observar que entre mas grande es el tamafio de la muestra, mas pequeiio es el
ancho del intervalo; o para un coeficiente de confianza 1 — o més grande, mayor
es el ancho del intervalo. Ambos resultados son 10gicos ya que un tamailo grande de
la muestra disminuira la varianza del estimador, y un coeficiente de confianza gran-
de incrementa el valor cuantil dando como resultado un intervalo mas amplio.

(8.33)

Ejemplo 8.9 Los datos que a continuacion se dan son los pesos en gramos del con-
tenido de 16 cajas de cereal que se seleccionaron de un proceso de llenado con el pro-
posito de verificar el peso promedio: 506, 508, 499, 503, 504, 510, 497, 512, 514,
505, 493, 496, 506, 502, 509, 496. Si el peso de cada caja es una variable aleatoria
normal ‘con una desviacion estandar o = § g, obtener los intervalos de confianza
estimados del 90, 95 y 99%, para la media de llenado de este proceso.
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Para un coeficiente de confianza del 90%, o = 0.1. El valor z,¢s se obtiene de
la tabla D del apéndice y es igual a 1.645, ya que P(Z > 1.645) = 0.05.Con base
en los datos muestrales, el valor de X es de 503.75 g. Entonces un intervalo de con-
fianza del 90% para la media del proceso de llenado es

5
503.75 = 1.645 ——,

V16

o de 501.69 a 505. 81. Los otros intervalos de confianza deseados se obtienen si-
guiendo el mismo procedimiento. Los resultados se encuentran resumidos en la tabla
8.1,

En este momento se considerara un problema que es enteramente similar al del
ejemplo 8.2. Supdngase que se especifica que el muestreo se efectiia sobre una
poblacion que tiene una distribucion normal con media u desconocida y varianza
o’ conocida. Se desea estimar el tamafo necesario de la muestra de manera tz' qu-,
con una probabilidad de 1 = «, la media muestral X s encuentre en un intervalo
igual a ¢ unidades alrededor de la media de la poblacion . La expresion (8.31)
puede reescribirse como

g . ‘ g
Pl -z 7(Y~,—:<X— <Z_a'2'———) =1 - a, (8.34)
( 1 12 \/n M 1 / \/n
la cual da como resuitado
POX —pl<e) =1 -«
en donde
g -
€ = L-qa2 V‘:. (8.35)
n
Al resolver para n en (8.35) se obtiene el resultado deseado,
) 2
_ (M) (8.36)
&

La tinica diferencia entre las expresiones (8.6) y (8.36) es que la primera se obtu-
vo sin especificar la distribucion de la poblacion, mientras que para la segunda se su-
puso que el muestreo se llevaba a cabo sobre una distribucion normal. Por lo tanto,
es razonable esperar, a pesar de que las dos expresiones sean iguales, que un valor de
n obtenido mediante el empleo de (8.36) sera mucho mas pequefio que el correspon-
diente valor que se obtiene mediante el empleo de (8.6), debido a que para (8.36) se

TABLA 8.1 Intervalos de confianza para el ejemplo 8.9

Confianza Zi—an Limite inferior Limite superior
90% 1.645 501.69 505.81
95% 1.96 501.30 506.20

99% 2.575 500.53 506.97
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formularon mas hipétesis. Para comparar, si se supone que se esta muestreando una
distribucién normal, el tamaiio de la muestra que corresponde a las condiciones da-
das en elejemplosz podna ser . .ol « . nf"":

RRTERE . . ' L S

_(Laﬂﬂo;
« 47
. ~ \>
comparado con el valor de n = 25 dado por (8.6).
"~ Desde el punto de vista de la aplicacion, el hecho de que ambas expresiones ten-
gan como hipotesis el conocimiento de la varianza de la poblacién o constituye un
requisito muy severo. Si no se conoce el valor de o debe usarse un tstlmado ded®™
que quiza pueda encontrarse en una muestra previa. Si este estimado no se encuentra
disponible pero se conoce, en forma aproximada, el intervalo en el cual se en-
cuentran las mediciones, una estimacion muy burda de la desviacion estandar es
igual a la sexta parte del recorrido de las observaciones, ya que para muchas distri-
buciones unimodales la gran mayoria de las observaciones se encontraran dentro de
un intervalo igual a tres desviaciones estandar, ya sea a la izquierda o la derecha
de la, medla

8.4.2 Imervalos de confianza para u cuando se muestrea
una distribucién normal con varianza desconocida

Se ‘considerara el problema de encontrar un intervalo de confianza para u, cuando
se muestrea una distribucion normal y para la cual no se tiene conocimiento acerca
del valor de la varianza. De la seccion 7.6, recuérdese que cuando se muestrea una
N(u, o), en donde tanto u como o son desconocidos, la variable aleatoria

_X-p
S/\/n
tiene una distribucion ¢ de Student con z — 1 grados de libertad. Por lo tanto, es po-

sible determinar el valor cuantil ¢,_,, ,., de T, para el cual

Pt ap nd <T <l opna) =1-aq (8.38)

(8.37)

en donde el valor cuantiles talque P(T < —1,_,» ,_) = a/2Y P(T <ti_ap.n )
= | — a/2. Al sustituir para T en (8.38), se tiene

X -
P(_tlu/l.n—l <-——-—/._L<tl /2. n— I) = l B # 4

S/\/n
0
S % N
P<_t‘“ﬂ/3-"l;/_:<X - /"L<tl-a/2.n—l\/_;> =1-a
y
P(X - f14a/2,n—l;/‘;</1.<X + tl-a/z‘n_lv;> =1 - a. (8.39
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- Por lo tanto, el intervalo X' =1, ., ,_, (S/\/n) es un intervalo aleatorio y la
probabilidad de que éste contenga el valor verdadero de i, es 1 — «. De esta forma,
dados los datos de una muestra aleatoria de tamaflo 7 a partir de los cuales se calcu-
lan los estimados X y 5%, un intervalo de confianza del 100(1 — )% para u es

W.

Con propésitos de ilustracioén y comparacion, la tabla 8.2 lista los intervalos de con-
fianza del 90, 95 y 99% parau, con base en (8.40) y mediante el empleo de los datos
del ejemplo 8.9, en donde ¥ = 503.75y's = 6.20. Nétese que para el caso que invo-
lucra a la distribucién ¢ de Student, los intervalos son mas amplios.

(8.40)

! X ’I-a/Z.n—l

8.4.3 Intervalos de confianza para la diferencia de medias cuando se
muestrean dos distribucicnes normales independientes

Sean X,, X,, ....X,, v Y, 1>, ..., ¥,, dos muestras aleatorias de dos distribu-
ciones normales independientes, con medias u, y py y varianzas oz y -7, respecti-
vamente. Se desea construir un intervalo de confianza para la diferencia wy — uy.
Supongase que se conocen los valores de las varianzas. Entonces, de la seccion 7.7,
la variable aleatoria

'
/

1_\;‘?'(#)(_#)/)

Z = - 8.41
o Y
ny My

es N (0, 1). De esta forma es posible encontrar el valor cuantil z,_,/,, tal que

P(fZ]-a/z <Z< Zl_a/z) =1 - a. (842)

 Mediante la sustitucion de (8.41) en (8.42) y después de manipular algebraica-
mente las desigualdades, se tiene

2 2

- = oy O
P<X”’ Y‘Zl—a/z\/_/‘y+—),<#x_#y

Ny ny

2 2
<X -Y+ z,_(..,g\/ﬂ+ (—T—y> =1—-a, (843

ny ny

TABLA 8.2 Intervalos de confianza para el ejemplo 8.9

Confianza Licaf2n- Limite inferior Limite superior
0% 1.753 501.03 506.47
95% 2.131 500.45 507.05
99% 2.947 499.18 508.32
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que es un intervalo aleatorio que.no contiene parametros desconocidos. sAl igual
que en el caso de la seccion 8.4.1, la variable aleatoria pivotal esla normal estandar
Z. De acuerdo con lo anterior, un mtervalo de confianza del 100(1 - a)% para
Bx ~ pyes 5 TR

. ™~ : 2 2
. .o _ _ Ty Ty ’ -
R - ¢ X — y + Z|_a/2 \;‘ + ;-, st v (8.44)
: X Y : :

en donde el valor cuantil z,_,, es tal que P(Z < z,_,,) = 1 — a/2.
Si las varianzas o y o se desconocen pero son iguales, entonces la variable
aleatoria

~ Y~ (ux — 1y

\/—+_

tiene una distribucion ¢ de Student con & = n, + n, — 2 grados de libertad.
Al seguir el procedimiento anterior, se tiene que un intervalo de confianza del 100(1
— )% para py — fiy, €s

1 1
X =V E i _anisy \/n_ + —, (8.45)

X ny

en donde el estimado combinado de la varianza comun es

(ny — l)Si + (ny — 1)35'
Ny + ny — 2 )

2
P

Ejemplo 8.10 Se piensa que los estudiantes de licenciatura de contaduria pueden
esperar un mayor salario promedio al egresar de la licenciatura, que el que esperan
los estudiantes de administracion. Recientemente se obtuvieron muestras aleatorias
de ambos grupos de un area geografica relativamente homogénea, proporcionando
los datos que se encuentran en la tabla 8.3. Determinar un intervalo de confianza
unilateral inferior del 90% para la diferencia entre los salarios promedio para los es-
tudiantes de contaduria y los de administracion u, — u,, al egresar de la licenciatu-
ra (suponga que las varianzas o y o, son iguales).

A partir de los datos muestrales dados, pueden calcularse las siguientes cantidades:

n, = 10 my, = 14

T, = 16250 Ty = 15400

sh o= 118722222 i, = 1352307.69
=1284 772.73

= 1133.48.
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TABLA 8.3 - Salarios anuales 1mc1ales para recién graduados CLETRY s T
Contadoras' W, e T Admmutradores
$16 300 SN ©o%13200 . I 2

18 200 , 15 100

17 500 13 900

16 100 . . - 14 700

15 900 15 600

15 400 15800 —

15 800 14 900

17 300 - : 18 100

14 900 15 600

15 100 15 300

- 16200

15 200

15 400

16 600

Entonces, un intervalo de confianza unilateral inferior del 90% esta dado por

| 1
XYoo = X — loo 2 sp\/ + —
Ny ”w

en donde el valor ¢,, ,, = 1.321, ya que para la distribucion ¢ de Student, P(T <
1.321) = 0.9. Al Sustltulr los resultados numeéricos, se tiene

16 250 — 15 400 — (1.321)(1133.48) \/—— + — = 230.05.

De esta forma, un intervalo de confianza unilateral del 90% para la diferencia real
entre los salarios promedio es de $230.05.

8.4.4 Intervalos de confianza para o’ cuando se muestrea
una distribucion normal con media desconocida

Se examinara el problema de construccion de un intervalo de confianza para la va-
rianza de la poblacién o cuando se muestrea M(u, o). De la seccion 7.5, se recor-

dara que bajo estas condiciones, la distribucion de muestreo de (n — 1)S°/o" es
chi-cuadrada con n ~ grados de libertad. Entonces es posible determinar los valo-
res cuantiles Xi 2., 1 Y Xi-ar a1, tales que
. n—NnS§
P[X(_r/:. | < (—__.‘——_ < Xl w/2 n— |} = l - . (846)
O'

Puede expresarse (8.46) como

| a’ |
Pl — > S > =1 - a.
X;/:. n-1 (n - l)S- X]-a/l, el
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Entonces el intervalo

:l:(n - I)S2 (n - 1)53] v i u

xl afl. n- I . Xu/l n-t

es un mtervalo aleatono el cual contiene a o’ y a parametros conoc1dos con
una probabilidad de 1 — «. De esta forma, con base en los datos de una muestra
aleatoria de tamaflo n, se calcula el estimado s° y un intervalo de confianza del
100(1 — @)% para o’,esde(n — 1)s%/X}_asp. -y @a(n — 1)8°/X%s. »_1- Es intere-
sante notar que la variable aleatoria pivotal es (n — 1)5°/0? ya que su funcion de
densidad, dada por (7.16), no contiene ningiin parametro desconocido.

Ejemplo 8.11 Un proceso produce cierta clase de cojinetes de bola cuyo diametro
interior es de 3 cm. Se seleccionan, en forma aleatoria, 12 de estos cojinetes y se mi-
den sus diametros internos, que resultan ser 3.01, 3.05, 2.99, 2.99, 3.00, 3.02, 2.98,
2.99, 2.97, 2.97, 3.02 ¥ 3.01. Suponiendo que el diametro es una variable aleatoria
normalmente dlstrlbulda, determinar un intervalo de confianza del 99% para la va-
rianza 0'

Dado que la confianza deseada es del 99%. a = 0.01.De la tabla E del apéndice,
los valores cuantiles Xows. 11y Xows. 11 son 2.60 y 26.71, respectivamente. Para
terminar, el valor calculado de la varianza muestral es s° = 0.0005455. Por lo tanto,
un intervalo de confianza del 99% para o° es

(12 — 1)(0.0005455) (12 — 1)(0.0005455)
26.71 ' 2.60 )

(0.0002246. 0.0023079).

Como lo ilustra este ejemplo, el punto medio de un intervalo de confianza para
una varianza no coincide con el valor del estimador puntual. Sin embargo, cuando
se construye un intervalo simétrico como lo es el de la media cuando se muestrea una
distribucion normal, el punto medio del intervalo de confianza coincide con el esti-
mador puntual.

8.4.5 Intervalos de confianza para el cociente de dos varianzas cuando
se muestrean dos distribuciones normales independientes

En el medio industrial muchas veces surge la necesidad de medir y comparar las va-
riabilidades de dos procesos distintos. Supdngase que se tienen muestras aleatorias
provenientes de dos distribuciones normales con medias y varianzas desconocidas.
Sean ny y ny,el tamaiio de las muestras y S; y S? las varianzas muestrales. El inte-
Iés se centra en construir un intervalo de confianza para el cociente oy/oy de las
dos varianzas poblacionales. De la seccion 7.8, se recordara que la variable aleatoria
(Sx/o2)/(Sy/o}) tiene una distribuciéon Fcon ny, — | y ny — | grados de liber-
tad. Entonces puede escribirse
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P(a < 2X[7x Sx/ox X < b) =1-a, | @847
. Si/ay - )
en donde a y b son los valores cuantiles inferior y superior de una distribucion F tales

o

a= l/fn}a/z, n,—l.nx—f Yy b=fi_an nx—n.'ﬁ,-l'

La proposicion de probabilidad dada por (8.47) se puede expresar como

P(a<sx 0Y<b)=l—a

S2 Oy

e TR RN

2 2 2
p(-"s—'< Ir . QS—') =1-a (8.48)

Sk ok Sk

De esta manera, un intervalo de confianza del 100(1 ~ «)% para o3/} esta dado
por ;
(asy/sk, bsy/sz).

; Parailustrar, recuérdese el ejemplo8.10. Supdngase que se desea un intervalo de
confianza del 90% para o2/a. De la tabla G, los valores cuantiles son -

il

a = 1/foos 130 = 1/3.05% = 0.328,

b =fo.95. 9. 13 = 2.71.

Ya que si = 1187222.22 y si = 1352 307.69, un intervalo de confianza del
90% para el cociente a4/0o5 de las dos varianzas desconocidas es

((0.328)(1 352 307.69)/1 187 222.22, (2.71)(1 352 307.69)/1 187 222.22]

(0.3736, 3.0868).

8.4.6 Intervalos de confianza para el parametro de proporcion p
cuando se muestrea una distribucion binomial

El porcentaje de productos defectuosos de un proceso de manufactura es el bard-
metro mas importante para medir la calidad del proceso para manufacturar un pro-
ducto dado. Ya que un articulo puede estar defectuoso o no, el numero de unidades
defectuosas es una variable aleatoria binomial, si se supone una probabilidad cons-
tante e independencia. En una muestra aleatoria de tamailo n el parametro p que
representa la proporcion de articulos defectuosos es desconocido. Se desea determi-

* Por interpolacion. i
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nar-un intervalo de confianza para p. A pesar de que es posible determinarintervalos

. de conﬁahza exactos para p (vease [2]), se optara por un intervalo de confianza ba-

sado en una muestra grande. La razon de esta decision tiene sus raices en el teorema
5.1, elicual establece qué la-distribucion de una variable aleatoria bmoxmal txende
hacla una normal cuando 7 tiende a infinito. .

-Se demostro en el ejemplo 8.6 que el estxmador de maxima veros:mnhtud de p,
denotado por P, es

B P =X/n, (8.49)

en d’onde;X es binomial con parametros n'y p._,these que P es un estimador insesga-
do de p, ya que

N 1
-EP) = ;E(X) = np/n = p.

I » varianza de P se puede obtener de la siguiente forma:

1

Var(P) = Var(X/n)

1
e [np(1 — p)]

Il

p(l = p)/n. (8.50)

Recuérdese que para n grande, la variable aleatoria (X — np)/\np(l1 — p) es
_aproximadamente N(0, 1). Entonces puede demostrarse que la distribucion de

~

P—p

P(1 - P)
n

también tiende a N(Q, 1) para n grande. De esta forma, la probabilidad del intervalo

aleatorio
- [P - P) . P — P
[P ~ Zi-as2 —.(_n_)y P+ Z|~a/2 \/—(‘“’n—_)] (8.52)

es, en forma aproximada, 1 — « para n grande. De acuerdo con lo anterior, un in-
tervalo de confianza aproximado del 100 (1 — @)% para el parametro de proporcion

b, ¢€s
l:ﬁ ~ d—as \/BL____”_) P+ Zi—ap \/B(__E_)] (8.53)
n n

en donde el estimador de maxima verosimilitud p = x/n se obtiene de la muestra
aleatoria de tamaifio n.

(8.51)
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Ejemplo 8.12 Un fabricante asegura, a una compaiiia que le compra un producto
en forma regular, que el porcentaje de productos defectuosos no es mayor del 5%.
La compaiiia decide comprobar la afirmacién del fabricante seleccionando, de su in-
ventario,-200 unidades de este producto y probandolas. ;Debera sospechar la com-
paiiia de la afirmacion del fabncante si se descubren un total de 19 unidades defec-
tuosas en la muestra’? ;

La sospecha estara apoyada si existe un intervalo de confiabilidad alta para el
cual la proporcion p se encuentra completamente a la derecha del valor asegurado
0.05. Se selecciona una confiabilidad del 95%. Dado que la realizacion de la variable
aleatoria X es x = 19y n = 20, el estimado de p es 19/200 = 0.095. Al sustituir en
(8.53), se tiene

0.095(1 —-0.095) \/0.095(! —-0.095)
. - 1. e . 1.96 | ——————— |,
[O 095 — 1 96\/ 00 , 0.095 + 500

el cual resulta ser (0.5436, 0.1356). Aparentemente existe una razbn para sospe-
char de la afirmacion del fabricante, ya que el intervalo de confianza se encuentra
completamente a la derecha del valor asegurado.

Con respecto al muestreo de una distribucion binomial, un problema que surge,
en forma frecuente, es el de estimar el tamafio de la muestra necesario de manera tal
que con' una confiabilidad de 100(1 — «)% aproximadamente, el estimado del pa-
rametro de proporcion se encuentre a no méas de £ unidades de p. Dado el estimador
de méaxima verosimilitud X/n y siguiendo el mismo procedimiento de la seccion
8.4.1, puede expresarse (8.52) como

s) =] - a,

X
P( — =P
n
\/p(l - p)
£ = Z|4uf/2
n

Al resolver para n, se obtiene

n=1z1 ..p(1 — pil/e. (8.54)

en donde

Notese que en la expresion anterior n es una funcion del valor deseado de p.
Dado que éste no se conoce y, de hecho, es la cantidad que se esta intentando estimar,
lo que de manera general se hace es determinar el valor mas conservador de n. Esto
ocurre cuando la cantidad p(l1 — p) es maxima. Pero puede demostrarse que para
0 = p = 1, p(1 — p) es un maximo cuando p = 1/2. En otras palabras, el valor p =
1/2 es el que debe emplearse para obtener el tamaiio deseado de la muestra con base
en (8.54).

A manera de advertencia, los métodos presentados en esta seccion deben usarse
s6lo cuando el tamafio de la muestra es suficientemente grande. De otro modo, de-
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beran emplearse los intervalos de confianza exactos. A lo largo de estos lineamien-
tos, de nuevo debe hacerse énfasis en que se supuso que el muestreo siempre se lleva-
ba a cabo sobre una distribucién normal. La construccién de intervalos de confianza
para las varianzas es, en forma especial, sensible-a esta hipdtesis. Cualquier des
viacion sustantiva de esta hipotesis significara una pérdida de la validez de la infe-
rencia formulada con respecto a las varianzas. Por otro lado, los métodos para in-
tervalos de confianza que involucran medias son, en forma relativa, inmunes a
modestas desviaciones de la hipotesis de normalidad siempre y cuando el tamaifio de
las muestras sea grande. De esta forma, los métodos presentados de la seccion 8.4.1
ala 8.4.3, tienen una gran validez para muestras de gran tamaiio, aun si el muestreo
no se lleva a cabo sobre una distribucién normal.

Para ilustrar que el uso de la distribucion ¢ de Student sigue siendo valido para
inferencias con respecto a las medias, aun a pesar de que se muestree una distribucién
que no es normal, se simuld el siguiente experimento mediante el empleo del paquete
IMSL. Se generaron 1 000 muestras de tamaiios 15, 30 y 50, a par..; de una distribu-
cion exponencial con parametro 8 = 1. Ya que @ es la media de una variable alea-
toria exponencialmente distribuida, se emple6 (8.40) para calcular un intervalo de
confianza del 95% para ¢ para cada muestra aleatoria y se cont6 el nimero de inter-
valos que no contenian el valor supuesto de 10. Para n = 15 se encontr6 un total
de 86 de estos intervalos; para n = 30 se tienen 68 y para n = 50 se encontraron 55.

Si el muestreo se hubiese llevado a cabo sobre una distribucion normal, se
esperarian (0.05) (1 000) = 50 de estos intervalos, de entre 1 000. Parece ser que los
resultados se acercan a los esperados bajo un muestreo de una distribucion normal
conforme aumenta el tamafio de la muestra aun a pesar de que ésta no provenga de
una distribucion normal. De acuerdo con lo anterior, el efecto que se tiene por una
violacion de la hipotesis de normalidad cuando se utiliza la distribucién ¢ de Student,
parece ser pequefio, aun para un tamaiio n relativamente modesto.

8.5 Estimacion bayesiana

Hasta este momento se ha estudiado la inferencia estadistica desde el punto de vis-
ta de la teoria del muestreo, el cual se basa en la interpretacion de la probabilidad
como una frecuencia relativa. En esta seccion se estudiara el enfoque bayesiano de la
inferencia estadistica y, en particular, a la estimaciéon de parametros. Recuérdese
que el enfoque bayesiano se basa en la interpretacion subjetiva de la probabilidad, el
cual considera a ésta como un grado de creencia con respecto a la incertidumbre. El
punto de vista bayesiano considera un parametro desconocido como una caracteris-
tica con respecto a la cual puede expresarse un grado de creencia que puede modifi-
carse con base en la informacion muestral. Una inferencia con respecto al parametro
se formula con base en el grado de creencia modificado. En otras palabras, un para-
metro es visto como una variable aleatoria a la que, antes de la evidencia muestral,
se le asigna una distribucion a priori con base en el grado de creencia con respecto al
comportamiento del parametro aleatorio. Cuando se obtiene la evidencia muestral, la distri-
bucibn a priories modificada y entonces surge una distribucion g posteriori. Es esta distribu-
cién a posteriori la que se emplea para formular inferencias con respecto al parametro.
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El enfoque bayesiano para la estimacién de parametros ha sido favorecido por
muchas personas, en forma especial en aquellas situaciones en las que un parametro
no puede considerarse, en forma real, como una cantidad fija. Por.ejemplo; es pro-
bable que Ia verdadera proporcion de articulos defectuosos. que produce un proceso
de manufactura fluctie ligeramente, lo cual depende de numerosos factores, como
se mostro en el ejemplo 6.9. Es probable que la verdadera proporcion de casas que se
pierden por concepto de hipoteca varie dependiendo, en primer lugar, de las condi-
ciones econdomicas. La demanda promedio semanal de automoéviles también fluc-

tuara como una funcién de varios factores incluyendo la temporada.

8.5.1 Estimacion puntual bayesiana

En esta seccion se considerara la determinacion de estimadores puntuales baye-
sianos. Dado que se considera a un parametro como una variable aleatoria, se deno-
tara a éste por el simbolo © y con 6 a la realizacién de ©. Supongase que O es una
variable aleatoria continua® con una funcion de densidad (@ priori) incondicional
fo(6), la cual refleja la creencia a priori con respecto a la incertidumbre de O.
La informacién muestral se encuentra representada por n variables aleatorias IID
X,, X3, ..., X,, con una densidad f(x | 6) condicional comun sobre la realizacion
8 de ©. Del capitulo 7, la funcion de verosimilitud, condicional a un valor particular
0, es

L(xy, Xay ooy X, 1 0) = flx; | 0)f(x2(0) - flx,, | 0). (8.55)

Es importante hacer énfasis en que aun cuando © es una variable aleatoria, el obje-
tivo es estimar el valor particular de # para el cual la evidencia muestral que repre-
senta la funcion de verosimilitud se encuentra condicionada. Es decir, O es una
variable aleatoria no observable que puede tomar varios valores (entre ellos 8,) que
deriven el resultado muestral. Mediante el empleo del teorema 6.2 y, en particular,
de}(6.24), la densidad a posteriori de © dado el resultado muestral x = {x,, x,, ...,
Xaf s

14

Lix I 6)fo(0)
|, Ll 01satord0

fo]x) = (8.56)

Se sabe que la densidad a posteriori f(6 | x) representa el grado de creencia modifi-
cado con respecto a la incertidumbre de ©. Pero ;cOmo debe usarse la densidad a
posteriori para obtener un estimador puntual de #? Para este prop6sito, el enfoque
bayesiano** toma en cuenta una funcién de pérdida, que representa la consecuen-
cia econodmica resultante de haber escogidoa t = u(x) como el valor estimado cuando
el valor verdadero es 6. Esto es, la funcion de pérdida evalia la pérdida econémica
cuando se dice que el valor de 8 es ¢, cuando éste es 8. Una funcion de pérdida, de-
notada por (¢, #), esuna funcién no negativade ¢y ¢ de tal forma que ésta es cero

* Es mas probable que un parametro desconocido sea continuo que discreto, pero este ultimo caso
puede manejarse en forma similar.
** Para una presentacion mas completa del enfoque bayesiano se invita al lector a que consulte [6].
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solo si £ es igual a 6. Notese que la funcion de pérdida depende del parametro aleato-
rio ©; por lo tanto, ésta también es una variable aleatoria. En este momento se esta en
condxcmnes de def'mxr un estimador baywano

Deﬁnicibn 8. 8 Sea fo(0) la funcibén de densndad a priori de un parémetro e y
L(x,, x,, ..., x, }'0) la funci6bn de m4xima verosimilitud de una muestra aleatoria de
n variables aleatorias IID condicionadas sobre la realizacion 6 de ©. Ademas, sea
f(6 | x) 1a funci6n de densidad a posteriori de O, y sea I, ©) la funcién de pérdi-
da. El estimador Bayes de 0, T = w(X,, X,, ..., X,), es aquél para el cual el valor
esperado de la funcion de pérdida dada por

Ell(t, ©)] = L ¢, OO | x)do
es minimo. |

En la definicidn 8.8 es claro que para determinar un estimador Bayes, debe espe-
cificarse una funcién de pérdida. La especificaciOn de esta altima es una tarea difi-
cil, ya que las consecuencias econémicas no son faciliuente medibles. En muchos
problemas de aplicacién puede formularse un argumento razonable para utilizar una
funcién de pérdida de la forma.

It,0) = (t — 0, 8.57)

la cual se conoce como funcién de pérdida cuadrdtica o de error cuadrético. Para
una funcién de pérdida cuadritica puede demostrarse que el estimador Bayes de #
es igual a la esperanza a posteriori E(O | x),de ©. En otras palabras, la media de la
distribucion a posteriori de © es el estimador Bayes de 6 para una funcién de pérdi-
da de error cuadratico. Nbtese que ésta es una eleccidn razonable para estimar el va-
lor de la realizacion 6, ya que la media de una variable aleatoria es una medida de
tendencia central y representa el centro de gravedad de la distribucion de probabili-
dad de la variable aleatoria.

Ejemplo 8.13 Un vendedor distribuye sistemas estereofénicos, los cuales garantiza
por un periodo de dos aitios. Con base en informacion previa, el vendedor piensa que
la proporcion de unidades que seran enviadas a servicio o a reemplazo durante el pe-
riodo de dos afios tiene un valor cercano a 0.04, aunque existen ligeras variaciones
de este valor. El vendedor piensa asignar a priori una distribucion beta a la propor-
¢idn con parametros ¢ = 1y 8 = 24. Con base en una muestra aleatoria de 25
unidades, el vendedor observa dos unidades que necesitaran servicio o reemplazo
durante el periodo de dos afios. Suponiendo que el nimero de unidades que necesita-
ran, ya sea servicio o reemplazo en una muestra fija de # unidades, es una variable
aleatoria binomial, obtener el estimador Bayes de la proporcion.

En el ejemplo 6.9, se demostrd que, para las condiciones de este problema, la
distribucion a posteriori de la proporcion también es una distribucion beta con una
densidad dada por (6.36). Denotese a la proporcion aleatoria por P. Ya que los para-
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metros de la densidad a posteriori de Pson x + a yn + 8 — x, y mediante el
empleo de (5.40), la media a posteriori.

X+a ' ; ’ '

EP|x) = n+a+pB : (8'5,8)
es el estimador Bayes de la realizacion p. Antes de calcular el valor del estimador, es
conveniente comparar el estimador Bayes con el estimador de maxima verosimilitud
x/n, que se obtuvo en el ejemplo 8.6. Notese que el estimador Bayes coincide con el
de maxima verosimilitud solo si « = 8 = 0. Para este problema el resultado
muestral para n = 25 es x = 2, y los valores de los parametros a priorison « = ly
B = 24. De esta forma, el estimador Bayes es 2 + 1)/(25 + 1 + 24) = 0.06,
y por comparacion, el estimador MV es 2/25 = 0.08.

Por lo tanto, es evidente que el estimador Bayes se encuentra influenciado tanto
por el resultado muestral como por la distribucion a priori. De hecho, puede decirse
que si la distribucion a priori tiene una varianza pequeifia, lo que implica un alto gra-
do de creencia con respecto a un parametro aleatorio, entonces la media a posteriori
tendra un valor muy proximo a la media a privri. SupOngase, para el ejemplo 8.13,
que los valores de o y 3 fuesen 2 y 48 en lugar de 1 y 24, respectivamente. En-
tonces el valor de la media a priori deberia ser igual al que se dioen 2/(2 + 48) = 0.04
pero la varianza a priori debe ser, ahora, igual a 0.0007529, que es un valor mas pe-
quefio que el anterior (0.0014769). El resultado es lamedia (2 + 2)/(25 + 2 + 48)
= 0.0533 y se encuentra mas cercano al valor de la media a priori que el estimado
previo. Por otro lado, si la distribucion @ priori tiene una varianza muy grande, ésta
debe ser virtualmente plana, lo cual implica que la creencia a priori con respecto ala
incertidumbre de un parametro aleatorio es vaga. En tal caso, la evidencia muestral
debe tener mucho mas peso en la distribucion a posteriori que en la distribucion a
priori, y los estimadores de Bayes y MV deberan ser, virtualmente, los mismos.

El tamaiio de la muestra #n también tiene influencia sobre la cercania entre los es-
timadores Bayes y MV. En general, los estimadores Bayes y MV diferiran entre si
por una cantidad que es pequefia cuando se compara con [/\/n. De esta manera,
para tamafios de la muestra relativamente grandes ambos estimadores se encontra-
ran muy cercanos €l uno del otro.

8.5.2 Estimacion bayesiana por intervalo
Se puede determinar un intervalo estimado para # mediante el uso de la funcion de
densidad a posteriori del parametro aleatorio O.

Definicion 8.9 Sea f(¢ | v) la funcién de densidad a posteriori de © condicionada
sobre el resultado muestral t x = {x,. x., ..., v,}, sean a y b limites tales que

b
Pla<O <bh|x)= J SO x)db = vy, (8.59)
en donde a y b son funciones del resultado muestral x. Entonces el intervalo (a, b)

es un intervalo bayesiano tal, que Ia probabilidad de que ¢ se encuentre contenido
en (a, b) es v.
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A diferencia de los intervalos de confianza de la seccion 8.4, un intervalo baye-
siano es, en efecto, un intervalo de probabilidad. En otras palabras, puede decirse
que la probabilidad de que vy se encuentre contenido en el intervalo a, b es 6,
mientras que con un intervalo de confianza sblo puede decirse que una cantidad de
100y% * de estos intervalos contendrén el valor real de 6.

Para ejemplificar un intervalo de probabilidad bayesiano, sea X,, X, ..., X, la
muestra aleatoria de una distribuciébn normal con media u desconocida y varianza
o’ conocida. Supbngase-que la media es un parametro aleatorio al cual se piensa
asignar una distribucion normal a priori con una funcion de densidad

L ,
Inl) = — expl —(pn — wy)’/20%] —x< <,
Ty w

donde po y o, son la media y la varianza a priori, respectivamente. De la presenta-
cion previa (véa:z: ¢! zjemplo 8.7), 1a funcién de verosimilitud dada la realizacién p
es

Lx,, X3, ...y X, | ) = Qma?) "Zexp[ - (x; — n)’/26°].

Entonces, puede demostrarse que la densidad a posteriori de la media condi-
cionada sobre x también -es normal con media

mf(z,f + uoaz

EM|x) = 8.60
- ( I‘{) IIO'(Z) + o’ ( )
y varianza
Var(M | x) _ T (8.61)
= not + o’ )

De esta forma, el estimador Bayes de u para una funcién de pérdida o error cuadra-
tico esta dada por (8.60). Al igual que en el ejemplo 8.13, nétese que un valor pe-
queflo de la varianza a priori o, proporcionara un estimador Bayes para x mucho
mas cercano a la media a priori p,. Ademas, para p, y o2, fijas, conforme n crece
el estimador de Bayes tiende al estimador de maxima verosimilitud *.

Ejemplo 8.14 Recuérdese el ejemplo 8.9 en el que se determinaron los intervalos de
confianza del 90, 95 y 99% para el llenado medio x con base en los pesos de 16 cajas
de cereal seleccionadas en forma aleatoria y en donde se supuso que los pesos esta-
ban normalmente distribuidos con o = 5 gr. Debido a pequefias perturbaciones en
el proceso de llenado, supdéngase que el llenado medio es una variable aleatoria nor-
malmente distribuida con media n, = 500 y desviacion estandar o, = 1.Determi-
nar los intervalos de probabilidad bayesiana 0.9, 0.95 y 0.99 para .

Del ejemplo 8.9, ¥ = 503.75: entonces, mediante el uso de (8.60) y (8.61), los
valores calculados de 1a media y la varianza a posteriori son

" _ (16)(1)(503.75) + (500)(25)

) = 501.4634
EM | x) (16)(1) + 25 %




290 Estimacién puntual y por intervalo

y . S e 1l T LA o
RN 1Y Var(M‘x) (16)(1) + 25

e pi e

respectlvamente Dado que la denmdad a postenon de M es N(501 4634 \/ 0. 6098)
yyaqueparay 5 0.9, P(-1.645 < Z < 1.645) = 0.9, endonde Z ~ N(0, 1), se
sigue de (8.59) que un intervalo de probablhdad 0.9 para p que sea simétrico con
respecto a la media a posteriori es -

EM|x) = I 645 \/Var(Mlx

De esta forma los limites son a = E(M | x) — 1.645\/Var(M |x) y b = E(M |
x) + 1.645\/Var(M | x). Al sustituir los valores para E(M | x) y \/Var(M | x),
se obtiene el intervalo de probabilidad 0.9 (500.18, 502.75) para u. De manera simi-
lar, se calculan los intervalos bayesianos paray = 0.95yy = 0.99. Estos se en-
cuentran resusnicus en la tabla 8.4. Noétese que los intervalos de probabilidad baye-
sianos se estrechan de manera mas uniforme que los correspondientes intervalos de
confianza del ejemplo 8.9.

O 6098

8.6 Limites estadisticos de tolerancia

En la seccion 5.4 se mencionaron los limites estadisticos de tolerancia y se comento
su importancia para estimar la variabilidad de un producto. En esta seccion se de-
sarrollaran limites estadisticos de tolerancia cuando se muestrea una distribucién no
especifica de probabilidad, o cuando el muestreo se lleva a cabo sobre una distribu-
ci6én normal. Estos limites se conocen como limites de tolerancia mdependtentes de
la distribucion debido a que ésta no se especifica.

8.6.1 Limites de tolerancia independientes de la distribucion

Imagine un fenémeno aleatorio que involucre la fabricacion de un cierto producto.
Sea X la variable de medicion de este fendmeno, y sea f(x; 0) la funcion de densidad
de probabilidad de X, en donde 0 es un parametro fijo.

Definicion 8.10 Si D es la proporcion de observaciones de la variable aleatoria que
se encuentra entre los limites L, y L,, que son funciones univaluadas de las observa-
ciones de manera tal que

L
D = J;_ S, 0)dx = Fy(L,; 6) — Fy(L,;0), (8.62)
entonces L, y L, reciben el nombre de limites estadisticos de tolerancia.

TABLA 8.4 Intervalos de probabilidad bayesiana para el ejemplo 8.14

Probabilidad Limite inferior Limite superior
0.9 500.18 502.75
0.95 499.93 502.99
0.99 499.45 503.47

“ﬁ"r-ﬂ.
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son vanables aleatorias. A su vez, | la proporcxon D €s una vanable aleatoria, y la_
proposicion de probabnhdad

B C ST Bdetite
PD=d)=1y ' '
tiene un sxgmficado que se interpreta como la probabilidad y de que la propombn
de valores en la distribucién de X entre L,y L, no sea menor que d. P
Sean X, y X(n_,+1) €l r-ésimo valor mas pequeﬂo yel (n —r + 1)-ésimo valor
mas grande, respectivamente, en una muestra aleatoria de tamafio n la cual invo-
lucra a la variable de medicion X. Se ha demostrado que la proporcién de valores D
que se encuentran entre L; = X,y L, = X,,_,,, tiene una distribucién beta con
parametros « = n — 2r + 1 y 8 = 2r, sin importar la forma de la funcién de
densidad de probabilidad de X, en donde L,y L, son de orden simétrico. De esta
forma

PD=d)=1-Fgld;n—-2r+1,2r)=1v. (8.63)

La e:presion (8.63) es muy fuerte porque permite la determinacion de limites
estadisticos de tolerancia sin necesidad de especificar la distribucion de la variable
aleatoria X de interés. Estos limites se conocen como limites de tolerancia indepen-
dientes de la distribucion. Nétese que la relacion (8.63) involucra cuatro cantidades,
n, r, dyvy. Con el uso de las tablas beta el conocimiento de tres de ellas proporciona-
ra el valor de la cantidad faltante.

El principal uso de (8.63) es determinar el tamafio més pequefio de la muestra de

‘manera tal que con una probabilidad ¥ por lo menos una proporcién d de la distri-
bucidn de X se encuentre incluida entre los dos valores extremos de la muestra, X,
Yy X,,- Esto es, para r = 1, (8.63) se reduce a

PD=d)=1—-Fgd;n~-1,2) =y,

la que puede simplificarse para obtener
y=1-[nd"" = (n - Dd"], (8.64)

lo que da como resultado una expresion en la que puede aparecer la funcion de
distribucién beta como una suma si uno de los parametros de forma es un nimero
entero pequeilo (véase [1]).

En la figura 8.2 se dan varias proporciones utiles de d en funcién del tamafio de
la muestra n y la probabilidad y. Por ejemplo, si se obtiene una muestra de tamafio
25 de una distribucion con una funcién de densidad desconocida, la probabilidad de
que por lo menos el 80% de los valores de X se encuentren entre los dos valores
€xtremos de la muestra es de 0.973.

Muchas veces se buscan limites de tolerancia unilaterales de manera tal que la pro-
babilidad de que por lo menos una proporcion d de la distribucion de X sea mas
grande de un limite de tolerancia inferior o menor que un limite de tolerancia supe-
rior, sea y. Puede demostrarse, sin importar la distribucion de X, que

PD=d)=1-Fydin—r+1,r)=7. (8.65)
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FIGURA 8.2 Proporciones d como funciones del tamafio de muestra n y probabilidad .

Notese que si r = 1, la inferencia se formulara con base en el valor mas pequefio de
la muestra, X;); sir = n, lainferencia se formulara con base en el valor mas grande,
X, Puede demostrarse que, para r = 1, la expresion (8.69) se reduce a

PD=d)=1~-d"=1v.

De esta manera, al obtener el resultado para el tamafio de la muestra n, se tiene

_logl - y)
T log(d) (8.66)

La expresion (8.66) permite la determinacion del tamaflo necesario de la muestra
para que con una probabilidad y, por lo menos una proporcion d de los valores de X
sean mas grandes que el valor mas pequefio de la muestra.
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8.6.2 Limites de tolerancia cuando se muestrea una distribuciéon normal

En algunas sntuacnones la distribucion de mteres puede modelarse en forma ade-
cuada por una dmtnbucnon normal, En esta seccmn se exammaran los limites
estadisticos de tolerancna para estas situaciones.

Recuerdese que los limites estadisticos de tolerancxa ‘colocan limites sobre las
mediciones que se llevan a cabo sobre una distribucion a diferencia de los intervalos
de confianza, los cuales determinan a aquéllos donde es probable que se encuentre
un parametro desconocido. De esta forma, si el muestreo se lleva a cabo sobre una
distribuciéon My ;o) de manera tal que tanto s como o son conocidos, entonces, por
ejemplo, los limites u * 1.6450, u = 1.960, y # = 2.575¢ incluiran al 90,95y
99% de la distribucion, respectivamente. O para los limites unilaterales, el 90% de
las observaciones de la distribucion excedera el limite inferior de u — 1.280,y el
99% sera menor del limite superior « + 2.330.El Gnico problema, con toda seguri-
dad, es que no es muy comun el conocer los valores de la media u y la varianza o”.

Supéngase que sé consideran los estimadores X y S°. Dado que ambos son
variables aleatorias y estan sujetas a la variabilidad en el muestreo no es verdad
decir, por ejemplo, que el 90% de la distribucion estara contenido en <l intervalo,
X =+ 1.645S. En forma alternativa, considere el intervalo aleatorio X + kS, en
donde k es una constante apropiada perteneciente a la distribucion conjunta de X y
$%. Dado que X * kS son limites aleatorios, es imposible establecer con absoluta
certeza qué porcentaje de la distribucion estara contenido entre estos limites. En
otras palabras, al igual que con los intervalos de confianza, no es posible encontrar
un valor de & tal que los limites calculados, con base en alguna muestra aleatoria,
siempre-incluyan un porcentaje fijo de la distribucién. Sin embargo, es posible selec-
cionar un valor de k tal que si se obtienen en forma repetida muestras del mismo ta-
mafio de una distribucion normal, proporcion fija y de estos limites contendra
por lo menos un 1004% de los valores de la distribucion. Es decir, el intervalo alea-
torio X * kS tiene una probabilidad y de contener por lo menos un 100d% de la
distribucién normal muestreada. Con base en una muestra aleatoria de tamaiio n los
limites de tolerancia bilateral de un 100y% para un porcentaje 1004 de una distribu-
cion normal son ¥ = ks, endonde v es el coeficiente de confianza y d es el alcan-
ce de la distribucion. La tabla H contiene valores de k para valores seleccionados de
n,y.yd.

Muchas veces soOlo se tiene interées en los limites de tolerancia unilaterales. Por
ejemplo, en la fabricacion de pistones, si el diametro se encuentra por debajo de
cierta tolerancia, el piston debe desecharse. Sin embargo, si el diametro del piston es
mayor que cierta tolerancia, éste puede ser reprocesado hasta alcanzar un nivel acep-
table. Como era de esperarse, los valores de k para los limites unilaterales no son
iguales a los que se encuentran en la tabla H. Estos se hallan en la tabla I del apéndi-
ce para los valores de n, v, y d mas frecuentemente utilizados. De acuerdo con lo an-
terior, puede determinarse un valor de & tal que, con una confiabilidad del 100y %
de que por lo menos un 100d% de los valores de la distribucion normal seran mayo-
res que el limite de tolerancia inferior ¥ — ks, 0 menores que el limite de tolerancia
superior X + As.
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Ejemplo 8.15 En un medio muy competitivo, la disponibilidad de un producto con
respecto a la demanda es crucial para el éxito del negocio. Para determinar un limite
de toleranma superior para la demanda mensual de cierto producto, un centro co-
mercial ha recolectado lo que cree que es una muestra aleatoria dé las demandas
mensuales y la cual consiste en los siguientes datos: 129, 142, 145, 153, 136, 138,
163, 151, 146, 128, 133, 148, 144, 140, 143. Si la demanda mensual de este producto
se encuentra aproximada en forma adecuada por una distribucién normal, determi-
nese un limite de tolerancia superior con y = 0.99 yd = 0.95.

~Paray = 0.99, d = 0.95yn = 15, se obtiene de la tabla I del apéndice un va-
lor de k£ = 3.102. Con base en los datos, la media y la desviacion estandar muestral
tienen un valor de X = 142.6 y s = 9.2798, respectivamente. El limite de tolerancia
superior es 142.6 + (3.102)(9.2798) = 171.39. De esta forma, se tiene el 9% de
confiabilidad, porque el 95% de toda la demanda ser4 menor que 171.39 unidades
por mes. En otras palabras, si este centro comercial almacena aproximadamente 172
unidades del producto por mes, tendra una alta seguridad de satisfacer la demanda
mensual de este producto.

De nuevo, debe hacerse énfasis en que los limites estadisticos de tolerancia de-
sarrollados en esta seccion se relacionan con el muestreo de una distribucién normal.
Si existe alguna duda con respecto a esta hipotesis, deberan utilizarse los limites de
tolerancia independientes de la distribucion que se estudiaron en la seccion 8.6.1. Es
razonable esperar que los limites de tolerancia independientes de la distribucién sean
mas conservadores que aqueéllos basados en la distribucion normal, ya que se en-
cuentra disponible una cantidad menor de informacion.
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Ejercicios
8.1. En un experimento binomial se observan x éxitos en n ensayos independientes. Se pro-

ponen las siguientes dos estadisticas como estimadores del parametro de proporcion p:
T\, =X/nyT, =X+ 1)/(in + 2).

a) Obtener y comparar los errores cuadraticos medios para T,y T,.
b) Hacer una grafica del ECM de cada estadistica como funciones de p paran = 10y
n = 25. ;Es alguno de estos estimadores uniformemente mejor que el otro?
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Sea .X;, X,, X;, Y X, una muestra aleatoria de tamailo cuatro de una poblacién cuya
distribucion es exponencial con parametro # desconocido. De las mgmenta wtadistms,

(cuales son wtlmadorw msesgados de 0? L .
RIS TR A iy 1

can L Rl

T, =3(XII+X2)\+ iixg +‘~X4j’}%3,"?‘f"f wes

Tz = (X| 't' 2Xz + 3X3 + 4X4)/5
T=(X + X +X; + X,)/4

Demostrar que la estadistica TI, en el ejercicio 8.1, es un estimador consistente del pa-

_rimetro binomial p.

Mediante el uso del teorema de Tchebysheff, demostrar que la estadistica T, en el ejer-
cicio 8.1, es un estimador consistente del parametro binomial p.

De entre los estimadores inseégados de 8 dados en el ejercicio 8.2, determinar cual es el
que tiene la varianza mas pequefia. ; Cuales son las eficiencias relativas de los demas es-
timadores inscsgados con respecto al que tiene la varianza mas pequedia?

Sea X}, X,, X;, X,y X una muestra aleatoria de una poblacion cuya distribucion es
normal con media u y varianza o*. Considérense las estadisticas T, = (X; + X; + ---
+ X)/Sy =X + X +2X; + X, + X5)/6 como estimadores de 4. Identificar
la estadistica que posee la varianza mas pequefia.

Mediante el uso de la cota inferior de Cramér-Rao determinar la varianza del estimador
insesgado de varianza minima de @ cuando se muestrea una poblacion cuya distribucién
es exponencial con una densidad f(x; ) = (1/8)exp(—x/8), x > 0. Deduclr que el
estimador eficiente de ¢ es la media muestral.

Sea X,, X 2 ..., X, una muestra aleatoria de una poblacidn cuya distribucibn es gama
con parametro de forma conocido. Demostrar que el estimador de maxima verosimili-
tud para el parametro de escala esta dado por la expresion (8.8).

Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de una poblaciéon cuya distribucion es de
Poisson con parametro A. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de A.

Sea X,, X,, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacion cuya distribucion es expo-
nencial con parametro de escala 6. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de 6
y demostrar que éste es una estadistica suficiente para 9.

Sea X,, X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacion cuya distribucion es la de
Rayleigh, con densidad f(x; cr’) = (x/od?)exp(—x*/2¢7), x > 0. Obtener el estimador
de maxima verosimilitud de o?. ;Es ésta una estadistica para o”?

De manera equivalente a la definicion 8.7, se define el r-ésimo momento muestral con
respecto a la media, como

en donde X,, X5. ..., X, es una muestra aleatoria. Empléense estos momentos Pal;a
calcular los factores de forma muestrales para los datos dados en el ejercicio 1
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8.15.

8.16.

8.17.

8.18.
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¢ Puede formularse cualquier mferencna con respecto ala poblacnbn de interés con base
en los factores de forma? - BT ; ; . G

Repeur el ejercicio 8.12 usando los datos proporcnonados en el CJCICICIO 1.2.

La tabla 8.5 es una distribucién de frecuencias para accidentes automovilisticos recaba-
da para un estudio en California.* Asumiendo que el niimero de accidentes es una va-
riable aleatoria binomial negativa, Gsese el método de momentos para estimar los para-
metros binomiales negativos k y p. Comparar las frecuencias que se observaron con
aquéllas que se obtienen mediante el empleo de los valores estimadores de k y de p.

Los siguientes datos son una muestra aleatoria de duracion en horas, que se observaron
para un determinado componente eléctrico: 142.84, 97.04, 32.46, 69.14, 85.67, 114.43,
41.76, 163.07, 108.22, 63.28. Supdngase que la duraciébn de un componente es una
variable aleatoria de Weibull con parametro de forma a = 2.

a) Obtener un estimador de maxima verosimilitud para el parametro de escala 6.

b) El método de momentos, ;daria un :timador de @ diferente al que se obtuvo en la
parte a?

¢) Mediante el uso de su respuesta al inciso a, estimar la confiabilidad de este compo-
nente para t = 150 horas.

Mediante el uso de su respuesta al inciso a del ejércicio 8.15, obtener el tiempo para el
cual Ia confiabilidad del componente es de 0.95.

Los siguientes datos son tiempos de falla, ordenados en horas de diez componentes que
fallaran de un total de 40 en una prueba de duracion: 421, 436, 448, 474, 496, 499. 510,
525, 593, 675. Supongase que el tiempo de falla es una variable aleatoria exponencial-
mente distribuida.

a) Obtener un estimador de maxima verosimilitud para el parametro 6. o
b) Usese la respuesta de la parte @ para estimar la confiabilidad de este componente
para ¢t = 4 000 horas.

Una prueba de duracion sera terminada cuando fallen m < n unidades. Si el tiempo de
falla es una variable aleatoria de Weibull con parametro de forma conocido, obtener el
estimador de maxima verosimilitud para el parametro de escala 8.

*Mudtivariate analysis of driver accident frequencies over a period of 14 years, California Department
of Motor Vehicles, FHWA Project No. B0149, 1975.

TABLA 8.5
Nimero de accidentes Numero de conductores
0 35,068
1 13.411
2 4.013
3 1,184
4 353
5 93
6 29
7 8
8 4
9 0 mas 2
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Se desea obtener un indicador del éxito financiero de ciertas tiendas que venden articu-
los especiales en los centros comerciales de una gran ciudad. Se selecciona una muestra
aleatoria de 30 tiendas ubicadas en distintos centros comerciales y en donde el interés re-
cae en el tiempo que éstas permanecen en operacion. Se tcndrﬁ un dato slgmﬁcat.wo

“cuando se observen las primeras ocho tiendas que dejen de funcionar. Los siguientes da-

tos son el tiempo en orden ascendente, de operacnbn en meses: 3.2, 3.9, 5.9, 6.5, 16.5,
20.3; 40.4, 50.9. Supdngase que el tiempo en ¢l que permanece operando una tienda de
esta clase es una variable aleatoria de Weibull con « = 0.8. .

a) Usando el resultado del ejercicio 8.18, obtener el estimador de maxima verosimilitud
para ¢, =

b) Con base en la respuesta del inciso a4, ;cual es la probabilidad de que una tienda per-
manezca en operacion después de haber transcurrido dos aflos de su apertura? ;Des-
pués de diez afios?

El tiempo total de procesamiento para programas en tarjetas perforadas de computado-
ra se define como el tiempo que transcurre desde que se lee la primera tarjeta hasta que
se imprime la Gltima linea, y esta constituido por tres componentes; el tiempo d= espera
de entrada, el tiempo utilizado por el procesador central y el tiempo de espera de salida.

- Los siguientes datos son los tiempos totales de procesamiento, en minutos, para una

muestra aleatoria de 15 programas similares: 12.5, 5.2, 6.8, 3.6, 10.9, 12.8, 7.8, 8.6, 6.3,
6.9, 18.2, 15.4, 9.2, 10.3, 7.3. Supongase que el tiempo total de procesamiento estd mo-
delado, en forma adecuada, por una distribucién gama con a = 3.

-, a) Obtener el estimador de maxima verosimilitud para el parametro de escala 6.

8.21.

8.22.

8.23,

b) El método de momentos, ¢daria un estimado diferente de 8 al determinado en el in-
ciso a?

‘ ¢}- Mediante la respuesta del inciso a), calcular la probabilidad de que el tiempo de pro-

cesamiento sea mayor a 20 minutos.

Un fabricante de fibras sintéticas desea estimar la tensién de ruptura media de una
fibra. Disefla un experimento en el que se observan las tensiones de ruptura, en libras,
de 16 hilos del proceso seleccionados aleatoriamente. Las tensiones son 20.8, 20.6, 21.0,
20.9, 19.9, 20.2, 19.8, 19.6, 20.9, 21.1, 20.4, 20.6, 19.7, 19.6, 20.3 y 20.7. SupOngase
que la tension de ruptura de una fibra se encuentra modelada por una distribucién nor-
mal con desviacion estandar de 0.45 libras. Construir un intervalo de confianza estima-
do del 98% para el valor real de la tension de ruptura promedio de la fibra.

Con referencia al ejercicio 8.21, ;cuales de las siguientes proposiciones son apropiadas
papra la interpretacion del intervalo de confianza?

a) En la probabilidad de que la tension promedio verdadera se encuentre, los limites de
confianza son de 0.98.

b) Aproximadamente el 98%, de todos los intervalos de confianza calculados con base
en repetidas muestras de tamafio, 16 obtenidas en el proceso de fabricacion de las
fibras incluiran el verdadero valor promedio de la tension de ruptura.

¢) La probabilidad de que la tension de ruptura para cualquier fibra se encuentre fuera
de los limites de confianza es 0.02.

Mediante el empleo de los métodos de la seccion 5.9, genere 100 muestras, cada una de
tamatfio 16, de una distribucion normal con media 100 y desviacion estandar 10. Para
cada muestra constrilyase un intervalo de confianza del 95% para u. ; Cuantos de estos
intervalos contienen el verdadero valor de 100 parau? Véase el ejercicio 8.36.
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8.24.

Una tienda de donas se interesa en estimar su volumen de ventas diarias. Sup6ngase gue
el valor de la desviacion estandar es de $50. '

a)ﬁ Si el volumen de ventas 'se'\ enéﬁentraﬂaproiimado por una distﬁbudbn norfn'aly, ¢cual
debe ser el tamafto de la muestra para que con una probabilidad de 0.95 la me-
dia muestral se encuentre a no mas de $20 del verdadero volumen de Ventas prome-
. dio? ' <

\ b) Si no es posible suponer que la dlstnbucnon es normal obtener el tamaﬂo necesario

8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

8.29.

8.30.

8.31.

de la muestra para la pregunta a.

Con referencia al ejercicio 8.24, generar 100 muestras, cada una de tamaifio igual al de-
terminado en el inciso @, de una distribucién normal con media y desviaciodn estandar
iguales a 400 y 50, respectivamente, Calcular la media muestral para cada muestra.
¢Cuéntas medias muestrales se encuentran a no mas de $20 del valor conocido de p?
(Esta su respuesta de acuerdo con lo que se esperaba?

Se piensa que la diferencia entre el sueldo mas bajo y el mas alto que se paga por horaa
los mecénicos de automoviles es de $9. Si se supone que estos sueldos se encuentran, en
forma aproximada, distribuidos segiin un modelo normal, ;cual debe ser el tamafio de
la muestra para que con una probabilidad de 0.99 Ia media muestral se encuentre a no
mas de un dolar del verdadero salario por hora promedio? Contéstese la misma pregun-
ta sin suponer una distribucién normal. |

La Camara de Comercio de una ciudad se encuentra interesada en estimar la cantidad
promedio de dinero que gasta la gente que asiste a convenciones, calculando comidas,
alojamiento y entretenimiento por dia. De las distintas convenciones que se llevan a
cabo en la ciudad, se seleccionaron 60 personas y se les pregunto la cantidad que gasta-
ban por dia. Se obtuvo la siguiente informacion en dolares: 150, 175, 163, 148, 142, 189,
135, 174, 168, 152, 158, 184, 134, 146, 155, 163. Si se supone que la cantidad de dinero
gastada en un dia es una variable aleatoria distribuida normal, obtener los intervalos de
confianza estimados del 90, 95 y 98% para la cantidad promedio real.

Con referencia al ejercicio 8.21, determinar el intervalo de confianza estimado del 98%
para la tension de ruptura promedio sin suponer que se conoce la desviacion estandar de
la poblacion. {Como es este intervalo comparado con el que se obtuvo en el ejercicio
8.21?

Para verificar la sensititividad de la distribucion ¢ de Student con respecto a la suposi-
¢ion de que se muestrea una distribucion normal, generar 100 muestras aleatorias cada
una de tamafio 10 de una distribucion exponencial con ¢ = 20. Para cada muestra,
construir un intervalo de confianza estimado del 95% para la media. ;Cuantos de estos
intervalos contienen el valor medio conocido de 8 = 20? Repetir el proceso incremen-
tando el tamafio de la muestra a 30. {Existe alguna diferencia? Formular un comentario
con respecto a sus resultados. Véase el ejercicio 8.37.

Una muestra aleatoria de los salarios por hora para nueve mecanicos de automoviles
proporciono los siguientes datos (en dolares): 10.5, 11, 9.5, 12, 10, 11.5, 13, 9, 8.5. Bajo
la suposicién de que el muestreo se llevo a cabo sobre una poblacion distribuida normal,
construir los intervalos de confianza estimados del 90, 95 y 99% para los salarios por
hora promedio para todos los mecanicos. Interpretar los resultados.

Dos universidades financiadas por el gobierno tienen métodos distintos para inscribir a
sus alumnos a principios de cada semestre. Las dos desean comparar el tiempo prome-
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dio que les toma a los estudiantes conipletar el tramite de inscripcion. En cada universi-

- dad se anotaron los tiempos de inscripcion para 100 alumnos seleccionados al azar. Las

medias y las desviaciones estindares muestrales son las siguientes: -

e

ERRSREE! .z",*,’ ""é"t'f| = 50.2 - fz“: 529
N U LN= 4.8 $2 = 5.4

Si se supone que el muestreo se llevd a cabo sobre dos poblaciones distribuidas normales
e independientes, obtener los intervalos de confianza estimados del 90, 95 y 99% para la
diferencia entre las medias del tiempo de inscripcion para las dos universidades. Con
base en esta evidencia, ¢se estaria inclinando a concluir que existe una diferencia real
entre los tiempos medios para cada universidad?

Cierto metal se produce, por lo comin, mediante un proceso estandar. Se desarrolla un
nuevo proceso en el que se aflade una aleacion a la produccion del metal. Los fabrican-
tes se encuentran interesados en estimar la verdadera diferencia entre las tensiones de
ruptura de los metales producidos por los dos procesos. Para cada metal se seleccionan
12 especimenes y cada uno de éstos se somete a una tensién hasta que se rompe. La si-
guiente tabla muestra las tensiones de ruptura de los especimenes en kilogramos por
centimetro cuadrado:

Proceso

, 428 419 458 439 441 456 463 429 438 445 441 463
estdndar

Proceso
nuevo

462 448 435 465 429 472 453 459 427 468 452 447

Si se supone que el muestreo se llevo a cabo sobre dos distribuciones normales e inde-
pendientes con varianzas iguales, obtener los intervalos de confianza estimados del 90,
95y 99% para ps — un. Con base en los resultados, ¢se estaria inclinado a concluir
que existe una diferencia real entre us y un?

En dos ciudades se llevd a cabo una encuesta sobre el costo de la vida para obtener el
gasto promedio en alimentacion en familias constituidas por cuatro personas. De cada
ciudad se selecciond aleatoriamente una muestra de 20 familias y se observaron sus gas-
tos semanales en alimentacioén. Las medias y las desviaciones estandares muestrales
fueron las siguientes:

X =135 X

122
’ 5 = 15 §y = 10

Si se supone que se muestrearon dos poblaciones independientes con distribucién nor-

mal cada una, y varianzas iguales, obtener los intervalos de confianza estimados del 95

y99% para i, — u..;Se estaria inclinado a concluir que existe una diferencia real entre
9

Ky K2

Se espera tener una cierta variacion aleatoria nominal en el espesor de las laminas de
plastico que una maquina produce. Para determinar cuando la variacion en el espesor se
encuentra dentro de ciertos limites, cada dia se seleccionan en forma aleatoria 12 lami-
nas de plastico y se mide en milimetros su espesor. Los datos que se obtuvieron son los
siguientes: 12.6, 11.9, 12.3, 12.8, 11.8, 11.7, 12.4, 12.1, 12.3, 12.0, 12.5, 12.9. Si se su-
pone que el espesor es una variable aleatoria distribuida normal, obtener los intervalos
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de confianza estimados del 90, 95.y 99% para la varianza desconocida del espesor. Si no
es aceptable una varianza mayor de 0.9 mm; jexiste alguna razén para preocuparse con
base en esta evidencia?. . Dl el e T ‘ .

Medlante el uso de los datos del ejercicio 8.27, obtener un mtervalo de confianza esti-
mado del 95% para la varianza desconocida e interpretar el resultado.

Con referencia al ejercicio 8.23, construir para cada muestra un intervalo de confianza

- del 95% para o”. ;Cuantos de estos intervalos contienen el valor conocido de 100 para

8.37.

8.38.

8.39.

8.40.

o2 Este resultado esta de acuerdo con lo que se esperaba?

Para verificar la sensitividad de la distribucién chi-cuadrada con respecto a la suposi-
cion de que se muestrea una distribucion normal, repetir el ejercicio 8.29 construyendo
para cada muestra un intervalo de confianza estimado del 95% para ¢*. En relacién con
los dos tamafos de las muestras, ;cuantos de estos intervalos contienen el valor conoci-
do de o = 4007 Con base en estos resultados, comparar las sensitividades de las distri-
buciones ¢ de Student y chi-cuadrada con respecto a la hipétesis de un muestreo que se
lleva a cabo sobre una distribucion normal.

Una agencia estatal tiene la responsabilidad de vigilar la calidad del agua para la cria de
peces con fines comerciales. Esta agencia se encuentra interesada en comparar la va-
riacion de cierta sustancia toxica en dos estuarios cuyas aguas se encuentran contamina-
das por desperdicios industriales provenientes de una zona industrial cercana. En el pri-
mer estuario se seleccionan 11 muestras y en el segundo 8, las cuales se enviaron a un
laboratorio para su analisis. Las mediciones en ppm que se observaron en cada muestra
se ‘exponen en la tabla 8.6. Si se supone que el muestreo se hizo sobre dos poblaciones
independientes distribuidas normales, obtener un intervalo de confianza estimado del
95% para el cociente de las dos varianzas no conocidas o /o3. Conbase en este resulta-
do, ;se podria concluir que las dos varianzas son diferentes? ;Por qué?

Con referencia al ejercicio 8.32, construir un intervalo de confianza estimado del 99%
para el cociente o}/o3, en donde o es la varianza del proceso estandar y o3 es la va-
rianza del nuevo proceso. Con base en este resultado, ;es razonable la suposicion de que
las varianzas son iguales?

La lista electoral final en una eleccion reciente para senador, revelo que 1 400 personas

TABLA 8.6 Niveles de una sustancia toxica

(ppm)
Estuario 1 Estuario 2

10 1t

10 8

12 9

13 7
9 10
8 8

12 8

12 10

10

14

8
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« de un total de:2 500 seleccionadas aleatonamente, tnenen prefercnma por eI candndato A
~con respecto al candidato B. g ;

AZ‘{" .

a) Obtener un mtervalo de conﬁanza umlateral mfenor del 99% para la ‘verdadera pro—
porcibn de votantes a favor del candidato A. Con base en este r&sultado, bpodxia us-
ted afirmar que es probable que A gane la eleccion? ;Por qué? :

b) Supongase que se selecciona aleatoriamente una muestra de 225 personas con la mis-
ma proporciéon muestral a favor del candldato A. :,Son los r&sultados dlfercntcs alos
del inciso a)?

¢) En este caso, ;son razonables las suposiciones para los intervalos de conﬁanza apro-
ximados del 99%?-

Se recibe un lote muy grande de articulos proveniente de un fabricante que asegura que
el porcentaje de articulos defectuosos en la produccion es del 1%. Al seleccionar una
muestrz aleatoria de 200 articulos y después de inspeccionarlos, se descubren 8 defec-
tuosos. Obtener los intervalos de confianza aproximados del 90, 95 y 99% para la verda-
dera proporcibn de-articulos defectuosos en el proceso de manufactura del fabricante.
Con base en estos resultados, .qu” se puede concluir con respecto a la afirmacién del

fabncante"

8.42. Un medncomvestigador desea estimar la proporcion de hombres, en edad madura, que

8.43.

8.44.

fuman en exceso y que desarrollaran cancer pulmonar en los siguientes cinco afios. El
investigador desea seleccionar una cierta cantidad de hombres que hayan fumado por lo
menos dos cajetillas de cigarros al dia durante 20 afios y observarlos durante los proxi-
mos cinco aflos para saber cuantos desarrollan cancer pulmonar. ;Cual debe ser el ta-
mafio de la muestra que el investigador debe seleccionar de manera tal que con una pro-
babilidad de 0.95, la proporcion muestral se encuentre a no mas de 0.02 unidades de la
proporcion verdadera?

Las compailias de auditoria generalmente seleccionan una muestra aleatoria de los clien-
tes de un banco y verifican los balances contables reportados por el banco. Si una
compafiia de este tipo se encuentra interesada en estimar la proporcion de cuentas para
las cuales existe una discrepancia entre el cliente y el banco, ;cuantas cuentas deberan
seleccionarse de manera tal que con una confiabilidad del 99% la proporcion muestral
se encuentre a no mas de 0.02 unidades de la proporcion real?

El volumen semanal de ventas de una tienda de descuentos se encuentra representado,
en forma adecuada, por una distribucion normal con media desconocida u, pero con
una desviacion estandar de o = $2 000. Debido a muchas influencias de indole menor,
se cree que el volumen de ventas semanal promedio puede considerarse como una va-
riable aleatoria. Supdngase que se esta pensando asignar una distribucién normal a la
media semanal con w1, = $20 000 y o, = 3$200. Una muestra aleatoria de 16 semanas
revela un volumen de ventas promedio muestral de $21 500.

a) Para una funcion de pérdida de error cuadratico, obtener el estimador Bayes de .

b) Obtener un intervalo estimado de probabilidad bayesiano del 95% para w.

¢) Obtener un intervalo de confianza del 95% parau y compararlo con el intervalo esti-
mado en el inciso b).

d) Repetir los incisos a, b y ¢ con o, = 100. Comentar los resultados.

e) Repetir los incisos a, b y ¢ con o, = 800. Comentar los resultados.

¥/ Supéngasé que n = 64; asumiendo que X = 21 500, ;de qué forma afectarian los
cambios anteriores las respuestas dadas para los incisos a, by ¢?
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Una oficina estatal determiné que el niimero de llamadas telefonicas que recibe esuna
variable aleatoria de Poisson. Debido a las condiciores' del mercado, 1a oficina ha lle-
gado a la conclusion de que el parametro de Poisson es una variable aleatona con distri-

( bucnbn gama y parametros de forma y éscala 1guals a 20\y 4 requchvamente .'En un

8.46.
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8.49.

8.50.

8.51.

" dia; seleccionado al azar, se ‘reciben 90 llamadas telefbmcas

a) Para una funcion de pérdida de error cuadrﬁtlco, obtener el stnmador Baym del pa-
rametro de Poisson.

b) Obtener un intervalo de probablhdad bayeslano del 95% (Sugerencna empleese
(5.51).) PR S

Una compaflia constructora de hoteles se encuentra muy interesada en las tensiones.de
ruptura de los cables de acero que sostendran un pasillo por encima del vestibulo del ho-
tel. El contratista hace uso de los servicios de una organizacion independiente a la cual
da lzs instrucciones necesarias para probar los cables y determinar un limite de toleran-
cia inferior para la tension de ruptura de éstos de manera tal que, con una probabilidad
de 0.95, €l 99% de los cables tenga una tensidn de ruptura L.ayor al limite deseado. La
organizacion selecciona, en forra aleatoria, 20 cables y los prueba para determinar sus
tensiones de ruptura. Los resuitados de la prueba, en kilogramos por centimetro
cuadrado, son 2130, 2158, 2192, 2110, 2145, 2208, 2201, 2195, 2125, 2148, 2166, 2172,
2192, 2138, 2210, 2215, 2108, 2105,'2120 y 2130. Si se supone que la tensién de ruptura
es una variable aleatoria distribuida normal, obtener el limite de tolerancia deseado.

El diametro interno de un cojinete es una medida crucial en la fabricacion de éste. Con
base en una muestra aleatoria de 25 cojinetes, la media muestral fue de 3 cm y la des-
viacion estandar muestral fue igual a 0.005 cm. Obtener los limites de tolerancia bilate-
rales de manera tal que, con una probabilidad de 0.99, el 95% de los diametros de todos
los cojinetes manufacturados por este proceso se encuentren dentro de los limites de tole-
rancia. Supdngase que el diametro interno €s una variable aleatoria distribpida normal.

Supbngase que en el ejercicio 8.47 no es posible asumir una distribucién normal. Si de
los 25 cojinetes, el diametro més pequefio fue de 2.984 y el mas grande de 3.013 y se esta
interesado en un intervalo que contenga al 90, 95 0 99% de todos los diametros internos,
icudl es 1a probabilidad que puede asociarse con el intervalo de 2.984 al 3.013 para cada
uno de los porcentajes anteriores?

Supongase que no es posible asumir una distribucién normal en el ejercicio 8.46. Para la
misma probabilidad y tamafio muestral, ;cual debe ser la proporcion de tensiones de
ruptura que debe exceder el valor mas pequefio de las 20 observaciones? ;Qué tan gran-
de debe ser 1a muestra necesaria en este caso para tener la misma probabilidad y propor-
cion del ejercicio 8.46?

Supdngase que se esta muestreando una poblacién cuya distribucién de probabilidad es
desconocida. ;Cual debe ser el tamafio de la muestra necesario para que, con una pro-
babilidad de 0.99, por lo menos el 95% de los valores de la variable aleatoria de interés
esté incluido entre los dos valores extremos de la muestra?

SupOngase que se esta muestreando una poblacidén cuya distribucion de probabilidad es
desconocida. Cual debe ser el tamaiio de la muestra necesario para que, con una pro-
babilidad de 0.99, por lo menos el 97% de los valores de la variable aleatoria sea mayor
que el valor mas pequefio de la muestra?
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Prueba de hipotesis estadisticas

9.1 Introduécién

En el capitulo 8 se examiné la inferencia estadistica con respecto a la estimacién
puntual y por intervalo. En este capitulo se estudiara otra area de la inferencia: la
prueba o contraste de una hipoétesis estadistica. Como se vera, la prueba de una hi-
potesis estadistica tiene una fuerte relacion con el concepto de estimacion.

Una hipé6tesis estadistica es una afirmacion con respecto a alguna caracteristica
desconocida de una poblacion de interés. La esencia de probar una hipotesis estadis-
tica es el decidir si la afirmacion se encuentra apoyada por la evidencia experimental
que se obtiene a través de una muestra aleatoria. En forma general, la afirmacion in-
volucra ya sea a algin parametro o a alguna forma funcional no conocida de la
distribucién de interés a partir de la cual se obtiene una muestra aleatoria. La deci-
sion acerca de si los datos muestrales apoyan estadisticamente la afirmacion se toma
con base en la probabilidad, y, si ésta es minima, entonces sera rechazada.

En gran medida, el enfoque de este capitulo serd mas intuitivo que tebrico ya
que el autor piensa que desde este punto de vista el lector estara en posicion de obte-
nefr una mejor idea de la esencia de las hipOtesis estadisticas. En forma inicial se de-
sarrollaran los fundamentos para la prueba de hipotesis estadisticas. Entonces se
examinaran varias areas de aplicaciéon con respecto a medidas, varianzas y propor-
ciones.

9.2 Conceptos basicos para la prueba de hipotesis estadisticas

Para ilustrar la nocién de una hipotesis estadistica, supongase que se tiene interés en
el tiempo promedio necesario para terminar una unidad en una linea de armado.
Bajo condiciones de operacion estandares, el objetivo es tener un tiempo promedio
de armado por unidad de 10 minutos. El gerente de la planta decide continuar con el
proceso a menos que se encuentre una evidencia sustancial de que el tiempo prome-
dio no es de 10 minutos. La evidencia estara en una muestra aleatoria de tamafio
obtenida de la distribucion de interés para el tiempo de armado de una unidad.
¢Como debe decidirse si el proceso continiia en operacién?-

S TR m e
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La respuesta a este tipo de preguntas es el principal objetivo del presente
capitulo. N6tese que no es de interés, per se, la estimacién del tiempo medio desco-
nocido u, sino determinar si el valor de ues 10. En otras palabras, antes de que la™ '
muestra se obtenga, ya se ha conjeturado que el muestreo se llevar a cabo sobre una
distribucién cuya media es 10. Si la afirmaci6n es estadisticamente plausible con
base en la évidencia experimental, entonces se asumira que el valor promedio objetivo
es de 10 minutos y, por lo tanto, se dejara que el proceso contintie. Por otro lado, si
la afirmacion no esta apoyada estadisticamente por la evidencia muestral, el gerente
de la planta puede decidir detener el proceso para llevar a cabo los ajustes necesarios.

A la afirmacion de que u = 10 se le lama hipétesis nula y se escribira como:

Ho: " = 10.

Notese que con H, se ha especificado un solo valor para el parametro en cuestion.
De hecho, si una hipotesis estadistica asigna valores particulares a todos los para-
metros desconocidos e identifica la forma funcional de la distribucién de interés,
recibe el nombre de hipétesis sencilla o simple. De otra forma, se conoce como
hipotesis compuesta. De esta manera, Hy: 4 = 10 es una hipoétesis sencilla solo si se
especificaron la forma funcional de la distribuci6n de interés y los valores de los pa-
rametros' desconocidos (si es que los hay). Si la hipbtesis nula se hubiese propuesto
como Hy: u < 10 o Hy: o = 10, ésta no seria una hipotesis simple ya que no asig-
na ningén valor especifico para u.

Una hipétesis nula debe considerse como verdadera a menos que exista suficiente
evidencia en contra. En otras palabras, se rechazara la hipotesis nula de que el tiem-
po promedio de armado es de 10 minutos, s6lo si la evidencia experimental se en-
cuentra muy en contra de esta afirmacioén. Un paralelo muy cercano a esta interpre-
tacion es el de los procesos judiciales en los que el acusado es inocente hasta que no
se demuestre lo contrario. Esto es, definiendo a la hipotesis nula como ‘‘inocen-
te”’, se insiste en que se rechazara s6lo si el juicio proporciona evidencia suficiente en
contra de ésta.

A continuacion se analizan las posibles decisiones que pueden tomarse con res-
pecto a 1a hipétesis nula Hy: # = 10. Al hacer esto deben tomarse en cuenta las con-
secuencias que pueden originarse como resultado del verdadero estado de la natura-
leza: en realidad g, puede o no ser igual a 10. En forma sencilla, existen dos posibles
decisiones con respecto a H, (rechazar H,o equivocarse al rechazar H,).* Sin ém-
bargo, cada una de estas decisiones tiene las siguientes dos consecuencias con respec-
to al estado de la naturaleza: :

cuando de hecho Hpy es cierta Equivocarse cuando de hecho 1, es cierta
Rechazar H,, al rechazar H,,
cuando de hecho £, es falsa cuando de hecho H), es falsa

Si la decision es el rechazar a H,, entonces puede que se rechace algo que
es cierto (decisién incorrecta) o que se rechace algo que en realidad es falso (decisién

* La razdn de por qué se ha usado la frase *‘equivocarse al rechazar H,”" mas que ‘‘aceptar H," sera
cvidente mas adelante. -
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correcta). Si no se puede rechazar H,, entonces no puede rechazarse algo que es cier-
to (decision correcta), o no puede rechazarse algo que en realidad es falso (dedisién
incorrecta). Por lo tanto, si la decision es rechazar o equnvocarse al rechazar H,,
existen dos posibilidades de tomar una dédision équivocada’con’ rmpecto ‘al verdade-
ro estado de la naturaleza. " = %7 i it enfod o ol £ heRt L R

Cuando se' toma una deasnbn con respecto a una hip6tesis nula, dos de las po-
sibles consecuencias relativas al verdadero estado de 1a naturaleza conducen a erro-
res inferenciales. El rechazo de la hipbtesis - H, *cuando en realidad H, es cierta,
constituye lo que se denomina error de tipo I. Equivocarse al rechazar H, cuando
en realidad H, es falsa, constituye lo que se denomina error de tipo 1I. El lector
debe notar que s6lo es posible el error de tipo I cuando la decision es el rechazarla
hipétesis nula, mientras que el error de tipo II s6lo es posible cuando la decision es el
no rechazar H,. En otras palabras, si la hipbtesis nula realmente es cierta, sblo
puede cometerse un error de tipo I; si la hipotesis nula es falsa, s6lo puede cometerse
un error de tipo II. No pueden cometerse ambos errores en forma simultinea. De
manera obvia, el interés recae en la posiblidad de cometer un tipo, cualquiera, de
error. Sin embargo, es importante comprender que una decisién con respecto a una
hipotesis estadistica es un proceso inferencial, el cual siempre se encuentra sujeto a
error. La decisibn de rechazar H, no necesariamente significa que H, sea falsa;
pero la evidencia muestral con base en la cual se toma la decision proporciona un
grado de confiabilidad (paralelo al de la estimacion de intervalo) con el que puede
procederse como si H, fuese falsa.

Es necesario tener alguna cantidad que mida la posibilidad de cometer alguno de
estos errores. Esta medida es una probabilidad.

Definicion 9.1 La probabilidad de rechazar H,,dado que H, es cierta, se define .
como la probabilidad (o tamaiio) del error de tipoly sedenotapor a, 0 < a < 1.

Definicién 9.2 La probabilidad de no rechazar H,, dado que H, es falsa, se define
como la probabilidad (o tamafio) del error de tipo II y se denota por3, 0 <8 =< 1.

Por lo tanto, las probabilidades de los errores de tipo I y tipo II estan dadas por
las proposiciones

P(rechazar H, | H, es cierta) = o 9.1)

P(no poder rechazar H, | H, es falsa) = B. 9.2)

Notese que tanto « como 3 son probabilidades condicionales. No pueden obte-
nerse las probabilidades de los errores de tipo I y tipo II en un sentido absoluto, de-
bido a que el estado de la naturaleza no es conocido. Mas bien, puede calcularse la
probabilidad « de rechazar H, sélo si se asume que H, es cierta, o la probabilidad 8
de equivocarse el rechazar H,, si se asume que H, es falsa.

Cuando una‘afirmacion se incorpora en la proposiciéon de 1a hipotesis nula, se ne-
cesita una regla que indique qué decision tomar con respecto a H,, una vez que se en-
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cuentra disponible la evxdencxa muestral Esta regla recxbe el nombre de prueba de
una. hxpétws estadist.u:aﬂ ol e o C

S nsRn L :
Deﬂmclbn 9, 3 Una prueba de una hlpbte31$ estadistlca con respecto a alguna ca-
racteristica desconocida de 1a poblaclbn de interés’es cualqmer regla para-decidir si
se. rechaza la hlpbtes1s nula con, base en una muestra aleatona dela poblaclbn

g PIT

- La declsnén se basa en alguna estadistnca apropxada la cual reclbe el nombre de
estadistica de prueba. Para ciertos valores de la estadistica de prueba, la decisi6bn
sera el rechazar la hip6tesis nula. Estos valores constituyen lo que se conoce como la
region critica de la prueba. Por ejemplo, recuérdese la hip6tesis nula H,: u = 10.
Para un tamaiio n dado de la muestra, supéngase que se decide rechazar H, sise ob-
serva un valor de la media muestral X que sea mas grande que 12. Entonces, X es
la estadistica de prueba, el valor X = 12 es el valor critico, y el conjunto de valores
mayores que 12 ~on<tituyen [a regién critica de la prueba.

Para mostrar en forma grafica la region critica, supongase que 7 es suficiente-
mente grande de manera tal que la distribucién de muestreo de la estadistica de
prueba X, dado que H, es cierta, es esencialmente una distribucién normal. La fi-
gura 9.1 muestra la region critica como el area sombreada a la derecha del valor
critico X = 12.El 4rea de la regién critica es igual al tamailo del error de tipo I. En
otras palabras, P(X > 12|u-= 10) = . La interpretacioén de a es analoga a la de
10s intervalos de confianza. Esto es, la probabilidad « es s6lo una referencia con respecto
a laregibn X > 12 involucrando a la variable aleatoria X, dado que x = 10.
Pero la decision de rechazar H, se tomara cop base en una sola muestra de tamafio
n, a partir de Ia cual se calculara el estimador de X. De esta forma, si ¥ > 12,
esto no significa que la probabilidad de que H, sea correcta es a; mas bien, esto
implica una interpretacion de frecuencia para « cuando se toman muchas muestras.
En otras palabras, si el valor de u es realmente 10, y si se tomasen en forma repetida
muestras de tamafio 7 de la poblacién, debe esperarse que en un 100a% de las veces,
se encuentre un valor de la estadistica de prueba X mayor que 12, y de esta forma debe

F) Funcién de densidad de X bajo Hy

RegioOn critica de
tamaiio a

=l

10 12

FIGURA 9.1 La region critica como un area
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rechazarse la hipétesis nula. Sé6lo en este sentido puede decirse que la confiabilidad
al rechazar H,, cuando el estimador X’ > 12 es 1gual al complemento del error a: de tipo

R s i ioboug sup

Pam constrmr una regla de deasnbn aproplada en la prueba de una. hipGtesis
estadistica, también es necesario’ establecer una hipétesis alternativa que refléje-el:
valor posible o intervalo de valores del parametro de interés si la hipbtesis nula es.
falsa. Esto es, la hipotesis alternativa representa\alguna forma de negaci6n de la hi-
potesis nula. Generalmente la hip6tesis alternativa se representa por H, y puede ser
simple 0 compuesta. A pesar de que no se pretende una generalizacién, en muchas
ocasiones es deseable establecer una hipétesis nula que sea més especifica que la al-
ternativa. De esta manera, la hip6tesis nula es simple en forma general, mientras que
la alternativa es una hip6tesis compuesta. Por ejemplo, supongase que el gerente
de la planta sospecha que el tiempo de armado promedio es mayor de 10 minutos.
Entonces las hip6tesis nula y alternativa apropiadas podrian ser

Ho: n = 10,

Hy: p > 10.

La razén de ello es que si la evidencia muestral no apoya el rechazo de la hipotesis
nula, entonces el gerente de la planta podria proceder como si H, fuese cierta. De otra

- manera, la sospecha podria justificarse y entonces puede ser necesario emprender al-

guna accibn para corregir la falla.

. Deacuerdo con la definiciébn 9.3, el procedimiento de prueba se construye de ma-
nera tal que la hip6tesis nula sea o no rechazada. En este sentido, se dice que H, es
la hip6tesis a ser probada. Sin embargo, con la inclusién de la hip6tesis alternativa,
puede ser mas descriptivo decir que probar una hipotesis estadistica es proporcionar
una decision entre H, y H,. Por ello debe ejercerse una precaucion extrema al es-
tablecer las hip6tesis nula y alternativa.

Se regresara a la analogia del proceso judicial para proporcionar una idea mas
clara sobre la materia. Si la hipotesis nula es ‘““inocente’’, entonces, con toda seguri-
dad, la hip6tesis alternativa es ‘‘culpable”’. El rechazo de la hip6tesis nula implicaria
que el juicio ha sido capaz de proporcionar suficiente evidencia para garantizar un
veredicto de culpable. Por otro lado, si el juicio no presenta evidencia sustancial, el ve-
redicto sera inocente. Esta decisién no implica necesariamente que el acusado sea
inocente, mas bien hace énfasis en la falta de evidencia sustancial necesaria para
condenar al acusado. Por lo tanto, en cierto sentido un veredicto de culpable (el
rechazo de H,) debe considerarse como una decision mas fuerte que un veredicto
de inocente (equivocacion al rechazar H,), lo cual surge del principio judicial general-
mente aceptado de que es peor condenar a una persona inocente que dejar ir a una
culpable. Si el veredicto es culpable, se desea tener un grado muy alto de seguridad
de que no se va a condenar a una persona inocente. Por lo tanto, en muchas si-
tuaciones el error de tipo I se considera como un error mucho mas grave que el error
de tipo II.

En la prueba de hipétesis estadisticas el enfoque general es aceptar la premisa
de que el error de tipo I es mucho mas serio que el error de tipo II, y formular las hi-
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potesis nula y alternativa de acuerdo con lo anterior. Como resultado se tiene que
muchas veces se selecciona con anticipacidn el tamafio maximo del error de tipo I
que puede tolerarse y se intenta construir un procedimiento de prueba que minimice
el tamafio del error de tipo I En otras palabras, no es posible fijar tanto a acomo a
By disefiar alguna regla de decisién para probar H, contra H,, dada una muestra
aleatoria de tamaiio n. Es por esta razbn que se dice ‘‘equivocacion al rechazar H,”
més que *“‘aceptar H,” cuando la evidencia muestral no apoya el rechazo de la h1p6-
tesis nula. -

. Un principio sencillo y razonable al obtener reglas de decision para la prueba de'
hipotesis estadisticas es seleccionar aquel procedimiento de prueba que tenga el ta-
maiio més pequeflo para el error de tipo II entre todos los procedimientos que ten-

gan el mismo tamafio para el error de tipo I. En este contexto debe notarse que el va-
lor de a no puede hacerse muy pequedto sin que se incremente el valor de 8. En otras
palabras, para una muestra de tamaiio n dado, el tamaiio del error de tipo II nor-
malmente aumentara conforme el tamaifio del error de tipo I disminuya. Lo que, en
forma general, se hace en la préctica, es ajustar el tamafio del error de tipo I cambiando
el valor critico de la estadistica de prueba para asi alcanzar un balance satisfactorio entre
los tamailos de los dos errores. Sin embargo, cuando se hace esto debe tenerse en mente

el maximo tamafio del error de tipo I que puede tolerarse en una situacion en particular.

Por ejemplo, recuérdese de nuevo la hipotesis nula H,: « = 10 contra la hipotesis
alternativa H,: u > 10. Entonces 8 es igual a la probabilidad de equivocarse al
rechazar H, cuando H, es cierta. Al igual que antes, sea X la estadistica de prueba.
La figura 9.2 muestra como, mediante el cambio del valor critico de 12 a 11, el tama-
fio de error de tipo I disminuye (€ste se encuentra por debajo de la curva queesta ala
izquierda en ambos casos), pero crece el tamailo del error de tipo II (este se muestra
bajo la curva que se encuentra a la derecha en ambos casos).

La probabilidad a del error de tipo I también se conoce como el nivel de signifi-
cancia estadistico. En este contexto la palabra *‘significancia’’ s6lo implica que la

B e T SO

f(x|Ho) f(x|Hy) f(x |Hp) f(x |Hy)
f(x) f(x)
! |
| |
I I
| A | _-a
Ny
o\ / 1
10 11 10 12 x
a) Valor critico = 11 b) Valor critico = 12

FIGURA 9.2 El efecto sobre a y B8 al cambiar el valor critico
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evidencia muestral es tal que garantiza el rechazo de H, a un nivel dado de a. En
consecuencia, la frase ‘‘El rechazo de H, es estadisticamente discernible a un nivel
dado a" es més apropxada Un ejemplo ilustrara los conceptos anteriores. o

Ejemplo 9.1 Supbngase que puede tolerarsc un tamafio del error de tipo I hasta de>

0.06 cuando se prueba la hip6tesis nula
. s B N

Hy:p =10
contra la hipotesis alternativa
‘ ﬁ H |: ﬂ, > 10

para el problema del tiempo de armado. Supbngase que la distribucion del tiempo
necesario para armar una unidad es normal con desviacion estandar o = 1.4 minu-
tos. Se observan los tiempos de armado de 25 unidades seleccionadas aleatoriamente
y escoge la media muestral X como la estadistica de prueba. En particular, se desea
comparar las siguientes regiones criticas.

Prueba A: Rechazar H, si X > 10.65
Prueba B: Rechazar H, si X > 10.45
Prueba C: Rechazar H, si X > 10.25

para determinar cual de éstas satisface el tamaiio del error de tipo I que puede tole-
rarse y cual tiene el valor mas pequeiio de 8 entre las tres.

Para determinar la probabilidad del error de tipo I, se asumira que H, esciertay
se calculara

PX>clp=10) = a,

en donde c es el valor critico, o frontera de la region critica. Ya que se asume que el
muestreo se lleva a cabo sobre una distribuciébn normal, bajo H,, X ~ N(10, 1.4/4/25).
Por lo tanto, para la prueba A

I

P(X > 10.65 | = 10)

PIZ > (10.65 — 10)/0.28 | u = 10]
P(Z>2.32|pu = 10)

0.0102.

24

i

De manera similar, para la prueba B

a=PX >1045|p = 10) = P(Z> 1.61 | x = 10) = 0.0537,
y para la prueba C
a=PX>10.25|u = 10) = P(Z>0.89|u = 10) = 0.1867.
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Noétese que el tamafio del error de tipo I para la prueba C es mayor al limite impues-
to de 0.06, mientras que para las pruebas A.y B, éste es menor que el limite dado.
Puesto que. C no reune. los requisitos, no sera ya considerada. -

- Yaquenila prueba A ni la B han violado el tamafio maximo del error de tipo I, se
determinard cual de estas dos tiene el tamafio mas pequefio para el error de tipo II.
Recuerdese que la ocyrrencia de un error de tipo II implica que H, es falsa. Enton-
ces, para un tamafio de la muestra y un valor maximo de « dados, el tamafio del

error del tipo II seré, en forma estricta, una funcién del intervalo de valores del pa-
rametro desconocido como se encuentran especificados en la hlpbtesm alternativa.
En otra palabras

B(w) = PX < c|p>10).

En particular, supbngase que el valor real de u és igual a 10.4. Entonces, para la
prueba A

B(10.4) = P(X < 10.65 | p

H

10.4) = 0.8133,

10.4) = P(Z <0.89| p

mientras que para la prueba B

104) - P(Z=<0.18)pu

B(10.4) = PX <1045 | 10.4) = 0.5714.

De esta forma, si & = 10.4, la probabilidad de que la prueba A se equivoque al
rechazar la hipOtesis nula de que . = 10 es de 0.8133, y la correspondiente proba-
bilidad para la prueba B es de 0.5714. Para este valor particular de la hipétesis alter-
nativa, la prueba B es mejor que la A.

Al ilustrar el intervalo de valores de las probabilidades 8 para estas dos pruebas,
se contintia el proceso de calcular el tamaiio del error de tipo 1I para otros valores
representativos. En la tabla 9.1 se da la informacién pertinente. Posteriormente se
ilustrara que para una hip6tesis alternativa dada y un tamaiio fijo del error de tipo 1,
puede reducirse el tamafio del error de tipo 11 mediante el incremento del tamaiio de
la muestra.

:Con base en la informacién proporcionada en la tabla 9.1, pueden formularse las
siguientes observaciones. Conforme el tamaiio del error de tipo I disminuye (prueba
A), el tamaiio del error de tipo 11 aumenta. Si la afirmacidn propuesta por la hip6te-
sis nula es falsa pero difiere muy poco del verdadero valor, la opcion de no rechazar
H, es alta. Sin embargo, si la hipbtesis nula es falsa por una cantidad muy grande,
la probabilidad de equivocarse al detectar su falsedad es pequefia. De esta forma, al
comparar las pruebas A y B, si puede tolerarse un tamafio del error de tipo I hasta de
0.06, entonces la prueba B es mejor que la A debido a que sus probabilidades 8 son,
de manera uniforme, mas pequefias que las de la prueba A.

MRS T IR L
TABLA 9.1 Probabilidades para el error de tipo 11 para las pruebas A y B

1 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 1.2 1.4

Prueba A 0.9463 0.8133 0.5714 0.2946 0.1056 0.0250 0.0037
Prueba B 0.8133 0.5714 0.2946 0.1056 0.0250 0.0037 0.0003
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9.3 Tipos de regiones criticas yla funclon de potenclav S adEAY

- Con anterioridad se sugiri6 que es deseable establecer una hipOtesis; nuIa'simpIe De
hecho, también es deseable establecer una hipoGtesis alternativa simple ya que sblo en este
caso es posible determinar valores tinicos de los tamafios de los €ITOreS’ tipo Iy: dpo ) | 53
Con el propbslto de ilustrar lo anteriof, recuérdese el ejemplo 9.1. Supbngase que pard
éste: tamblen se ha formulado la siguiente hipdtesis alternativa H,: p. = 10.8. En-
tonces para las pruebas Ay B, los tamafios de los errores de tipo I permaneceran en
0.0102 y 0.0537, respectivamente. Pero en este caso la probabilidad del error de tipo
11 para cualquiera de las pruebas tendré un solo valor mas que un intervalo de valo-
res, como en el ejemplo 9.1. Sin embargo, debe notarse que una hip6tesis alternativa
simple puede tener una aplicacion real limitada. De acuerdo con lo anterior, se pro-
cedera bajo la hipotesis de que la hipbtesis nula es simple y la alternativa compuesta.

En este contexto se desean estudiar 10s tipos de regiones criticas que pueden sur-
gir. ConsicGérese la hipdtesis nula simple.

Ho: = 00

-con respecto al parametro de interés 6, cuando se muestrea una distribucion cuya
f\uncic')n‘_de densidad de probabilidad es f(x; 6), en donde 6, es el valor pro-
puesto de 6. Si la hipétesis alternativa es de la forma.

H,:0>6,

H,:0<6,,

Se dice que H, es una hipdtesis alternativa unilateral, debido a que los posibles valo-
res de 9 bajo H, se encuentran a un lado del valor propuesto bajo H,. La region
critica también recibe el nombre de region de rechazo unilateral debido a que es,
en forma intuitiva, razonable rechazar H, para los valores de una estadistica de
prueba apropiada que, si H, fuese cierta, son extremos en la direccién que especifi-
ca la hipotesis alternativa. Vale la pena notar que la hip6tesis alternativa debe for-
mularse sOlo si el valor de uno de los parametros que se encuentre en el lado opuesto,
no tiene sentido para el investigador. De otro modo, debe establecerse una hipdtesis
alternativa bilateral. Esto es, si la hipOtesis alternativa no proporciona una direccion
con respecto al valor propuesto de 6,, entonces se dice que H, es una hipbtesis alter-
nativa bilateral de la forma

H;: 0 +#6,.

Una hipétesis alternativa bilateral implica la existencia de una region critica
bilateral* ya que H, incluye valores de # que se encuentran a ambos lados del valor
propuesto de 6,. Para este caso, la decision se inclina a rechazar la hipotesis nula
para aquellos valores de la estadistica de prueba que, si H, fuese cierta, son extre-
mos en cualquier direccion.

* En formh general, una region critica bilateral es simétrica; las dos partes de la region se seleccionan de
tal manera que el area bajo cada una de las regiones sea igual.
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TABLA 9.2 Potencias de las pruebas A y B.para el ejemplo 9.1 :. , Ais

I 102 ' 104 106, 108 n.q;jj; L2 1,

oy

Prueba A 0.0537 .. 0.1867 ;,7ic 04286 ,: 07054  0.8944 |5/0.9750. . 0.9963
Prucba B 0.1867 . 0.4286.. 07054 08944 09750 0993 - 0.9997

Si se asume una hipoOtesis alternativa compuesta, es necesario generalizar los me-
dios por los cuales se puede evaluar la interpretacion de una prueba dada, en forma
especial cuando se compara ésta con otras pruebas. Como se ilustra en el ejemplo
9.1, el tamafio del error de tipo II varia para los diferentes valores de 0 de la hipote-
sis alternativa cuando K, es compuesta. De esta forma el tamaio del error détipo ID>
se obtiene como una funci6tn de los valores alternativos de 6 bajo H,. Debe notarse
que B(09) se conoce como la funcién caracteristica de operacién, y cuando se grafica
B(6) para diversos valores de # de H,, se obtiene una curva caracteristica de opera-
¢ién (CO). ,

Dado que B(0) es la probabilidad de que un valor de la estadistica de prueba no
se encuentre en la region critica cuando H, esfalsa, entonces 1 — B(6) representa la
probabilidad de que un valor de la estadistica de prueba se encuentre dentro de la re-
gion critica cuando H, es falsa. Esta probabilidad se conoce como la funcion poten-
ciadela prueba En otras palabras, las funciones potencia y caracteristicas de opera-
¢ibn son complementarias.

Definién 9.4 La funcion P(8) = 1 — B(6) recibe el nombre de funcién potencia y
representa la probabilidad de rechazar la hip6tesis nula cuando ésta es falsa; es de-
cir, cuando el valor del parametro de H, es cierto.*

En esencia, la potencia de una prueba es la probabilidad de detectar que H, es,
en forma verdadera, falsa; de aqui el uso de la palabra ‘‘potencia’’. Como ilustra-
cién, recuérdese el ejemplo 9.1. Los complementos de las probabilidades de los erro-
res de tipo II que se encuentran en la tabla 9.1 son las potencias de las pruebas A y B
para los valores indicados de u cuando se prueba H,: o = 10 contra H,: u > 10.
Estos valores se encuentran en la tabla 9.2. De esta informacion, es evidente que’la
prueba B es mas poderosa que la prueba A. Pueden graficarse las funciones caracte-
risticas y de potencia de las pruebas A y B contra los valores de u, dando las curvas
caracteristicas de operacion y de potencia que se ilustran en la figura 9.3.

Recuérdese que para un « fijo y una hipotesis alternativa dada, puede disminuir-
se el tamafio del error de tipo I si se incrementa el tamafio de la muestra. Por lo tan-
to, se desprende que la funcién de potencia aumentara conforme aumenta el tamaiio
de la muestra. Como ilustracion, considérense las pruebas A y B del ejemplo 9.1
para las que el tamafo de la muesira se aumenta hasta un valor de 50. Dado qué
se insiste que los tamafos del error de tipo I siguen siendo los mismos para las

* Si H, es cierta, algunos autores definen la potencia para ser igual al tamano del error de tipo 1.
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Py By, e
1.0F 1.0 <
08l - B 0.8
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a) Curva de potencia b) Curva CO

FIGURA 9.3 Comparacic'm\de las funciones pqtencia y caracteristica de operacién para Ay B

pruebas A y B, sus valores criticos pueden disminuir de valor debido al incremento
en el tamafio de la muestra. En particular, pra la prueba A

PX > calp = 10) = 0.0102,

o
_C_'A;_O_ =232,
1.4/4/50
ca = 10.46.

De manera similar, para la prueba B

P(X > cg|p = 10) = 0.0537,
y cg = 10.32. La tabla 9.3 contiene informacion comparable con la de las tablas 9.1
y 9.2 para n = 50.

También puede mostrarse la potencia para diferentes valores de p relativos a la
distribucion de muestreo de la estadistica X. Considérese, por ejemplo, la prueba B,

TABLA 9.3 Potencias y probabilidades 3 de las pruebas A y B para n = 50

I 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11.2 11.4

Prueba A " P(u)r  0.0951  0.3821 0.7611 0.9573 0.9968 0.9999 =1
Bluy 09049  0.6179 0.2389 0.0427 0.0032 0.0001 =0

Prueba B P(u) 0.2709  0.6554 0.9207 0.9922 0.9997 = 0 = (l)

B(p)  0.7291  0.3446 0.0793 0.0078 0.0003
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f(¥) R
S p=10.05 . ° T

Potencia = 0.0869

10 10.32
£(3)
n=104
Potencia= 0.6554
]

10 10.32

f(x) )

=108
Potencia = 0.9922

10 10.32

FIGURA 9.4 Probabilidades de rechazo de H, para la prueba B (n = 50)

en la que el valor critico es ¢y = 10.32 paran = 50. La figura 9.4 muesra la distri-
bucion de X para distintos valores de . > 10, en donde el 4rea sombreada es la po-
tencia o la probabilidad de rechazar H,. Notese que conforme el valor de i se aleja
del valor propuesto bajo H,.la potencia de la prueba aumenta. '

9.4 Las mejores pruebas

En la altima seccion se determind que la evaluacién de la prueba de una hipoOtesis
estadistica debe hacerse con base en su funcion de potencia. En esta seccion se regre-
sara al problema igualmente importante de cOmo construir una buena prueba. En un
sentido teodrico, el método para construir buenas pruebas es mas claro cuando tanto
las hipOtesis nula y alternativa son simples o cuando ambas son cumpuestas. En este
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punto, se conmderaré un teorema para construlr las mejores pruebas en el caso sen-
.cillo de H0 contra H L Este teorema tamblen tlene alguna aplicacibn en casos mas
préctxcos.‘ PN S T

Sea X;, Xz,\\. - . X, una muwtra aleatona de tamafio n de una poblaclbn cuya

\func16n (denmdad) de probablhdad es f(x 0) y consxderese la hlpbtws

.‘ ) ’ Ho 0 = 00
contra
H|: 6= 0|,

en donde se especifican 6, y 6,. Supbngase que « es el tamafio maximo del error de
tipo I que se puede tolerar. Entonces la mejor prueba para H, contra H, es aquélla
que tiene el tamafio mas ‘pequefio del error de tipo II (y de esta forma la mayor po-
tencia) de entre todas las pruebas que tengan un tamaiio del error de tipo I no mayor
que a. Se pueden determinar las regiones criticas para estas pruebas mediante el uso
del siguiente teorema, el cual se conoce como lema de Neyman-Pearson:

" Teorema 9.1 Si existe una region critica C de tamafio o y una constante positiva k
tal que:

Lo(xy, x5, ..., x,,} 00)
L\(x,, x5, ..., x,; 6))

= k interior C,

VLO(xla x2a .. xln 00)
Li(x), x5,y ..., X, 0))

=k exterior C,

entonces C es-1a mejor region critica de tamafio « para probar Hy: 6 = 6, contra
H,: 9 = 6,,endonde L,y L, son las funciones de verosimilitud relativaa H, y H,,
respectivamente.

La demostracion del teorema 9.1 se encuentra mas alla del alcance de este libro.
Sin embargo, puede aclararse la utilidad de este teorema mediante los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 9.2 Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una distri-
bucién normal con media x desconocida y varianza o conocida. Determinar la me-
jor region critica de tamaiio « para probar

Ho: p = pyo
contra
Hy:p=uw,

en donde 1, > wy,.
Bajo H, la funcion de verosimilitud es

i

Lo(Xy, X0 ooy X3 o) = (V2w 0) ™" exp[—Z(x.- - uo)z/ihfz}’



316 Prueba de hipotesis estadisticas

y bajo H, ésta es

i i) = VB ] S - 2] ]

[3

e

Entonces, de acuerdo con el teorema 9 1 la mejor regibn critica es aquella para la i
cual "

exp[—E(xi - #0)2/202]

CXP[ - 20— #.)2/202]

Esta desigualdad puede escribirse como

“% [2& #N-Zm—uﬁh < k. 9.3)
la cual, después de tomar los logaritmos, se reduce a

SO — ) = D — ) < 20%n(k). 9.4)

;
{

El lado izquierdo de (9.4) se simplifica de la siguiente manera:

Z(X.- - .U-l)2 - Z(Xi - .U-o)2 = fo - 2#.2)6; + ”.U-% - ZXT + 2.“'02xi - ".U-g
n(ud — u3) — 2Api — po) i

Sustituyendo en (9.4) se tiene

"(l-‘-f - .U-(z)) - 2(p — ,U-o)z-\’,- = 20’2111(/(),

=2y — .U-())in < 20%n(k) — n(py — po).

Puesto que p, > up, la cantidad —2(u, — o) es negativa; asi que

2 2
. n(pi — py) = 20° In(A)
2 2(py — po)

n(p? — ud) — 207In(k)
2y — o) '

9.5

La expresion (9.5) define la forma de la mejor region critica para probar Hy: u
= uy contra H;: u = u, endonde u, > uy. De manera sencilla, la mejor re-
gion critica es el extremo derecho de la distribucion de muestreo de X bajo la hipote-
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sis nula. Para un o dado, el valor critico . X,- puede,. encontrarse medlante una-
eleccion apropiada de la constante posmva K, de manera tal que »

- . I
N PR P

s . '.",’.{," S M

En parncular, supdngase que se escoge un tamaiio del error de tipo I 1gual ao. 05
Entonces el valor critico de xo es tal que i \

P(X =X ' p= Il-o)
Ya que bajo H,, X tiene una dlstrlbuc1on normal con media wo y desvnacnén utén—
dar o/ V/n, entonces DA | ;

‘ yO©w Qs '-JGL,\.’K A7 ov

rsoss

= =005 '~ Lo~
o/ \/n ) ' A
pero
P(Z=1.645|u = pg) = 0.05,

en dbnde Z ~ N(0, 1). De acuerdo con lo anterior, el valor critico de X, es tal que:

Xo — Mo

= 1.645,
s O’ \/n

U Lto- g ~_l.6450'+
L RV A

Por lo tanto, se rechazaraa Hy: o = p, en favorde H,: p = p, > po cada vez
que un valor de X sea = (1.645¢/\/n) + po.

Es importante que el lector note que la forma de la meJor reglon critica, como
esta dada por (9.5), para probar H,: n = po contra H;: p = pm, esindependiente
del valor de p,; siempre que u, > po. En otras palabras, para toda g > w4 la
mejor region critica en la prueba de H,: u = po es el extremo derecho de la dis-
tribucion de muestreo de X. Asi, laexpresion (9.5) en realidad da la forma de la me-
jor region para probar la hipotesis nula simple H,: & = po contra la hipotesis
alternativa compuesta H,: p > po. Esta mejor region critica recibe el nombre de
regién (o prueba) uniformemente mds potente para probar H,: p = py contra
H,: u > po. Los comentarios anteriores seran generalizados con la siguiente defini-
cion de la mejor prueba.

Definicion 9.5 Se dice que una prueba de la hipotesis Hy: 8 = 6, es la prueba
uniformemente mas potente de tamaiio « si ésta es por 1o menos tan poderosa, para
cualquier valor posible @ de la hipotesis alternativa, como cualquier otra prueba de
tamafio <a. Esto es, la funcion de potencia de esta prueba es, por lo menos, tan
grande como la de cualquier otra prueba de tamafio <a para cualquier valor 6 dela
hipoétesis alternativa.
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-+En forma desafortunada no siempre existen las pruebas uniformemente més po-
tentes. Como se ilustrd en el ejemplo 9.2, se puede usar el lema de Neyman-Pearson
para determinar la prueba uniformemente mas potente para cierto nimero de situa-
ciones de interés practico en las que la hipdtesis alternativa es compuesta pero umla-
teral. . P SR —

Ejemplo 9.3 ‘Sea X,, X;, ..., X, una muestra aIeatona de tamaﬁo nde una
distribuciébn gama con parémetro de escala @ desconocidos y parametro de forma
a.* Determinar 1a mejor regién critica de tamafio o para probar :

‘ | Hy: 0 = 6,
contra

Hy:0 =0,

en donde 6, < 6,.

Se procedera en forma similar a la del ejemplo 9.2. Bajo H, la funci6n de verosi-
militud es

Lo(xy, Xas oons X3 80) = (D(@)681 " |1 x4 exp(— > x.-/oo>,

y para la hipOtesis alternativa ésta es

Lixy, x2,..., x,; 8)) = [[(@)8) " H x4 exp(—z x,-/o,).

i=1 i=1

Con base en el lema de Neyman-Pearson, la mejor regién critica es aqueélla para la

cual
exp( > xi / 00)
oo 31

2x 2
exP(‘—""_) < (60/6,)

6o 6,

exp[(a - E())Zx] = (60/6))"k

{6, — 01)/0001]in < Infk(6,/6,)™}.

A
»

Esto es

* Se ha optado por denotar el parametro de forma de la distribucidn gama con a en lugar de « para evitar
confundir éste con el tamafio del error de tipo I.
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Se observa que la cantidad 6, — 6, es positiva ya que por hipétesis 8, < 6,; enton-,
¢ ! I -
ces . o

. Ex, < 000| In[k(00/0|)’m]

' | o = 4 Eat o}
N 5, ~ 0
0_‘ . \,»g»' e N h ,\ao“,
,__‘ R L { . W
n(oo - 0|) :

De acuerdo con lo anterior, la mejor region critica para probar H,: § = 6, contra
Hy: 6 = 6, en donde 6, < 6§, es el extremo izquierdo de la distribucién de
muestreo de X. El valor critico X, para un tamafio dado del error de tipo I, es tal
que:

PX<%|0=26)=a,

y puede encontrarse, en forma directa, de la distribucion de X, la que en este caso
también es una distribucién gama. Para hacer lo anterior es necesario utilizar la fun-
cion gama incompleta. De manera alternativa, si el tamafio de la muestra es lo sufi-
cientemente grande, puede emplearse el teorema central del limite y usar entonces la
aproximacion normal.

De nuevo, es interesante notar que la forma de la mejor region critica dada por
(9.6) no depende del valor particular  siempre que 8, < 6,.Por tanto, en realidad
ia region. critica indicada por (9.6) es una region uniformemente mas potente para
probar H,: § = 6, contra A,: § < 6, cuando se muestrea una distribucion gama
con parametro de forma conocido.

Se invita al lector a que compruebe que si, en el ejemplo 9.2, la hipoétesis alterna-
tiva es de la forma H,: pu < p, la mejor region critica para probar Hy: u = p, €s
el extremo izquierdo de la distribucion de X. Por lo tanto, se desprende que si en el
ejemplo 9.3 la hipotesis alternativa fuese H,: § > 6,, la mejor region critica debe
ser el extremo derecho de la distribucion de X. Sin embargo, si la hip6tesis alternati-
va en cualquiera de estos dos ejemplos fuese bilateral (esto es, de la forma general
Hy,: 0 = 6, contra H,: 6 # 6,), no puede encontrarse ninguna region critica
mejor, debido a que para todos los valores alternativos 6, < 6,, el extremo izquierdo

de la distribucién de X sera el mejor, mientras que para todos los valores 8, > 6, es

el extremo derecho el que sera el mejor. Por lo tanto, como regla general, las
pruebas uniformemente mas potentes usualmente existen para hip6tesis alternativas
unilaterales, pero éstas no pueden encontrarse para hipétesis alternativas bilaterales.

A continuacion se ilustrara el uso del lema de Neyman-Pearson para determinar
la mejor regi6n critica cuando la variable aleatoria de interés es discreta.

Ejemplo 9.4 Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de tamaifio n de una distri-
buci6n de Poisson con parametro A desconocido. Determinar la mejor region critica
de tamafio o« para probar

H():A = Ao

Nel
~

o~

™
o~
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contra , g o
H‘:A = AI’

LSS
.

donde A, > Aq.
Al proceder de manera similar a la de los ejemplos 9.2 y 9.3, se tiene

vexp(—nho) ™ .

Lo(X1, X, oer Xa3 Ao) = T
y
exp(—nk,) AP*
Ll(xlv X2y eeny Xy Al) = —'_p_—l_—‘[—;.Tl—*_!—.

De esta manera, la mejor region critica es aquélla para la cual

exp(—nkg) A

k
exp(—n\,) A7

0
Ao Zx; '
N expln(h, — A\)] < k.
1
Después de tomar los logaritmos, se tiene
In(Ao/A) Dx; + n(Ay — Ag) < In(k)
o

0o/A) Sx < In(k) — n(r, - Ag).

Pero si A; > Xq, entonces 0 < Ao/A; < 1y el logaritmo natural de un nimero
entre 0 y 1 es negativo. Esto da como resultado que la desigualdad anterior pueda es-
cribirse como

in > In(k) — n(X, — Ay) 9.7)
In(Ao/A))

1.a expresion (9.7) define la forma de la mejor region critica para probar H,: A = Ag
contra H;: A = X\, > A,. Enparticular, dado que Y = 3X; también es una variable
aleatoria de Poisson (véanse los ejercicios en el capitulo 7), la region critica de la for-
may = 2x; = y, esequivalente a la desigualdad (9.7), en donde el valor critico yo
se escoge de manera tal que

P(Y =z yy) = a.

Debido a que Y es una variable aleatoria discreta, es mas dificil determinar el valor
zritico de y, de manera tal que P(Y = y,) sea exactamente igual al tamafio del error
de tipo I previamente seleccionado. Para salvar esta dificultad puede implementarse lo
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que se conoce como procedimiento de aleatorizacion (véase [2]). Desde un punto de
.vista préctico, simplemente:se: escoge la.regién; critica y el valor.de y,,: cuya area
debera ser lo mas cercana al'tamano dgl eu‘or de npo I querpuede tolerarse. 4

9.5 “Pnnclplos generales para probar una Ho snmple contra una H.
- uni o bilateral ;. ,

En la Gltima seccion se desarrollé un criterio con el cual se pueden determinar las
mejores pruebas para probar hipOtesis estadisticas. Se menciond que no existen
pruebas uniformemente mas potentes para hip6tesis alternativas bilaterales a pesar
de que, en forma usual, existen para hipotesis alternativas unilaterales. En esta sec-
cibn se desarrollaran criterios generales de prueba para los siguientes tres casos los
cuales involrcran hip6tesis nulas simples y alternativas compuestas.

__Caso 1 Caso 2 Caso 3
Ho: 6 = 60 Ho: = 00 Ho: 0 = 00
'H‘:o "/: 00 H|:0>00 H|:6<00‘

Dado que para el caso 1 no pueden determinarse pruebas uniformemente mas poten-
tes, para tipificar éste se desea comparar las funciones de potencia de dos pruebas
para un ejemplo especifico.

Ejemplo 9.5 Supbngase que en cierta ciudad s6lo hay dos estaciones de televisiéon:
el canal 6 y el canal 10. Se piensa que para las noticias de la tarde el auditorio se en-
cuentra dividido en partes iguales para ambos canales. Una compailia se interesa en
probar la afirmacioén de que la proporcioén de televidentes para las noticias de la
tarde es igual a 0.5 para ambos canales. La compailia no posee ninguna informacioén
a priori para sugerir una alternativa unilateral por lo que decide probar la hip6tesis
nula

Ho:p = (0.5
contra
H,:p # 0.5.

La compaiiia encuesta a 18 residentes seleccionados al azar y pregunta queé canal pre-
fieren para ver las noticias de la tarde. El nlimero X indica que €l canal 6 es el que
se ha seleccionado. Se proponen las siguientes dos pruebas:

Prueba A: Rechazar HysiX <40X = 14,
Prueba B: Rechazar HysiX <50X = 13.

Si la compaiiia piensa tolerar un tamaiio maximo de 0.1 para el error de tipo I, deter-
minar la mejor prueba a emplear para decidir entrc , y H,.
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La estadistica de prueba X es'una variable aleatoria binomial con n = 18 y, bajo
la hip6tesis nula, p: = 0.5. Las regiones criticas para ambas pruebas son intuitiva-
mente razonables ya que se rechazaré la hip6tesis nula:para aquellos valores de X
que se encuentren cercanos a 0 o a 18. En otras palabras, si p fuese realmente igual a
0.5, debe esperarse observar un valor de X cercano a 9. Entre mas se aleje el valor
observado' del valor de 9, en cualqmer du'eccn’m, se tendrA mas ev1denc1a para
inclinarse a rechazar la hipéotesis nula. Esto surge del hecho de que cuando se
prueban hipétesis estadisticas, el pensamiento se basa estrictamente en la probabili-
dad. Por ejemplo, si p fuese igual a 0.5, la probabilidad de que X tome un valor
entre 6 y 12 incluyendo a estos valores es |

P6 < X =< 12) = 0.9038.

Por lo tanto, es poco probable que H,, sea correcta cuando se realice un valor de X
grande o pequefio. ve uecho, la probabilidad para observar un valor grande o pe-
quefio de X, dado que H, es cierta, es precisamente lo que se entiende por el tamafio
del error de tipo I.

Para la prueba A, la probabilidad del error de tipo I es

an=PX<4|p =05 + PX=14|p = 0.5
| = 0.0154 + 0.0154
= 0.0308,
y para la prueba B éste es
ag = PIX<5]|p =0.5) + PX=13|p = 0.5) = 0.0962.

No es excesivo notar que las regiones criticas bilaterales son simétricas para ambas
pruebas. Esto es lo mejor desde el punto de vista teorico y el procedimiento mas
aceptado desde el punto de vista practico para el manejo de hipotesis alternativas bi-
laterales. Ya que ambas pruebas tienen valores de « menores al tamafio maximo que
puede tolerarse del error de tipo I, se compararan sus funciongs de potencia para
decidir cual es la mejor de las dos. En la tabla 9.4 se dan las potencias de las pruebas
A y B para distintos valores de p.

TABLA 9.4 Funciones de potencia de las pruebas A y B

p 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Prueba A P(X < 4) 0.9718 0.7164 0.3327 0.0942 0.0154 0.0013 =0 =0 =0
PX=14 =0 =0 =0 0.0013 0.0154 0.0942 0.3327 0.7164 0.9718

Potencia  0.9718 0.7164 0.3327 0.0955 0.0308 0.0955 0.3327 0.7164 0.9718

Prueba B P(X < 5) 0.9936 0.8671 0.5344 0.2088 0.0481 0.0058 0.0003 =0 =0
PX =13y =0 =0 0.0003 0.0058 0.0481 0.2088 0.5344 0.8671 0.9936

Potencia  0.9936 0.8671 0.5347 0.2146 0.0962 0.2146 0.5347 0.8671 0.9936

EEEEEE———_—,
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. De la tabla se observa que para cualquier valor de p, la potencia de la prueba B es
mayor.que la de la prueba A. De acuerdo con lo anterior, la prueba B es uniforme-
mente més poderosa que la prueba Ay es la mejor prueba a utilizar para probar las
hipétesis indicadas. En la figura 9.5 se dan las curvas de potencia para las pruebas- A
y B. Noétese que en ambos casos las curvas de potencia crecen en forma simétrica
conforme los valores de p se alejan del valor propuesto para éste bajo H,. Lo ante-
rior es un comportamiento tipico de una funcién de potencia para hipoétesis alterna-
tivas bilaterales, siempre que la correspondiente region critica bilateral sea simétrica:

9.5.1 Principios genersales para el caso 1
Considérese la prueba de la hip6tesis nula

Hy:6 =6,
contra la alternativa

N H,.0 # 6,,

donde 0, es el valor propuesto de algiin parametro § bajo H;. Dada una muestra
aleatoria de tamaifio n de la distribuciébn de interés, el procedimiento general para
probar H,, es escoger el mejor estimador de 6, T'y rechazar H, cuando el estimado

1.0

0.8
Prueba B

0.6

Potencia

0.4

0.2

e — ——

7
L)

FIGURA 9.5 Comparacion de las funciones de potenciapara Ay B .
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t obtenido de la muestra, es en forma *‘suficiente’’; diferente del valor propuesto de
6,. Este procedimiento se basa en la nocién de un evento raro, la cual ya se ha
ilustrado en capitulos anteriores. Esto es, siel estimado ¢ es.]o suficientemente dis-
tinto del valor propuesto 8;, entonces se ha observado un evento raro (y la hipGtesis.
nula es correcta), o se ha observado un valor de la estadistica que sugiere un valor ¢
diferente del propuesto 6,. Cuando el estimado ¢ es en forma suficiente distinto de
0,, se asumiré la altima posibilidad y se dejar4 el tamafio del error de tipo I igual a
la probabilidad del anterior. En particular, para un tamafio preseleccionado a, del
error de tipo I se obtiene una regibn critica bilateral en los extremos de la distribu-
cién de muestreo de 7, de manera tal que el rea, en cualquier lado, méas alla del va-
lor critico es igual a a/2. Entonces se rechaza H, en favor de A, cuando el estima-
do ¢ se encuentra dentro de la region critica. Cuando el estimado ¢ no se encuentra
dentro de la region critica, ro puede rechazarse la hipétesis nula. De esta forma,
cualquier diferencia con respecto al valor de 8, se considera causada por la fluc-
tuacion en el muestreo del estimador 7.

Este enfoque es muy similar a la construcciébn de v.a intervalo de confianza bila-
teral para 6. Para cualquier valor propuesto de 6, que se encuentre dentro de un in-
tervalo de confianza del 100(1 — a)% para 0, H, no sera rechazada. Dado un
intervalo de confianza del 100(1 — )% para @, solo los valores propuestos bajo
H, que se encuentren fuera de este intervalo daran como resultado el rechazo de la
hipotesis,nula. En este contexto, es apropiado considerar a un intervalo de confianza
como una proposicién mas general de inferencia estadistica para 6, ya que ésta
incluye a todos los posibles valores de 6, que podrian no llevar al rechazo de la hip6-
tesis nula.

9.5.2. Principios generales para el caso 2

Considérese la hipbtesis nula

Hoz 0 = 00
contra la alternativa
H:0> 00.

Para este caso al igual que para el caso tres, la naturaleza unilateral de la hipotesis
alternativa sugiere la existencia de alguna informacibn a priori la cual ayuda a defi-
nir ta direccion unilateral de H, en relacion con el valor propuesto de 8,. El procedi-
miento general para probar H, es de nuevo el escoger la mejor estadistica T7de 6 y
rechazar H; cuando el estimado ¢ es en forma ‘‘suficiente’’ mayor que el valor
propuesto 8,. La palabra ‘‘suficiente’” implica que se tiene una tolerancia para la
fluctuacion en el muestreo del estimador 7. Sin embargo, si lo que se obtiene de esta
forma por medio de la muestra aleatoria se encuentra mas alla de esta tolerancia,
H, sera rechazada. De esta forma, para un tamafio «, del error de tipo I, la region
critica se encuentra localizada en el extremo superior de la distribucién de muestreo
de T'y H, se rechaza si el estimado 7 no es menor que el valor critico. En la figura
9.6 se ilustra la curva de potencia tipica para este caso.
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Potencia

FIGURA 9.6 Curva tipica de potencia para el caso 2

9.5.3 Principios generﬁles para el caso 3
Para probar la hipotesis
. HO: 0 = 00
contra
H,:0<86,,

el procedimiento general es rechazar a H, cada vez que el estimado ¢ sea, en forma
‘‘suficiente’’, menor que el valor propuesto 6,. La region critica de tamafio « se lo-
caliza en el extremo inferior de la distribucion de muestreo de 7 en forma tal que el
area a la izquierda del valor critico sea igual al tamafio a del error de tipo I. Cual-
quier valor ¢ de la estadistica de prueba T que se encuentre en la region critica llevara
al rechazo de H,. En la figura 9.7 se muestra la curva de potencia para este caso.

Con respecto a la prueba de hipotesis estadisticas, el lector debe tomar nota de lo
siguiente. Debido a que se coloca un gran enfasis en el tamaiio del error de tipo I ge-
neralmente se formula la hipotesis nula en forma tal que ésta se rechace si la eviden-
cia experimental apoya esta decision. En otras palabras, lo que realmente se desea es
concluir que la hipotesis alternativa es la correcta. De esta forma, cuando se prueban
hipotesis estadisticas, se juega un papel parecido al de un fiscal en su intento de pro-
porcionar la suficiente evidencia para rechazar la hipotesis nula. Los indicado es
escoger el tamafio del error de tipo I antes de la determinacion de la muestra aleato-
ria. Si se obtiene como resultado que la hipotesis nula no puede rechazarse con el va-
lor escogido de « debe evitarse aumentar el tamaiio del error de tipo I con la idea de
rechazar la hipGtesis nula.

La discusion anterior constituye el método clasico para probar hipotesis estadis-
ticas. Se han dirigido algunas criticas directas hacia este enfoque debido a que la de-
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Potencia

FIGURA 9.7 Curva tipica de potencia para el caso 3

cision final de rechazar o no una H, dada, es demasiado cortante y seca y no pro-
porciona una medida real de que la decision sea correcta en términos de la probabili-
dad. Para esto lo que se ha sugerido es el calculo del llamado valor p. El valor pes la
probabilidadd, dado que H, es cierta, de que la estadistica de prueba tome un valor
mayor o igual que el calculado con base en la muestra aleatoria. Un valor p relativa-
mente pequefio puede sugerir que si f, es realmente cierta, el valor de la estadistica
de prueba sea poco probable. Puede entonces optarse por rechazar #, debido a que
esta decisiOn tendra una alta probabilidad de ser correcta.

Se recomienda el calculo del valor p acoplado con el enfoque clasico de escoger
un.tamaiio del error de tipo I antes de la determinacién de la muestra aleatoria. En-
tonces, la decision de rechazar o no a H, puede basarse en una region critica de tama-
flo a, con el valor p proporcionando una medida real en términos de la probabilidad
de que la decision sea correcta. De acuerdo con lo anterior, se sugiere la siguiente
regla: si el valor p es menor o igual a «, se rechaza H; de otra forma no puede re-
chazarse la hip6tesis nula. El calculo del valor p se ilustrara en los ejemplos sub-
secuentes de este capitulo. Debe notarse que muchos paquetes estadisticos para
computadora, tales como SAS, SPSS, BMD y otros, imprimen el valor p para casi
todas las situaciones en las que se involucra, de alguna manera, la prueba de hipote-
sis estadisticas.

9.6 Prueba de hipotesis con respecto a las medias cuando se
muestrean distribuciones normales

En esta seccidn se estudiara la prueba de hip6tesis sobre la media de una distribucion
normal o las medias de dos distribuciones normales independientes. Se examinaran
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1o casos en los que los valores de las varianzas son tanto conocidos como no.conoc:
dos. Se invita al lector a que consulte fas secciones 8 4 l a 8 4. 3 para efectuar com-
paraciones con los intervalos de confianza SO St

LT TR vl!,‘, B T T

9 6.1 Pmebas para una muwm

“Ji 7 . 373 R . :,’-< i s N et s
Sea. X . CT X una muestra a.leatona de um dlstnbucn‘)n normal con medlap.
desconocida. En este caso el interés recae en probar uno de los siguientes conjuntos
de hipébtesis con respecto au.
Hy:p f,uo {10:# =pe Hoip=p
Hip#p Hip>py Hyip<up
Primero, supéngase que el valor dela vananza polﬂaciona.l o’ es conocido. Enton-
ces la estadistica de prueba es la media muestral X, misma que, bajo la hipotesis

nula, tiene una distribucién normal con media p, y desviacién estandar o/ \/; La
region critica de tamafio « para la hip6tesis bilateral es de la forma

.

X=X _op
Rechazar H, si or P (9.8)

‘Y = }0/2 »
donde X,_.; ¥ X.; son los valores cuantiles criticos de X de manera tal que
‘ P(X = fl—a/Z) = a/2 and P(X = -Ta/Z) = a/2.
Dado que bajo H,, X ~ N(uo. 0/\/n), entonces en forma equivalente

Xi—a/2 — Mo Yy = Xaj2 = Mo
N-ar =", 7+~ ==
i a/\/n o2 a/\/n

endonde z,_,/2 ¥ Zas2 0N los correspondientes valores cuantiles de Z. Por lo tanto,
se sigue que H, debe rechazarse cuando un valor ¥ de la media muestral X es tal
que

— g2 2 _ O 2,02
¥=—22 0 0 xs—%
\Vn

\Vn

De manera equivalente, se rechazara H, cuando

+ .

; 2Z a2 O TN Zas2s
H

donde z = (X ~ po)/(c/\/n) es el valor de la correspondiente normal esténdar al

valor ¥ de X.
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Para la hipoétesis alternativa unilateral H,: u > u,, la region critica de tamafio
a es el extremo derecho de la distribuciéon de muestreo de X; ésta es de la forma

Rechazar H, siX=7x,_,, (9.9)

en donde X,_, es el valor cuantil de X, tal que P(X = X,_,) = a. En forma simi-
lar, para la hipétesis alternativa H,: w < u,, la region critica es de la forma

Rechazar H, siX <7%,, (9.10)

en donde el valor X, estal que P(X < X,) = a.

En la figura 9.8 se ilustran las regiones criticas para las hip6tesis unilaterales en
términos de la estadistica X y su transformacion a la variable aleatoria normal es-
tandar Z. En la tabla 9.5 se proporciona un resumen de los criterios de rechazo para
la pueba de hipoétesis con respecto a la media de una distribucion normal con varian-
Za conocida.

Antes de resolver un ejemplo, se desarrollara una expresién general para la deter-
minacién del error de tipo II para uno de los casos. Considérese la hipétesis
nula Hy: & = p, contra la alternativa H,: u > p,. SupOngase que en realidad
= u; > po. Deacuerdo con (9.9), no puede rechazarse H, si un valor de X es
menor que (o z,_./\/n) + we.Dado que la probabilidad del error de tipo II es igual

f(x | Hp) f(x | Hp)

Hy:u=
Rechazar Hy 0:H=H Rechazar Hy

—_—

Region critica
de tamaiio o

Regidn critica
de tamaiio o

f(z | Hp)

Rechazar H

N

|
|
[
!
|
|
L
Za 0 0

a) Hy:u<ug b) Hy:u>u

2]—a

FIGURA 9.8 Regiones criticas para hinotesis alternativas unilaterales

ik
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TABLA 9.5 Criterios de rechazo para la prueba de hipotesis con respecto a la media de una
distribuci6én normal con varianza conocida

Hipdtesis nula - Valor de la estadistica de prueba bajo H,
X~
H°:“_=M k _ S Z=a'/\/;
Hipotesis alternativa Criterios de rechazo
Hy:p # w Rechazar H, cuando z < z,,,0 cuandoz = z,_,,
H:w> ' Rechazar H, cuando z = z,_,
H: p <y Rechazar H,, cuando z < z,

a la probabilidad de no rechazar un H, falsa, es necesario determinar

(e oz
B=P<X< \/'; + o #=u.>p-o>,
la que en términos de la normal estandar es
O-Zl~a
“\7:— e — 1
B=P|Z< B= g 9.1D

0'/\/;

Al sustituir cualquier valor i, de la hipoétesis alternativa en (9.11), se puede
calcular el correspondiente valor de la probabilidad del error de tipo II y, de esta
forma, la potencia. Notese que 8 (y la potencia) dependen del tamafio de la muestra
n, del tamafio «, del error de tipo I, de la diferencia (o — ) entre el valor pro-
puesto iy bajo H, y el verdadero valor u, bajo H,, y de la desviacion estandar o
de la poblacion. Para un valor fijode a, (4, — M) ¥ o, el tamafio del error de ti-
po II disminuye conforme n aumenta. Para valores fijos de n, (o — &y) y o, B
aumenta conforme « disminuye. Y para valores fijos de n, «, y o, 8 disminuye
conforme la diferencia (@, — u;) aumenta.

Para otros casos, se pueden desarrollar expresiones similares a (9.11). El
comportamiento general del tamafio del error de tipo II como una funcién de n, a,
(o — My),y o es igual al anterior. '

Ejemplo 9.6 1 os siguientes datos representan los tiempos de armado para 20 unida-
des seleccionadas aleatoriamente: 9.8, 10.4, 10.6, 9.6, 9.7, 9.9, 10.9, 11.1, 9.6, 10.2,
10.3,9.6, 9.9, 11.2, 10.6, 9.8, 10.5, 10.1, 10.5, 9.7. SupOngase que el tiempo necesa-
rio para armar una unidad es una variable aleatoria normal con media u y desvia-
cion etandar ¢ = 0.6 minutos. Con base en esta muestra, ;existe alguna razon para
creer, a un nivel de 0.05, que el tiempo de armado promedio es mayor de 10 minu-
tos?
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Considérese la hipOtesis nula
Hy:p =10
contra la alternativa
| H,;p>10.

Si puede rechazarse a H con a = 0.05, entonces existe una razon para creer que el
tiempo necesario para armar una unidad es mayor de 10 minutos. Dado que P(Z =
1.645) = 0.05, el valor critico en términos de la variable aleatoria normal estandar
es Zy9s = 1.645. De los datos de la muestra, el valor X es igual a 10.2 minutos. En-
tonces

LTk _102-10
a/\/n 0.6/\/20

Dado que z = 1.4907 < z;4s = 1.645, no puede rechazarse la hip6tesis nula. El
valor p en este caso es la probabilidad de que la variable aleatoria normal estandar
sea mayor o igual al valor de 1.4907, dando como resultado que H, sea cierta.
Puede verse, de la tabla D del apéndice, que

P(Z = 1.4907 | . = 10) = 0.0681.

Puesto que p = 0.0681 > « = 0.05, se concluye que con base en la muestra no
existe la suficiente evidencia para rechazar la hipotesis de que el tiempo promedio
necesario para armar una unidad es de 10 minutos.

En el contexto de este ejemplo, supOngase que se desea dar respuesta a la siguien-
te pregunta. Si el verdadero tiempo promedio necesario para armar una unidad es de
10.3 minutos, ;cual es la probabilidad de rechazar la hip6tesis nula? En este caso se
desea obtener la potencia de la prueba para detectar la falta de veracidad de H, cuan-
do el valor verdadero es de 10.3 minutos. Primero se obtendra el tamafio del error de
tipo II. Mediante el uso de (9.11) se tiene

061 | 10 - 103

V20 w =103

0.6/1/20
=P(Z<-05|u=10.3)
= 0.2776.

B=PZ<

De esta forma la probabilidad de equivocarse al rechazar H, cuando la media es 10.3
minutos, es igual a 0.2776. Por lo tanto, potencia = 1 — 8 = 0.7224. Si se sigue
este procedimiento se obtienen 8 y las probabilidades de potencia para otros valores
de u bajo la hipoétesis alternativa, tal y como se encuentran resumidos en la tabla
9.6. Notese que conforme la diferencia entre el valor propuesto de la media bajo H,
y el valor verdadero bajo H, aumenta, la potencia de la prueba también aumenta.
Supoéngase que se tiene la misma situacion pero con la excepcion de que no se co-
noce el valor de la varianza poblacional o.Con base en la seccion 8.4.2, la mejor es-
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TABLA 9.6 Error de tipo Il y probabilidades de potencia para el ejemplo 9.6

1 10.01 10.1 10.2 10.3 104 10.5 10.6 10.7

B 0.9418 0.8159 0.5596 0.2776  0.0901 0.0188 0.0024  0.0002
Potencia 0.0582  0.1841  0.4404 0.7224 0.9099 09812 0.9976  0.9998

tadistica de prueba a utilizar en este caso tiene una distribucion ¢ de Student. Estees,
bajo la hipotesis nula Hy: u = po la estadistica

7_l-"vo

S/\Vn

tiene una distribucion ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. El lector debe zne-
muy poca dificultad al reconocer que mediante el empleo de la distribucion ¢ de Stu-
dent, las regiones criticas para este caso son similares a las del caso anterior con res-
pecto a las hipotesis alternativas uni o bilaterales. En la tabla 9.7 se proporciona un
resumen.

Ejemplo 9.7 Mediante el empleo de los datos del ejemplo 8.9, demostrar que para
cualquier valor propuesto (i, para u que se encuentre en el interior de un intervalo
de confianza del 95%, una prueba de la hipbtesis

Horp = po
contra la alternativa

Hip # po
no llevara al rechazo de H, para a = 0.05.

Recueérdese la seccion 8.4.2 en la que un intervalo del 95% de confianza para
es 500.45-507.05. Es necesario demostrar que los limites 500.45 y 507.05 coinciden

TABLA 9.7 Criterios de rechazo para probar hipotesis con respecto a la media de una '
distribucion normal con varianza desconocida

Hipotesis nula Valor de la estadistica de prueba bajo H,
X~ My
Hy:p = 1= —=—=
0 M Mo § /\/"
Hipotesis alternativa Criterios de rechazo
H:w # Rechazar A, cuando r < 1,,.,,_,0cuando? = t,. . ,2u-1
H,: B> o Rechazar H,cuando ¢ = ¢,.,,
H:p<p, Rechazar H,cuando t < 1.,
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con los limites de los valores propuestos o bajo H, que llevan al rechazo de la hi-
potesis nula. Dado que ¥ = 503.75 ys = 6.2 para el limite 500.45 se tiene

Z 075 = 0045 ey
6.2/V/16
y para el limite 507.05
_ 503.75 — 507.05 _ —2.131.

6.2/\/16

Pero los valores +=2.131 son los limites de la region critica bilateral de tamaiio a =
0.05 y 15 grados de libertad. En otras palabras, si o < 500.45, entonces ¢ = 2.131,
y si g = 507.05,1 <—2.131. De esta forma, cualquier valor propuesto , interior
a 500.45 y 507.05 no llevara al rechazo de H,con a = 0.05.

Para ilustrar el calculo del valor p en el contexto de este ejemplo, considérese la
siguiente hipétesis nula

Hy: = 508
contra la alternativa
H,:u # 508. |
Dado q:ue el valor propuesto de 508 se encuentra fuera del intervalo de confianza del

95%, H, serarechazada a un nivel « = 0.05, Para obtener el valor p se calcula el
valor de la estadistica de prueba, el cual es

_503.75 — 508
6.2/\/16

Dado que la hipotesis alternativa es bilateral, el valor p esta dado por

= -2.742.

P(T| = 2.742) = P(T < —-2.742) + P(T = 2.742),

en donde T es una variable aleatoria ¢ de Student con 15 grados de libertad. En la
tabla F del apéndice puede observarse que es necesario interpolar entre los valores
cuantiles 744 ;5 = 2.602 y t99s 15 = 2.947.Entonces ty59: 15 = 2.742, y el valor p
es, en forma aproximada, 0.016. Por lo tanto, si la hipétesis nula es cierta, existe
una oportunidad menor de] 2% para observar un valor de la distribucion ¢ de Stu-
dent con 15 grados de libertad cuya magnitud sea igual o mayor al valor observado
de 2.742.

La determinacion de la potencia y de las probabilidades de los errores de tipo 11
para la estadistica T es algo mas dificil que en el caso previo, el cual involucraba una
distribucion normal. La dificultad surge debido a que la distribucion de la
estadistica de prueba, si H, es falsa, no es exactamente igual a la distribucion ¢ de
Student. De hecho, bajo la hip6tesis alternativa la estadistica tiene lo que se conoce
como una distribucion t no central, 1a cual difiere de la ordinaria ¢ de Student por la
introduccion de un parametro adicional. El parametro, denotado por 8, se define
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por -

K= Ko
T

o5 =

y expresa la diferencia entre el verdadero valor de 1 bajo H, y el valor propuesto
bajo H, en términos de o. Como resultado se tiene:que la funcion de potencia de la
estadistica T depende tanto de los grados de libertad v y de §. En este caso existen las
curvas CO como funciones de 8 y del tamafio de la muestra n tanto para las hipote-
sis alternativas unilaterales como para las bilaterales (véase [ 1]). Estas revelan el mis-
mo comportamiento para el tamailo del error de tipo II con respecto a n, a, Yy la
diferencia entrg los valores bajo H, y H, aligual que en el caso previo. Debe notarse
que para muestras de tamaiio relativamente grande, por ejemplo mayor que 30, el
calculo de la potencia para la estadistica T se puede manejar en forma adecuada me-
diante el empleo de la aproximacion normal.

9.6.2 Pruebas para dos muestras

Sean X,, X,. .... X,y Y. Y>, ... Y, muestras aleatorias provenientes de dos dis-
tribuciones normales independientes con medias iy y i, y varianzas oy y oy, res-
pectivamente. SupOngase que se desea probar la hipotesis nula

Hy:py — py =8
conira una de las siguientes alternativas:
Hpy:py — uy # 8 Hi:pxy —puy>9 Hi:py — py <y,

en donde §, es una cantidad que toma valores positivos o cero y la cual representa la
diferencia propuesta entre los valores desconocidos de las medias. Supdngase que las
varianzas de la poblacion se conocen. De las discusiones en las secciones 7.7, 8.4.3 y
el material precedente de este capitulo, es razonable concluir que la estadistica de
prueba apropiada es la diferencia muestral media X — Y. En particular, si un valor
de X — Y con base en la muestra aleatoria es lo suficientemente diferente, mayor o
menor que &, se rechazara la hipotesis nula dependiendo de la hipotesis alternativa
en cuestion. Una transformacion a la distribucion normal estandar da origen a una
forma equivalente de la prueba estadistica dada por (2.41). En la tabla 9.8 se propor-
ciona un resumen de la informacion pertinente para este caso.

Ejemplo 9.8 Supbngase que se tienen muestras aleatorias de 1gual tamano n de dos
distribuciones normales independientes con varianzas conocidas a1 y oy, las cuales
se emplean para probar la hipotesis nula

Hyipy — py = 8
contra la alternativa

l1|: My — My = 8] >80.
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TABLA 9.8 Criterios de rechazo para la prueba de hipdtesis con respecto a las medias de dos
distribuciones normales e independientes con varianzas conocidas

Hipétesis nula . Valor de la estadistica de prueba bajo H,

. X—y—34
Hy: px — py = 8 \/(rx_'_ﬂ

nx ny

7

Hipdtesis alternativa Criterios de rechazo
Hy: uy — py # 8 Rechazar Hy cuando z < z,,0cuandoz = z,_,
Hy:puy — py > 8 Rechazar H, cuando z = z,_,
Hy:py — py < 8 Rechazar #, cuando z < z,

Si se especifican los tamafios particulares o y 8 de los errores de tipo 1 y de tipo 11,
respectivamente, obtener una expresion para n.

Si H, es realmente cierta, la probabilidad de rechazarla es «; y si H; es falsa
(uy — py = 8, > &), la probabilidad de no rechazar H,es 8. Sea ¢, el valor critico
‘con respecto a la distribucion de muestreo de X — Y. Entonces H, sera rechazada
cuando X — ¥ = ¢, tal que

PX ~Y=colpx — pr = &) = o

En términos de la variable aleatoria normal estandar, lo anterior es equivalente a

Co — &

-——__i—_—:___'—z' p,x—p,y=80
Jo'x‘{"o'y
n

PlZ=

Dado que pueden determinarse valores cuantiles z,_, de la normal entandar tales
que

P(Z= Z|—a) = a,
se tiene

co — 8
2 2
\/O’x + Ty
n

Sipy — pmy = 8, > §,, entonces la probablhdad de no rechazar a H, es 8. Por
lo tanto

= Z)_q- (9.12)

PX -~ Y<colux — puy=198) =58,
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que en términos de-la variable normal estandar es

P Z<;_c°_:_5_'__ 8, V=B_
/0'§+0'§:
n‘\

Pero el valor cuantil zg debe ser un punto de la normal estandar tal que

} P(Z < zp) = B.
Entonces se sigue que
| -8
—'CTO—Z—:—-——'-—T = Zg. 9.13)
/O'X + oy
a

Debe notarse que puesto que es poco probable que 3 sea menor que 0.95, el valor
cuantil z; es negativo.

Noétese que las ecuaciones (9.12) y (9.13) contienen dos incognitas: ¢, y n. Para
resolver para n, primero se resolveran ambas ecuaciones para c,.

Al igualar ambos miembros derechos, se tiene

0’2 + 0’Z ol + o*2
zl_a\/_x.____’_’ + 8 = zﬁ\/_«"_._’_’ + &,
‘ n . n

\/m (21 a — -Za) =0 — &.

n

Dado que para la normal estandar ~z; = 7,_4,

gy + o
\/ = )(‘-lfu \‘Ilp,) = 8| - 8()»

la cual, después de resolver para n, se reduce a

_ (o} + 0’5/) (Zy_a T Zl—ﬁ)2 9.14)
(6, — &)’ '

La expresion (9.14) determina el tamafio de cada una de las dos muestras aleato-
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rias en las dos distribuciones normales independientes, asegurando probabilidades «
y B para los errores de tipo I y tipo II, respectivamente, cuando se prueba

Hyt py — py = § ‘
contra

H\:pxy — py = 8, > 8.

Para un ejemplo especifico, sean oy = 25, 0% = 20,8, = 5,8, =8, a = 0.05,
y B8 = 0.10. Entqnccs Zoos = 1.645, 7540 = 1.28,y

= (254 20001645 + 1.28

5 43.
8 -5y }

Se invita al lector a que obtenga una expresion similar para la hipétesis alternati-
va del lado izquierdo. Para una hip6tesis alternativa bilateral, es posible obtener una
aproximacion del tamafio de » mediante el empleo de la expresion (9.14) y reempla-
zando o con «/2. A pesar de que este enfoque no es exacto, para muchas situaciones
practicas es suficiente.

A continuacion se examinara el caso en el que el valor de la varianza no se cono-
ce; si las varianzas o y o} no se conocen pero se supone que son iguales, entonces
para la hipo6tesis nula

Hy:py — py = 8,

la estadistica de prueba es

r=X=Y -8 9.15)
1
Sy — + l
Hy Ry

~

la cual tiene una distribucion ¢ de Student con ny + n, — 2 grados de libertad. El
estimador combinado S,Z, de la varianza comin o* esta dado por la expresion (7.28).
De las discusiones anteriores, las regiones criticas de tamafio « para las hipotesis al-
ternativas uni y bilateral, deben ser evidentes. Estas se encuentran resumidas en la
tabla 9.9.

Ejemplo 9.9 En forma reciente se ha incrementado el interés de evaluar el efecto
del ruido sobre la habilidad de las personas para llevar a cabo una determinada tarea.
Un investigador disefia un experimento en el que se pedira a un determinado niimero
de sujetos que lleven a cabo una tarea especifica en un medio controlado y bajo dos
niveles diferentes de ruido de fondo. El investigador selecciona 32 personas que son
capaces de realizar la misma tarea y de manera practica en el mismo tiempo. Del
total de personas, 16 seleccionadas al azar realizaran esta tarea bajo un nivel modes-
to de ruido de fondo. Las restantes 16 llevaran a cabo la misma tarea bajo un ruido
de nivel 2, el cual es mas severo que el ruido de nivel 1. Los siguientes datos represen-
tan los tiempos observados (en minutos) que fueron necesarios para completar la ta-
rea para cada una de las 16 personas de cada nivel.
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TABLA 9.9 Criterios de rechazo para la prueba de hip6tesis con respecto a las medias de dos
distribuciones normales e independientes con varianzas iguales pero desconocidas

Hipdtesis nula . Valor de la estadfstica de prueba bajo H, -
Y | 8\ L\=}_'\_‘_8°

0r My T My = 0y b 5, i+i

ny
Hipotesis alternativa Criterios de rechazo
Hl: K’y — Ky # 8!’ ReChazar H() cuando = teixm O Cuandof = rlﬂz'].m*
endondem = ny + ny — 2

H: pux — py > 8 Rechazar H, cuando f = ¢,_,,
Hy: py — py <8, Rechazar H, cuando r < ¢, ,,

Nivell|l4 12 15 15 11 16 17 12 14 13 18 13 18 15 16 1l

Nive12|20 22 18 18 i9 15 18 15 22 18 19 15 21 22 18 16

Asumiendo que estos datos constituyen muestras aleatorias de dos distribuciones
normales e independientes con varianzas iguales pero no conocidas, ;existe alguna

razOn para creer que el tiempo promedio para el nivel 2 es mayor por mas de dos mi-
nntos que para el nivel 1 con a = 0.01?

Sean p, y K las medias desconocidas para los niveles 1 y 2 respectivamente. El
valor propuesto para la diferencia entre u, y 1, es 8, = 2. En otras palabras, se
afirma que el valor de n, es mayor que u, por una cantidad igual a dos minutos;
pero en realidad lo que se desea demostrar es que ., es mas grande que ., por mas
de dos minutos. De acuerdo con lo anterior, considérese la hip6tesis nula

Hoipy — py =2
contra la alternativa
Hipy — > 2.

Dadoque « = 0.0l y n, = n, = 16, el valor critico es t;49 3, = 2.457. De los
datos se tiene que ¥, = 14.375, X, = 18.5, 5, = 2.2767,y s, = 2.4495; por lo que el
estimado combinado de ta varianza comin es

. (15)(2.2767)° + 15(2.4495)’
S = 16 + 16 — 2

= 5.5917,

s, = 2.3647.
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Entonces el valor de la estadistica de prueba es

;- (8.5 — 14.375) - 2

23647 [L . L

16 16

= 2.5417.

Dado que el valor de 2.5417 se encuentra dentro de la regién critica de tamaiio 0.01,
se rechaza la hipotesis nula. Bajo H,, el valor p es la probabilidad de que 7= 2.5417, en
donde T ~ ¢ de Student con 30 grados de libertad. Mediante el empleo de la tabla F del
apéndice y después de interpolar, se obtiene que

P(T = 2.5417) = (.0085.

Por lo tanto, con base en este experimento, puede concluirse que la diferencia entre
las medias de los niveles 1 y 2 es mayor de dos minutos estadisticamente discernible
con valor p de 0.0085

9.6.3 Reflexion sobre ias suposiciones y sensitividad

Antes de pasar a la siguiente seccion, puede ser benéfico el detenerse un momento y
reflexionar sobre las suposiciones que se han formulado con respecto a las pruebas
de hipotesis estadisticas sobre las medias. Se ha hecho énfasis con anterioridad, en
que los procedimientos inferenciales estadisticos proporcionan un camino objetivo y
veraz para formular inferencias con respecto a las caracteristicas de la poblacidn con
base en muestras aleatorias. Estos procesos por lo general tienen éxito sélo cuando
las suposiciones que se han formulado para el desarrollo de las distribuciones de
muestreo apropiadas se adhieren en forma razonable a la poblacion. Los enfoques
fortuitos y casuales para la aplicacion de los métodos estadisticos, sin una compren-
sion de sus suposiciones y de las posibles consecuencias si éstas no se satisfacen,
muchas veces lleva a una mala interpretacion y a conclusiones erréneas.

- Como ya se ha visto, la distribucion ¢ de Student juega un papel muy importante
para formular inferencias con respecto a las medias, en forma especial en muestras
de tamafio modesto. Pero la distribucién ¢ se basa en la suposicion de que el
muestreo se lleva a cabo sobre una distribucién normal. Si el muestreo no se lleva a
efecto sobre una distribucion normal, el uso de la distribucion ¢ de Student es inco-
rrecto debido a que, por ejemplo, las regiones criticas de tamafio a son probable-
mente mas grandes que el valor que se especifica para «. Sin embargo, en forma
afortunada, la distribucion ¢ es muy robusta, o insensible a la suposicidon de normali-
dad, y en forma especial cuando el tamafio de la muestra es mayor o igual a 15.

Cuando se emplea la distribucion ¢ de Student para comparar dos medias, es
mucho mas severo violar la suposicion de varianzas iguales que la suposicion de nor-
malidad. Por una razon intuitiva del efecto aparente, supéngase que en realidad se
estan muestreando dos distribuciones normales, una con media ©# = 100 y desvia-
cion estandar o = 20, ylaotraconx = 120 y o = 30. Elintervalo cuatro sigma
de la primera es de 60 a 140 mientras que para la segunda es de 60 a 180. Por lo tan-
to, puede observarse un valor menor o igual a 140 en cualquiera de las dos pobla-
ciones. Sin embargo, estos valores no implicaran que exista una diferencia entre
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las dos medias. Unicamente las observaciones de una segunda muestra que

~ sean mayores de 140 empezarian a sugerir una diferencia media aparente, pero su

. namero es probablemente demasiado pequefio para hacer la diferencia entre las me-
dias discernibles. De esta forma, con base en la estadistica T es probable que se lle-
gue a la conclusion equivocada de que no existe diferencia entre las medias con una
frecuencia inaceptable debida al desbalance en la variaciéon inherente de las dos dis-
tribuciones. ‘

Para cuantificar ¢l efecto de varianzas desiguales se simularon 1 000 muestras
aleatorias, cada una de tamafo 20 a partir de dos distribuciones normales mediante
el empleo de paquete IMSL. Para la primera distribucion se escogieron los valores
de la media y de la desviacion estandar iguales a 100 y 20, respectivamente. Para la
segunda se emplearon los valores de 110, 120 y 130 para la media, y los valores de
25, 30 y 40 para la desviacioén estandar. De acuerdo con lo anterior se simularon 12
casos donde para cada par de muestras aleatorias se probd la hipotesis

Hoipy —py; =0
contra la alternativa
Hy:py — ;<0

mediante el uso de la estadistica T de Student dada por (9.15). Para cada caso se
determind el namero, de entre 1 000 ensayos, para el que la hipotesis nula no podia
rechazarse con o =-0.05. De esta forma es posible comparar el tamafio del error
de tipo II para cada caso contra el valor correspondiente que puede obtenerse de las
curvas CO en [1], cuando ambas desviaciones estandar tienen un valor igual a 20. Las
probabilidades para el error de tipo II se dan en la tabla 9.10. Cuando se comparan los
valores (3 para varianzas iguales, existe un incremento apreciable en el tamafio del
error de tipo II conforme la diferencia entre las varianzas es mas pronunciada. Por lo
tanto, el efecto de violar la suposicidon de varianzas iguales cuando se comparan las
medias puede ser sustancial.

Abhora se examinara el efecto en el tamatiio del error de tipo I si se viola la suposi-
cién de varianzas iguales. Esto es, si se supone que H, es cierta, ;qué efecto pueden
tener las varianzas desiguales sobre a? Scheffé (4] determiné que si los tamaiios de
las muestras n,y n, son grandes pero iguales, la estadistica T es considerablemente
mas robusta a la suposicion de varianzas iguales cuando se comparan dos medias.
La tabla 9.11 (véase [4] para los detalles) contiene el tamafio del error de tipo I con

TABLA 9.10 Probabilidades 8 simuladas para el efecto de varianzas desiguales cuando se
comparan dos medias (p, = 100, o; = 20)

0'2 = 20 0-3 - 25 o) = 30 T = 40
uy = 110 0.550 0.626 0.687 0.758
M. = 1205 0.065 0.139 0.209 0.389
My = 130 0.002 0.008 0.021 0.093
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TABLA 9.11 Probabilidades « para ¢l efecto de varianzas desiguales cuando se comparan
dos medias

i/
1/5 1/2 1 2 5
1 0.050 0.050 0.050 0.050 - 0.050
n/n, 2 0.120 0.080 0.050 0.029 0.014
5 0.220 0.120 0.050 0.014 0.002

base en un intervalo de confianza del 95% para #, — &, como una funcién del co~
ciente de los dos tamafios muestrales y el cociente de las dos varianzas. Notese que el
tamafio del error de tipo I no cambia en el primer renglén con respecto a su valor
preestablecido de 0.05, aun a pesar de que el cociente de las varianzas cambie.

A traveés de toda la discusion de la inferencia estadistica se ha supuesto que se ob-
tiene una muestra aleatoria y que por lo tanto las observaciones se encuentran inde-
pendientemente distribuidas. Si estas suposiciones no se cumplen, es probable que
cualquier inferencia estadistica que se formule sea erronea sin importar el tamafio de
la muestra. Adn asi, la suposicion que, en forma probable, es la que se viola, la ma-
yoria de las veces es la de una muestra aleatoria.

Relacionado en forma cercana al concepto de aleatoriedad, es la seleccion de la
muestra cuando las medias de los dos niveles (0 mas, como se estudiara mas adelan-
te) se comparan entre si. Con propésitos de ilustracion, recuérdese el ejemplo 9.9.
Dado que se seleccionaron 16 personas aleatoriamente para desempefiar la tarea
dada bajo el nivel 1, se deduce que las personas que realizaron la tarea en el nivel 2
también fueron seleccionadas de manera aleatoria. Este procedimiento asegura una
asignacion imparcial de cuales de las 32 personas se encontraran sujetas a un deter-
minado nivel de ruido. En inferencia estadistica este proceso de seleccion imparcial
recibe el nombre de aleatorizacion. El principio de aleatorizacion protege contra la
introduccion de sesgo sistematico en la asignacién de personas u objetos a diferentes
niveles y por ello consolida la credibilidad de la inminente comparacion.

Se ha visto como las diferencias inherentes en la variabilidad pueden oscurecer la
comparacion entre dos medias. Muchas veces, durante el proceso de observar datos
muestrales, factores externos no controlados pueden causar diferencias en la varia-
bilidad. Sin embargo, mediante la adhesion al principio de aleatorizacion, estos fac-
tores externos probablemente tengan un efecto balanceado sobre las mediciones
bajo los dos niveles de interés. Por ejemplo, en el problema del ruido, factores tales
como ¢l estado de animo del individuo en el momento de realizar la tarea no pueden
ser controlados. El principio de aleatorizacion tiende a neutralizar tales efectos.

9.6.4 Prueba sobre las medias cuando las observaciones estan pareadas

De la Gltima seccion recuérdese que cuando se comparan las medias de dos niveles,
es deseable tener a las personas u objetos que produciran las observaciones dentro de
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cada nivel, tan homogéneas como sea posible. Si existe un efecto debido a factores
externos, éstos pueden neutralizarse mediante la aplicacion del principio de aleatoriv
zacion. También es posible controlar la variacion no deseada controlando los facto-
res extrafios. Esto se logra tomando las observaciones en pares, donde se supone que
las condiciones externas son las mismas para cada par pero pueden variar de par
en par. En forma general, existe una relacion natural entre las observaciones de un
par. Esto.es, para cada par se selecciona una persona'u objeto al azar y se somete a
ambos niveles de interés. A pesar de que se desea determinar si existe alguna diferen-
cia entre las medias, no puede considerarse a los pares como dos muestras aleatorias
independientes. :

Como ilustracion, se examinara el siguiente problema: un investigador médico se
interesa en determinar si un farmaco experimental tiene el efecto colateral no desea-
ble de elevar la presion sistolica sanguinea. Para conducir un estudio de amplia co-
bertura se seleccionan en forma aleatoria n personas de diferentes edades y condicio-
nes de salud. En un ambiente controlado de labora.or.v se toma la presién sangui-
nea de los » sujetos y se les ~dministra el farmaco durante un lapso adecuado de
tiempo después del cual se les vuelve a tomar la presiOn sanguinea.

Sedn (X,. Y,), (X5.Y2), ..., (X,.Y,) los n pares, donde (X,,Y;) denota la pre-
sion sistolica sanguinea del i-ésimo sujeto antes y después de adiministrar el medica-
mento. Notese que en este caso los factores externos son la condicién del individuo
en relacion con su edad, su salud y otras pecualiaridades que pueden tener un efecto
Gnico sobre la presion sanguinea. Puesto que cada sujeto forma un par, el efecto de
los factores externos sobre la presion sanguinea se encuentra entre los pares y cual-
quier diferencia sustancial de la presion dentro de cada par puede atribuirse al efec-
to de la droga. Asi, al tomar la diferencia entre las dos observaciones de cada par es
posible remover (bloquear) la variabilidad en la presion sanguinea a consecuencia de
los factores externos. Estohace posible una comparacion valida de la presion sangui-
nea antes y después de administrar el medicametno. Por lo tanto, el interés se centra
en la columna de diferencias de la tabla 9.12 generada al restar una observacion de la
otra para cada par.

Se supone que las diferencias D,, D-, ..., D, constituyen variables aleatorias in-
dependientes distribuidas normales tales que E(D;) = u, y Var(D;) = o}, para
toda i = I, 2, ..., n. Lo anterior es posible si se supone independencia entre los pa-

TABLA 9.12 Diferencias entre las observaciones en un experimento

Numero de par Nivel 1 Nivel 2 Diferencia
(persona) (PS antes) (PS después) Yy - x*

I X| Y| D| = Y| - XI

2 X b Yz DE = YZ - XI

n . X, Y, D, =Y, - X,

* Puede tomarse facilmente la diferencia X — Y.
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res (pero no necesariamente entre los valores de éstos) de manera tal que E(X;) = u;
y E(Y;) = u; + up parai = 1,2 ... n. Deesta forma para el i-ésimo par, los valo-
res esperados difieren por una constante;la cual es el valor esperado de D, parai =
1,2 ... n. Ademas, Var(X)) = o}y Var(Y;) = oyson desconocidas y no necesa-
riamente iguales, pero se supone que son constantes para toda i = 1, 2, ..., n.

" En el contexto del problema de la presidn sanguinea, lo que se esta diciendo es lo
siguiente: la constante up es la diferencia media en la presion sanguinea como con-
secuencia del medicamento. Aun a pesar de que las presiones sanguineas promedio
varian de persona a persona por las diferencias en las condiciones de salud, se piensa
que pmp es probablemente igual para todas las personas. Notese que si up fuese
cero, esto podria sugerir que el medicamento no tiene ningln efecto sobre la presion
sanguinea. Por otro lado, si up es mayor que cero, esto podria indicar un incremen-
to de la presion sanguinea promedio a consecuencia del medicamento. La varianza
a2 de las diferencias en la presiébn sanguinea no es conocida y depende de las varian-
zas antes y después de administrarse el medica:mer*o. A pesar de que las varianzas
o% y o2 pueden ser diferentes, se supone que son constantes de persona a persona.

La discusion anterior demuestra que se pueden formular inferencias sobre las
medias de dos niveles cuando las observaciones estan pareadas al considerar la co-
lumna de diferencias como una sola variable aleatoria y al aplicar los métodos de la
seccion 9.6.1. Bajo la hipoétesis nula \

HOZI Hp = 807
la estadistica
7=2=% 9.16)
Sp/ \/"

tiene una distribucion ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, en donde

D = ZDi/n

S2 = (D; — DY¥/(n — ).

i=1

Las regiones criticas de tamafio « para las hipétesis alternativas uni y bilaterales se
encuentran resumidas en la tabla 9.13.

Ejemplo 9.10 En el problema anterior de la presion sanguinea, sea o = 0.0l y
pruébese la hipétesis nula

Hy:pp =0
contra la alternativa

Hl: I.LD>0,
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TABLA9.13 Criterios de rechazo para la prueba de hipbtesis con respecto a las medias
cuando las observaciones estan pareadas

Hipotesis nula Valor de la estadistica de prueba bajo H,
“Hylpp = & N t= tjg
: N sd/Vn
Hipdtesis alternativa Criterios de rechazo
H: pp # 7y Rechazar H, cuando t < t,5 -,
ocuando t = .42 n-1
Hi:pp > 8 Rechazar Hy cuando ¢ = t,_, ,-,
Hy:pp < 8 . Rechazar H, cuando 1 < 1, ,_;

con base en los datos muestrales de la tabla 9.14.

En la columna de diferencias se tiene que d = 3.75y s, = 3.7929. De esta
forma el valor de la estadistica de prueba es

p= 2P =0 35
3.7929/V/12
Dado que el valor critico es #5001, = 2.718, se rechaza la hipOtesis nula de no efecto

del medicamento. Por lo tanto, con base en los resultados de este estudio, un incre-
mento en el valor promedio de la presiéon sanguinea es estadisticamente discernible
con un valor p de 0.0036.

Es importante notar que en el ejemplo anterior no existe ninguna oportunidad de
aplicar el principio de aleatorizaciéon para remover los posibles sesgos sistematicos.

TABLA 9.14 Datos muestrales para el ejemplo 9.10

PS PS Diferencias
Sujeto antes después (después — antes)
1 128 134 6
2 176 174 -2
3 110 118 8
4 149 152 3
5 183 187 4
6 136 136 0
7 118 125 7
8 158 168 10
9 150 152 2
10 130 128 -2
I i 126 130 4
12 162 167 5
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Lo anterior es tipico de las situaciones antes-después en las que las observaciones se
aparean con el proposito de remover efectos externos. Sin embargo, es posible que
intervengan otros factores externos entre las mediciones y que éstos causen diferen-
cias sustanciales en las observaciones de algunos pares; esta influencia sera acredita-
da de manera equivocada a los efectos que se estan verificando. En el problema de la
presion sanguinea algunos de los sujetos pueden sufrir cambios en su salud que sean
independientes del medicamento que se les administra, y estos cambios pueden a su
vez causar un aumento {o disminucion) de la presion sanguinea. El siguiente ejemplo
proporciona un experimento mejor para comparar dos medias para observaciones
pareadas.

Ejemplo 9.11 La investigacion ha desarrollado variedades superiores de maiz que
proporcionaran cantidades mas grandes de éste por unidad de tierra. Un investiga-
dor ha desarrollado una nueva variedad hibrida de este grano y piensa que es supe-
rior a la mejor variedad disponible. También cree que esta nueva variedad rebasara
con mucho la produccion estandar en varias localidades geograficas. Para verificar
lo anterior, el investigador disefia el siguiente experimento: se seleccionan 10 parce-
las de igual tamafio cada una en distinta localidad geografica. Cada parcela se divide
en dos secciones iguales, de manera tal que puedan cultivarse las dos variedades en
cada localidad. Para remover los posibles sesgos sistematicos, se aplica el principio
de aleatorizacion a todas las parcelas para decidir qué seccién es la que se cultiva y
con qué tipo de variedad. Lo anterior se logra.lanzando una moneda para decidir la
variedad. Se controlan tantos factores como es posible; por ejemplo, la temporada
de siembra, el tipo de fertilizante y el intervalo de aplicacion. En el momento de re-
coger la cosecha, se anotan las toneladas por unidad de area. Supéngase que los da-
tos que se muestran en la tabla 9.15 son los que se observaron. Con base en estos
datos, obténgase un intervalo de confianza del 95% para la diferencia media en la
produccion entre las variedades X'y Y.

Antes de proceder con el analisis, debe notarse que se estan bloqueando los fac-
tores externos como resultado del apareamiento en la localidad geografica. En situa-
ciones de este tipo, existe muy poca duda con respecto a que las condiciones de la
tierra y otros efectos probablemente no sean los mismos en las diferentes localida-
des. De esta forma existe una gran oportunidad para observar un efecto sustancial
sobre la produccion a consecuencia de la localidad. También, nétese que esta oportu-
nidad se presenta al aleatorizar la asignacion de variedades a las parcelas para remo-
ver cualquier sesgo sistematico.

TABLA 9.15 Datos muestrales para el ejemplo 9.11

Tipo L, L. L, L, Ls L, L- Ly L, L
Variedad X 23 35 29 42 33 19 37 24 35 26
(estandar)
Variedad Y 26 39 35 40 38 24 36 27 4] 27
(nueva)

Fre
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Para obtener el intervalo de confianza deseado, las diferencias entre las produc-
ciones de X'y Y en las 10 localidades son-3, —4, —6,2, -5, —5,1, =3, -6, y
~1. Con base en éstas, d = .—3 y s, = 2.8284. Asumiendo que estas diferencias
son los valores de dos variables aleatorias independientes y normalmente distribui-
das, un‘intervalo de confianza del 95% para up es

+ (2.262)(2.8284/1/10),

el que se reduce al intervalo (—5.0232, —0.9768). Dado que el valor cero no se in-
cluye en este intervalo, se rechaza la correspondiente hipotesis nula de que la dife-
rencia es cero a un nivel de @ = 0.05

Rc.ult apropiado -colocar el problema de comparar las medias de dos niveles
en una mejor perspectiva para justificar la planeacion de un experimento con base en
muestras independientes © con base en muestras pareadas. Sean X'y Y los dos nive-
les de interés, asumiendo un tamaiio » igual para las dos muestras independientes y 7
pares de observaciones. Dado que lo que se desea en cualquiera de los casos es una
inferencia con respecto a la diferencia entre las medias, la estadistica para ambos
casos es X — Y. De esta manera, bajo la suposicion de que se muestrean distribucio-
nes normales un intervalo de confianza del 100(1 — «)% para la diferencia
media en cualquiera de los casos es de la forma general

(,Y - 7) + ’I-u/l. m d.e.(/? - T/). (9.17)

donde m es el namero de grados de libertad. En la expresion (9.17) existen dos térmi-
nos que difieren en ambos casos. Uno es el valor cuantil ¢, _,,,.; y el otro es la des-
viacion estandar de la estadistica X — Y. Cuando las observaciones son pareadas, el
valor cuantil es una funcion de m = n — | grados de libertad, mientras que para
muestras independientes se basaen m = 2(n — 1) grados de libertad. Paraun «
dado, el valor cuantil aumenta conforme el nimero de grados de libertad disminuye.
Entonces, un intervalo de confianza para muestras pareadas es mas amplio debido a
la pérdida de grados de libertad. _

A la luz de la informacion anterior, la desviacion estandar de X — Y secon-
vierte en un cambio a mantener en mente cuando se escoge entre muestras indepen-
dientes o muestras pareadas. Si se permite a un factor extrano, el cual intluye en forma
potencial que varie, cuando se toman las muestras independientes, la consecuen-
cia probable es una variabilidad importante entre las observaciones, dando como
consecuencia un valor grande d.e. (X — Y). Al parear las observaciones, es posible
neutralizar la influencia del factor exirafio y mantener su efecto igual dentro de
cada par. Entonces, las observaciones dentro de cada par estaran probablemente co-
rrelacionadas. Esto es, para un par dado, es probable que un valor grande de X de
como resultado un valor grande de Y o viceversa, lo cual da como resuitado una co-
varianza positiva entre X y Y. Se sigue entonces que, dado Var(X - Y)= Vart X)

+ Var(Y) — 2Cov(X.Y). la varianza de X — Y (asi como también la de X-7
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sera mas pequefia para muestras pareadas que para muestras independientes. Por lo
tanto, en un experimento bien planeado para observaciones pareadas, la reduccién
en el valor de la desviacion estandar de X — Y, por lo general compensara el
aumento en el valor critico debido a la reduccion en el nimero de grados de libertad.

Como ilustracién, en el ejemplo 9.11 se calcul6 el estimador s, = 2.8284. Si los
datos se consideran como muestras independientes de dos distribuciones normales
con varianzas iguales, un estimado de la varianza comin es :

2 9(52.6778) + 9(43.1222)

47.9,

05, = 6.921elvalor s, = 6.921 es mas del doble del valor s, = 2.8284. Al cons-
truir un intervalo de confianza del 95% para muestras independientes, se obtiene

1 1
=3 = (2.101)(6.921) \/E + 10°

(—9.5029, 3.5029).

El obvio que no puede rechazarse la hipotesis nula de no diferencia entre las medias,
si los datos fuesen considerados como muestras independientes.

9.7 Pruebas de hipotesis con respecto a las varianzas cuando se
muestrean distribuciones normales

Se argumento con anterioridad, que una inferencia con respecto a una varianza es tan
importante como una con respecto a la media. En medios industriales, por ejemplo,
la variabilidad de un producto puede ser una medida mas importante que el prome-
dio del producto. Por esta razén, asi como también por la necesidad de comprobar
la hipotesis de varianzas iguales, se presentaran criterios para probar hipotesis con
respecto a las varianzas con base en una sola muestra aleatoria o con base en dos
muestras aleatorias independientes provenientes de distribuciones normales. Como
era de esperarse, los criterios para probar hipotesis con respecto a las varianzas se
basan en los correspondientes métodos para construir intervalos de confianza, tal
como se descutio en las secciones 8.4.4. y 8.4.5. Nuevamente es imperativo hacer én-
fasis en que estos procedimientos son, en forma especial, sensibles a la suposicion de
normalidad.

9.7.1 Puebas para una muestra

Sea X,, X;, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion normal con media g
desconocida y varianza o desconocida. Considérese nula la prueba de la siguiente
hipotesis

2 2
H():O' = Oy
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contra una de las siguientes alternativas
H,;:o0? # o}, H:o*>0), H;:o'<col,

donde o es el valor propuesto para o”. La estadistica de interés es.la varianza
muestral $2. La hipétesis nula sera rechazada si la realizacion de S? calculada a par-
tir de la muestra, es, en forma suficiente, diferente, mayor que 0 menor que o2, de-
pendiendo de la hipétesis alternativa. Pero bajo H,,, la cantidad (n — 1)s’/o3 esun
valor de una variable aleatoria chi-cuadrada con n — 1 grados de libertad. Entonces,
por ejemplo, si la hipotesis alternativa es H,: o® > o}, se rechazard a H, si el
valor de (n — 1)s?/o 3 se encuentra dentro de la region critica de tamafio « en el la-
do derecho de la distribucion chi-cuadrada con n — 1 grados de libertad. En la tabla
9.16 se proporciona la informacion mas relevante al respecto.

Como se notd con anterioridad, la violacion de la suposicion de que el muestreo
selleva a cabo sobre una distribucién normal tiene un efecto sustancial cuando se
emplea la estadistica chi-cuadrada para inferencias con respecto a las vananzas.
Para ilustrar este efecto, se simuld un experimento similar al descrito en la seccion
8.4.3. Para un tamaifio de la muestra n = 30, se generaron 1 000 muestras aleatorias
para cada una de las siguientes distribuciones: uniforme, exponencial y gama. Los
valores de los parametros de cada distribucion se seleccionaron en cada caso para
proporcionar una varianza de 100. Para cada muestra aleatoria se probo la hipoétesis
nula

Hy: 0? = 100
contra la alternativa
H,: o” > 100,

mediante el empleo de la estadistica chi-cuadrada con o« = 0.05. Para cada distri-
bucion se cont6 el nimero de veces para las que se rechazaba la hipotesis nula. Los
resultados se encuentran en la tabla 9.17.

Dado que a = 0.05 representa la probabilidad de rechazar una hipotesis cierta
(tal cual es el caso aqui), se espera que 50 de las 1 000 muestras proporcionen esta de-

TABLA 9.16 Criterios de rechazo para la prueba de hip6tesis con respecto a la varianza de
una distribucion normal con media desconocida

Hipétesis nula Valor de la estadistica de prueba bajo H,
s s 5 (n — 1s?
Hy: 0° = oy X = T3
Ty
Hipétesis alternativa Criterios de rechazo
H: o’ # a} Rechazar H, cuando x* = xi_./2. 4-1. 0 cuando X’ < Xas2. -1

H;: o> o} Rechazar Hj cuando x> = xi_. .,
3

H: o< ol Rechazar H, cuando x° < xi .-,
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TABLA 9.17 Numero de rechazos de la hipotesis nula de entre 1 000 muestras para tres
distribuciones de igual varianza

Tipo de distribucién y valores de los parémetros

Uniforme_ Gama . Exponencial
(0, V1200). . Forma = 2; Escala= \/50 " Media = 10
8 107 156

cision cuando se muestree una distribucion normal. Sin embargo, con base en los re-
sultados existe una discrepancia suficiente para creer que la estadistica chi-cuadrada es
sensible a la suposicién de que el muestreo se lleva a cabo sobre una distribuciéon nor-
mal. No esta por demas notar que los resultados del estudio de simulacién son de al-
guna manera predecibles, especialmente si se comparan los fact..es de forma de las
distribuciones seleccionadas con los de la distribuciéon normal. La distribucién uni-
forme es simétrica, al igual que la normal, pero se encuentra definida en el intervalo
(0. V1200). Como consecuencia, la verosimilitud disminuye porque algunas
muestras pueden contener valores extremos que pueden aumentar el valor de la va-
rianza muestral. Asi, el nimero de rechazos es menor que el que se espera. La distri-
bucién exponencial es la que tiene una mayor asimetria de entre las tres distribu-
ciones seleccionadas y el mayor valor de curtosis. Por lo tanto, no es sorprendente
que el nimero de rechazos sea mucho mas grande que el correspondiente a una dis-
tribucién normal. La distribucion gama, con parametros de forma y escala iguales a
2y V50, respectivamente, se encuentra entre las anteriores ya que su coeficiente de
asimetria es V2 y su curtosis relativa es 6.

9.7.2 Pruebas para dos muestras

Sean X, X,, .. X,, y Y., Y, ..., Y, dos muestras aleatorias de dos distribucio-
nes normales mdepend1entes con medlas desconocidas py y wy y varianzas desco-
nocidas o y o%. Considérese la prueba de la siguiente hipotesis nula

Hy: ok = o}
contra una de las siguientes alternativas:
H,: oy # oy, H,: oy > oy, H,: oy <oy.

Las estadisticas de interés son las varianzas muestrales S y S;. Por ejemplo, con
respecto a la hipoétesis alternativa bilateral, puede rechazarse la hipotesis nula si el
estimador s; es lo suficientemente diferente del estimador s;. De la seccion 7.8,
recuérdese que por virtud de la independencia, las cantidades (ny — DST/avy (ny

I)S§/<r§ son dos variables aleatorias independientes chi-cuadrada con n, — !
y #, — | grados de libertad, respectivamente. Entonces se sigue la estadistica

Si/oi

F =222
Sy/ oy
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tiene una distribucion Fcon ny ~ 1y n, — | grados de libertad. Pero bajo la hi-
potesis nula, oy ‘= o%; de esta forma la estadistica se reduce a

F = $}/S3. )
Para una hipdtesis alternativa bilateral y un tamafio a del error de tipo I, se
rechazard la hipotesis nula cuando f = s%/5% = fi_a/2. m—1.nv—1 O cuando
f <1/fi_ar2. ny—1.me—1. En la tabla 9.18 se proporciona un resumen completo de
los criterios de rechazo.

Como ilustracién, recuérdese que en el ejemplo 9.9, se asumi6 que las varianzas
eran iguales al comparar las medias para los dos niveles de ruido. Para verificar la
validez de esta Suposicion a un nivel de @ = 0.1, supdngase que se prueba la hipote-
sis

22 2
Hy: 07 = o5

contra la alternativa
H] N 0'? % O'g .

Se observa que los valores criticos, izquierdo y derecho, son f; 45 ;s 15 = 2.40 ¥
1/foos 15,15 = 1/2.40 = 0.42, respectivamente. Con base en los datos de la muestra
51 = 5.1833 y 53 = 6.0. De esta forma el valor de la estadistica de prueba es

f=5.1833/6 = 0.8639.

Dado que f = 0.8639 no es ni mayor ni igual a 2.4, ni menor o igual a 0.42, no es
posible rechazar la hipoétesis nula. De acuerdo con lo anterior, los resultados muestra-
les no proporcionan una razén valida para sospechar que est4 siendo violada la supo-
sicibn de varianzas iguales.

TABLA 9.18 Criterios de rechazo para la prueba de hipétesis con respecto a las varianzas de
dos distribuciones normales independientes

Hipotesis nula Valor de la estadistica de prueba bajo H,
H,: (Ti' = "'%’ f= ‘i/‘g
Hipétesis alternativa Criterios de rechazo
) B chazar B O TN
H,: oy # oy Rechazar H, cuando f = fy_.n ap-1.m, 1

(o] Cuando f = I/fl*(x:l. nyp- L n\fl
H|I (Ti > 0'§ ReChaZar Ho cuando fZ fl saon o). "y =

Hy: oy < oy Rechazar H, cuando f = 1/fi w v -1.n,-i
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9.8 Inferencias con respecto a las proporciones de dos distribuciones
binomiales independientes "

En la secci6n 8.4.6 se desarrollaron los criterios para la construccion de intervalos de
confianza para el parametro de proporcion p, cuando se muestrea una distribucién
binomial. En muchas ocasiones, €l interés recae en.comparar la proporcién de un
grupo distinto con la de otro, en relacién con alguna caracteristica en comin. Por
ejemplo, puede tenerse interés en comparar la proporciéon de unidades defectuosas
para un producto dado, que se fabricd por dos compailias que compiten entre si. O
puede existir algiin interés en comparar las proporciones de estudiantes de prepara-
toria en dos localidades geograficas diferentes que tienen un nimero de respuestas
correctas para la prueba SAT por encima de cierto nivel. De esta forma, es necesario
entender las ideas presentadas en la seccion 8.4.6 para comparar los parametros de
proporcién cuando se muestrean dos distribuciones binomiales independientes.
Como ilus.racién, en un estudio reciente se compararon las proporciones de per-
-sonas zurdas y derechas que fuman. La poblacion general se dividi6é en dos grupos,
zurdos y derechos, y cada grupo fue subdividido en f'\madores y no fumadores. Sea
p, la proporcion de personas zurdas que fuman y p, la proporcion de personas dere-
chas que fuman. El interés recae en hacer una comparacion entre p, y p,.
Supbngase que los zurdos y los derechos constituyen dos distribuciones binomia-
les independientes tales que la proporcion de fumadores en los dos grupos es p, y p,,
fespectivamente. Con base en muestras aleatorias de tamaifio n, y n,,sean X'y Y el
namero observado de personas zurdas y derechas que fuman, respectivamente. Las
proporciones muestrales

~
I

1 X/"Iv
Y/n,

~

2
son los estimadores de maxima verosimilitud de p, y p,, respectivamente. Dado que
por hipotesis X'y Y son variables aleatorias binomiales, las varianzas de los estima-
dores estan dadas por
Var(P,) = Var(X /n)) = p\(1 = p))/n,
Var(P,) = Var(Y/ny) = pol — p:)/n;.
Supongase que se desea construir un intervalo de confianza muestral grande para

la diferencia entre p,y p,.La estadistica de interés es la diferencia entre las dos pro-
porciones muestrales. Ya que

EP) =p,. E®P) =p,
entonces, con base en el teorema 6.1 y su corolario dado por la expresion (7.2)

E(i)l —Pz)=p| - DA, (9.18)
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Var(P, — P,) = Var(P,) + Var(P,)

_pll = py) + pal - p2) 919

\ n; n,

"Con base en una discusiébn anterior (véase el capitulo 5) puede demostrarse que
en valores grandes de n,y n,, la distribuci6n de la estadistica P, — P, es, en forma
aproximada, normal con media y varianza dadas por (9.18) y (9.19), respectivamen-
te. En otras palabras, la distribucién de

(i)I ’"i)z)_(Pl - p2)
‘/i’.u - Py  P(1-Py

n n,

Z=

(9.20)

es aproximadamente N(0,1) n, y n,. Notese que el denominador en la expresxbn
(9.20) proporciona un estlmador de la desviacion estandar de la estadistica P, — P,,
ya que se han reemplazado las proporciones muestrales p, y p,. Por lo tanto, se sigue
que para n, y n, grandes, la probabilidad del intervalo aleatorio

[(i)| - i’z) - Zl—a/'_’d'e'(i’l - Pz), (i’l - i’z) + Zi_an2 S-d'(i’l - i)z)]

es aproximadameme\ "~ a, yunintervalo de confianza aproximado del 100(1 —
a)% para p, — p; es:

. 50 =p) o -5
(Pl—Pz)iZI—a/z\/pl( ) Pl = Pa) 9.21)

n, n,

endonde p, = x/n; y P, = y/n, son los estimados de maxima verosimilitud de p,
y p; respectivamente.

Ejemplo 9.12 En un estudio de los habitos de fumador para personas zurdas y-de-
rechas, una muestra aleatoria de 400 zurdos revel6 que 190 de éstos fuman, y en una
muestra aleatoria de 800 derechos, 300 de éstos fuman. Con base en esta evidencia,
construir un intervalo de confianza del 98% para la diferencia real entre las propor-
ciones p, y p,.

Los estimados de las proporciones son
= 190/400 = 0.475, P, = 300/800 = 0.375.

Dado que los tamaiios de las muestras son grandes, la aproximacién normal es ade-
cuada para este caso. Para un intervalo de confianza del 98% z,4, = 2.33 y el inter-
valo de confianza es

‘ (0.475)(1 — 0.475)  (0.375)(1 — 0.375)
(0.475 — 0.375) = 2.33\/ 200 + 200 ,
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el cual simplifica al intervalo (0.0295, 0.1705). Dado que este intervalo de confianza
no incluye al origen y, de hecho, se encuentra a la derecha de éste, puede concluirse
con un 98% de confiabilidad, que el porcentaje de zurdos que fuman es mayor que
el correspondiente para las personas derechas. »

Supbngase que el interés recae en probar la hip6tesis nula

I , Hy:py —py=0
contra una de las siguientes alternativas:
Hy:p,—p, #0, Hy:p - p,>0, H,:p, - p,<0.

Dadas muestras aleatorias de tamafios n, y n,, considérese la estadistica P, — P,.
La intuicién sugiere que debe rechazarse la hip6tesis nula si un valor de la estadistica
es, en forma suficiente, diferente, mayor que, o0 menor que cero, dependiendo de la hi-
potesis alternativa. En forma equivalente, la decision puede basarse en una prueba
estadistica similar a la dada por (9.20), la cual es aproximadamente N(0, 1) para va-
lores grandes de n,y n,.

Dado que bajo Hse supone que las dos proporciones son iguales, sea p = I
la proporcién comin. Entonces, si la hip6tesis nula es cierta, la estadistica PI - P,
tiene una distribucion, en forma aproximada, no;mal con media

EP, - P) =0
y desviacion estandar

de (P, — P,) = \/p(l -p)  p=p

n n,

e 1 1
= 1 - — + —].
<\/P( p)) <\/"| "2)
Ya que el valor de p no se conoce, se combina la informacion de las dos muestras
para obtener el estimador combinado

X+7Y
n,+nz’

P:

donde X y Y son las variables aleatorias que se observaron y que poseen la caracte-
ristica de interés. Entonces un estimado de la desviacion estandar de Pl — P2 es

de (B, - Py) = <\/p(; - p,) (\/__ B _)

endonde p = (x + y)/(n, + n,) es el estimador combinado de p. Bajo H, la esta-
distica

Z= b= Py (9.22)

VE=P) ()

gt
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es aproximadamente N(0, 1) para valores grandes de », y n,. Dependiendo de la hi-
potesis alternativa, el lector no debe tener dificultad para decidir cuando rechazar

H, con base en (9.22) dado un tamafio del error de tipo I.
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Ejercicios
9.1. Suponga que usted desea probar la hipbtesis
' H:0=5
contra la alternativa
H:.:6=28
por medio de un solo valor que se observa en una variable aleatoria con densidad de
probabilidad f(x: 8) = (1/exp(—x/6), x > V. Si el tamafio maximo del error de tipo
I-que puede tolerarse es de 0.15, jcual de las siguientes pruebas es la mejor para escoger
entre las dos hipotesis?
a) Rechazar H,six =9
b Rechazar H, siX = 10
1) Rechazar H, si X = 11
9.2. Suponga que usted observa un solo valor de una variable aleatoria cuya funcion de den-
sidad esta dada por f(x; 8) = 1/8, 0 < x < 0, y desea probar la hipotesis
Hy,: 0 =20
contra la alternativa
H,: 9 = 15.
icual de las dos pruebas @) rechazar #/, si X < 8. o b) rechazar f/, si X > 8 .esla
mejor para decidir entre las dos hipotesis?
9.3. Se sabe que la proporcion de articulos defectuosos en un proceso de manufactura es de

0.15. El proceso se vigila en forma periddica tomando muestras aleatorias de tamaifio 20
e inspeccionando las unidades. Si se encuentran dos 0 mas unidades defectuosas en la
muestra, el proceso se detiene y se considera como “‘fuera de control’’.

a) Enunciar las hipotesis nula y alternativa apropiadas.

b) Obtener la probabilidad del error de tipo L.

¢) Obtener y graficar la funcion de potencia para los siguientes valores alternativos de la
proporcion de articulos defectuosos: 0.06, 0.08, 0.1, 0.15, 0.2, y-0.25.
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d) Comparense sus respuestas con las partes b y ¢ para el caso en el que se juzga al pro-
ceso como fuera de control cuando se encuentran tres 0 mas defectuosas. a

La cantidad promedio que se coloca en un recipiente en un proceso de lienado se supone
que es de 20 onzas. En forma periddica, se escogen al azar 25 recipientes y el contenido
de cada uno de éstos se pesa. Se juzga al proceso como fuera de control cuando la media
muestral X es menor o igual a 19.8 0 mayor o igual a 20.2 onzas. Se supone que la canti-
dad que se vacia en cada recipiente se encuentra aproximada, en forma adecuada, por
una distribucién normal con una desviacion estandar de 0.5 onzas.

a) Enlnciense las hipbtesis nula y alternativa que son propias para esta situacion.

b) Obtener la probabilidad del error de tipo 1.

¢) Obtener y graficar la funcion de potencia para los siguientes valores medios de llena-
do: 19.5, 19.6, 19.7, 19.8, 19.9, 20.0, 20.1, 20.2, 20.3, 20.4,y 20.5. _

d) Como una prueba alternativa, considérese el rechazo de H, cuando X< 19.75 o
cuando X = 20.25. Si el tamafo maximo del error de tipo I es de 0.05, ;cuél de las
dos pruebas es la mejor?

Con referencia al ejercicio 9.4, supongase que el tamaflo de la muestra se aumenta a 36
recipientes. Dados los mismos tamafios del error de tipo I para las pruebas propuestas,
obtener los nuevos valores criticos y. comparar las funciones potencia de las dos
pruebas. '

Los siguientes datos son los tiempos de sistema observados (tiempo de espera mas tiem-
po de servicio) para 10 clientes en una tienda: 8.7, 2.4, 18.2,10.5,9.7, 4.8, 11.2, 29.3,
10.8, 15.6. Supdngase que el tiempo del sistema es una variable aleatoria con una distri-
bucién gama, con parametro de forma igual a 2 y parametro de escala 6 desconocido.
(Sugerencia: véase la expresion (5.51) y el teorema 7.1.)

a) Pruébese la hipotesis nula
Hy:0=5

contra la alternativa
H;:0>5,

con un tamafio maximo del error de tipo I igual a 0.05.
b) Si el valor real de 8 fuese 7, icual seria la probabilidad del error de tipo 11?

Sea X,, X., ..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién normal con
media u desconocida y varianza o> conocida. Obtener la mejor region critica de tama-
fio a para probar

Hy:po = py
contra
Hi:p =,
en donde u, < wq.
Sea X,. X>. .... X, una muestra aleatoria de tamafto n de una distribucién de Poisson

con parametro A desconocido. Obtener la mejor region critica de tamaflo o para probar

Hy: x =\ -
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contra,
., Hi:\ =\,
" en donde .\, < Ao.
El nimero de accidentes en un crucero muy transitado sigue el modelo exacto de una

distribucibn de Poisson con una media de 2.5 accidentes por semana. Un ingeniero de
trafico decide reducir la velocidad limite de las dos avenidas que se intersectan en el cru-
cero. La decisibn con respecto a sila reduccion en el limite de velocidad disminuye el nd-
mero de accidentes promedio por semana, se tomaré con base en el nimero total de ac-
cidentes que se observan durante un periodo de cuatro semanas a partir de la reduccion
en el limite de velocidad.

a) Enunciar las hipotesis nula y alternativa apropiadas para esta situacion.

b) Para un tamafio maximo del error de tipo I igual a 0.1, obtener el valor critico de la
estadistica de prueba para el rechazo de la hipdtesis nula. (Sugerencia: véanse el
ejemplo 9.4 y el ejercicio 7.6.)

¢} Siel nimero de accidentes promedio disminuy6 a 2, obtener la probabilidad del error
de tipo II. -

Sea Xj, X3, ..., X, una muestra aleatoria de tamaifio » de una distribuciéon exponencial
con parametro-de escala 8 desconocido. Obtener la mejor region critica de tamafio o
para probar

Ho:e = 00

contra
Hy:06 =9,
donde 9, > 6.

Se seleccionaron al azar cuatro unidades de videojuegos y se probaron hasta que ocurre
la falla de éstos. El tiempo que observaron los que tuvieron las fallas son 148.2, 120.6
165.5 y 145.7 horas. Sup6dngase que el lapso de tiempo que transcurre hasta que se pre-
senta la falla es una variable aleatoria exponencial, empléese el ejemplo 7.4 para probar
la hip6tesis nula de que el tiempo medio para que una falla ocurra es de 140 contra la al-
ternativa de que éste es mayor de 140 horas con una probabilidad del error de tipo 1
igual a 0.01. (Sugerencia: Empléese una técnica iterativa en conjuncion con la expresion
(5.56).)

Un contratista ordena un gran nimero de vigas de acero con longitud promedio de S
metros. Se sabe que la longitud de una viga se encuentra normalmente distribuida con
una desviacion estandar de 0.02 metros. Después de recibir el embarque, el contratista
selecciona 16 vigas al azar y mide sus longitudes. Sila media muestral tiene un valor mas
pequeiio que el esperado, se tomara la decision de enviar el embarque al fabricante.

a) Si la probabilidad de rechazar un embarque bueno es de 0.04, ;cual debe ser el valor
de la media muestral para que el embarque sea regresado al fabricante?

b) Si la longitud promedio real es de 4.98 metros, ;cual es la potencia de la prueba en el
inciso a?

En el ejercicio 9.12, ;cual es el tamaiio necesario de la muestra para que la probabilidad
de detectar una disminucion de 0.015 metros en la longitud media sea de 0.99?
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9.14. El propietario de una automévil compacto sospecha que la distancia promedio por

galon que ofrece su carro es menor que la especificada por la EPA, la cual es de 30 millas

por galén. El propietario observa la distancia recorrida por galéon en nueve ocasiones y

= obtiene los siguientes datos: 28.3, 31.2, 29.4, 27.2, 30.8, 28.7, 29.2, 26.5, 28.1. Des-

pués de una investigacion el propietario concluye que Ia distancia por galén es una

variable aleatoria que se distribuye normal con una desviacion estandar conocida de 1.4

millas por galon. Con base en esta informacibn, ;se encuentra apoyada la sospecha del
propietario con a = 0.01? ;Cual es el valor p en este caso?

9.15. En el ejercicio 9.14, ;cuantas veces debe observarse la distancia recorrida por galon para
que con una probabilidad de 0.9 sea detectado un valor tan bajo como 28 mpg?

9.16. En cierto condado de Iowa, la cosecha promedio de maiz por acre fue de 100 toneladas
por acre. Para un afto dado en el que el clima fue particularmente bueno, se selecciona-
ron 12 parcelas en forma aleatoria y éstas arrojaron una cosecha promedio de 106 tone-
ladas por acre, para la misma variedad de maiz. Si la produccion por acre se modela en
forma adecuada por una distribucion normal con una desviacion estandar de 8 tonela-
das por acre, ¢existe alguna razon para creer que este afto la produccion sera mejor que
la produccion promedio normal? Empléese « = 0.01. Para este caso, ;cual es el valor

p?

9.17. Para el ejercicio 9.16, obtener el correspondiente intervalo inferior de confianza del
99% para el estimador del valor real promedio de la produccién por acre, y deducir el
intervalo de posibles valores para u bajo la hlpote51s nula para la que H, no puede re-
chazarse con el mismo valor de «.

9.18. En una planta de armado se disefia una operacion especifica la cual toma un tiempo
promedio de 5 minutos. El gerente de la planta sospecha que para un operador en parti-
cular el tiempo promedio es diferente. El gerente toma una muestra de 11 tiempos de
operacion para este empleado y obtiene los siguientes resultados (en minutos): 4.8, 5.6,
5.3, 5.2, 4.9, 4.7, 5.7, 4.9, 5.7, 4.9, 4.6. Si se supone que el tiempo de operacion se
encuentra modelado en forma adecuada por una distribucion normal:

a) ;Se encuentra la sospecha del gerente apoyada por la evidencia con a = 0.02? ;cual
es el valor de p?

b) Obtener el correspondiente intervalo de confianza estimado del 99% para el tiempo
promedio real, y deducir el intervalo de posibles valores de ¢ bajo H, para los que
no puede rechazarse la hip6tesis nula.

9.19. A veces los productos radioactivos de desecho industrial van a dar a las fuentes de agua
que se utilizan para el consumo de la poblacién. Por razones como ésta, las agencias es-
tatales de salud vigilan en forma periodica las fuentes naturales de agua mediante la
toma y el analisis de muestras de agua. En forma legal se ordena que la cantidad prome-
dio de radiacion en el agua para beber no debe exceder el valor de 4 picocuries por litro
de agua. Se toma una muestra de 16 especimenes de una fuente natural de abasto de una
zona densamente poblada, la cual proporciona valores para la media y la desviacion es-
tandar muestral de 4.2 y 1.2 picocuries por litro, respectivamente. Supongase que la
cantidad de radiacion por litro de agua se encuentra modelada, en forma aproximada,
por una distribucion normal.

a) ;Debe usarse un valor, en particular, pequefio para la probabilidad del error de tipo
I en esta situacion? ;Por qué?
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b) Seleccibnese un valor de alfa 'y pruebense las hlp()teSlS adecuadas. ;Cudl es el valor
de p?
¢} (Deberia preocupar la suposicion de normahdad? Coméntese.

En el ejercicio 9.14, supdngase que la desviacibn estandar del rendimiento en distancia
por galdn no se conoce. Pruébese la misma hipOtesis del ejercicio 9.14 y comparense los
resultados. N

En ;:l ejercicio 9.11, supbdngase que se asume un tiempo de falla el cual se encuentra nor-
malmente distribuido. Pruébese la misma hipétesis del ejercicio 9.11 y comparense los
resultados.

Considérese 1a prueba de H,,: p = p, contra H,: p = p, para el parametro binomial p,
en donde p, > p,. Mediante el empleo del lema de Neyman-Pearson, demuéstrese que
la mejor region critica de tamafio « se basa en el nimero de éxitos observados en los n
ensayos independientes.

Un fabricante de lavadoras afirma que s6l. el 5% de todas las unidades que vende
sufren una falla durante el primer afio de operacion normal. Una organizacion de con-
sumidores ha pedido a 20 familias de igual nimero de miembros que han adquirido
estas lavadoras, que reporten cualquier mal funcionamiento durante el primer afio. Al
final de éste, solo tres familias reportaron mal funcionamiento.

a) Si la organizacion de consumidores cree que la proporcién de lavadoras que sufriran
alguna falla es mas alta que el valor afirmado por el fabricante, empléese el ejercicio
9.22 para determinar si puede rechazarse H,: p = 0.05 con un tamafio maximo del
error de tipo I de 0.1.

b) Mediante el empleo de un método aproximado basado en el material de la seccidn

" 8.4.6, pruébese la hipotesis nula y comparense las probabilidades de las estadisticas
de prueba, asumiendo valores tan extremos o mas de los determinados, dado que H,
es cierta.

Supdngase que en una muestra aleatoria de 20 bebés concebidos mediante un proceso de
fertilizacion in vitro, 15 son mujeres.

a) Mediante el uso del ejercicio 9.22, determinese qué tan probable es el tener 15 o mas
mujeres, si la verdadera proporcion de éstas es de 0.5.

b) Comparese la probabilidad de la parte @ con la que se obtiene mediante el empleo de
la aproximacion normal.

Una organizacion de salud se interesa en actualizar su informacion con respecto a la
proporcion de hombres que fuman. Con base en estudios previos, se cree que la propor-
cion es del 40%. La organizacion lleva a cabo una encuesta en la que se seleccionan en for-
ma aleatoria 1 200 hombres a los cuales se les preguntan sus habitos de fumador. De los
1 200, 420 son fumadores. Emplee un método aproximado para determinar si esta evi-
dencia apoya la nocion de que la proporcion de hombres que fuman es diferente del
40% para « = 0.01.

El responsable de la campaiia politica del candidato A piensa en el ambiente de las alti-
mas semanas previas a las elecciones. El piensa que su candidato se encuentra en igual
posicidn que su oponente, el candidato B, pero han ocurrido algunos reveses en forma
reciente. El responsable lleva a cabo una encuesta en 1 500 ciudadanos.Si de los 1 500
720 indicaniuna preferencia por el candidato A, jexiste alguna razon para creer que el can-
didato A se encuentra en desventaja con relacién al candidato B? Empléese a = 0.05.
a = 0.05. -
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un fabricante desea comparar la tensibn promedio de su hilo con la de su més cercano
competidor. Las tensiones de 100 hilos para cada marca se observaron bajo condiciones’
controladas. Las medias y desviaciones estandar de cada marca fueron las siguientes:

x=1108 - x,=108.2. " "

s, = 102 5= 12.4.

1 .

Si se supone que el muestreo se llevo a cabo sobre dos poblaciones normales e indepen-
dientes, gexiste alguna razébn para creer que hay una diferencia entre las tensiones
promedio de ruptura de los dos hilos? Usese & = 0.02. ;Cual es el valor de p? (Suge-
rencia: la estadistica dada por (8.41) en la que los estimados s; y s3 reemplazan a las co-
rrespondientes varianzas poblacionales es aproximadamente M0, 1) para valores gran-
des de n, y n,). '

En el ejercicio 9.27, obtener las curvas de potencia y caracteristica de operacion.

Obtener una expresibn equivalente a (9.14) para probar Hy: uy — py = §, contra
Hi:py — py = 8 < 38,.

Se cree que el promedio verbal para el niimero de respuestas correctas para la prueba
SAT para las mujeres es mayor que el de los hombres por mas de diez puntos. Las
muestras aleatorias para ambos sexos arrojaron los siguientes resultados:

Hombres - Mujeres
n, = 125 n, = 100
x, = 480 x> = 460
s = 60 s, = 52

a) Si se muestrearon dos poblaciones independientes normales, ;se encuentra la creen-
cia apoyada por la evidencia muestral con a = 0.05? ;Cual es el valor de p?

b) Supodngase que la verdadera diferencia es de 15 puntos. ;Cual es la potencia de la
prueba anterior?

Mediante el empleo de los datos del ejercicio 8.32, determine si existen diferencias
estadisticamente discernibles para la tension de ruptura de los metales producidos por
los dos procesos con a = 0.05. ;Cual es el valor de p?

A finales de la década de los setenta se descubrio que la sustancia carcionogénica nitro-
sodimetilamina (NDMA) se formaba durante el secado de la malta verde, la cual se
empleaba para fabricar cerveza. A principios de los ochenta se desarrollé un nuevo pro-
ceso para el secado de la malta, el cual minimizaba la formacion de NDMA. Se tomaron
muestras aleatorias de una cerveza doméstica que se fabrico empleando ambos procesos
de secado, y se tomaron los niveles de NDMA en partes por billon. Se obtuvieron los
siguientes resultados:

Proceso anterior l 6 4 5 5 6 5 5 6 4 6 7 4

Proceso propuesto | 2 | 2 2 | 0 3 2 | 0 | 3

si se supone que se muestrearon dos distribuciones normales independientes con varian-
zas iguales, ;existe alguna razon para creer, a un nivel de & = .05 que ha disminuido
la cantidad promedio de NDMA en mas de dos partes por billon con el empleo del
nuevo proceso?
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Se.espera que dos operadores produzcan, en promedio, el mismo niimero de unidades
terminadas en el mismo tiempo. Los siguientes datos son los niimeros de unidades ter-
minadas para ambos trabajadores en una semana de trabajo:

Operador 1  Operador 2

AN
2 . 14
1 ' 8
18 18
16 17
13. 16

Si se supone que el niimero de unidades terminadas diariamente por los dos trabajado-
res son variables aleatorias independientes distribuidas normales con varianzas iguales,
ise puede discernir alguna diferencia entre las medias a un nivel ¢ = 0.1?

En el ejercicio 9.33, dado que los datos son observaciones diarias sobre un periodo de
una semana, ;debe usted considerar un enfoque alternativo a este problema? Discuta las
ventajas de este enfoque y demuestre que se obtienen resultados diferentes a los del ejer-
cicio 9.33. ;Por qué se obt:cnen resultados diferentes?

Un investigador médico se interesa en comparar la efectividad de dos dietas muy popu-
lares, A y B. En particular, el investigador desea determinar si una dieta es mas efectiva
para reducir el peso de las personas obesas en un lapso dado de tiempo. Discuta de ma-
nera completa el como debe el investigador llevar a cabo su experimento. Aseglrese de
indicar las suposiciones necesarias.

Un educador ha desarrollado una nueva prueba de aptitud mucho mas breve que la que
se encuentra en uso. El educador desea comparar las dos pruebas. Discuta el enfoque
que empleara el educador para hacer posible tal comparacion.

Un fabricante desea comparar el proceso de armado comiin para uno de sus productos
con un método propuesto que supuestamente reduce el tiempo de armado. Se selec-
cionaron ocho trabajadores de la planta de armado y se les pidié que armaran las unida-
des con ambos procesos. Los siguientes son los tiempos observados en minutos.

Trabajador  Proceso actual Proceso propuesto
| 38 30
i 32 32
3 41 34
4 35 37
h] 42 35
6 32 26
7 45 38
8 37 32

a) En a = 0.05 ;existe alguna razon para creer que el tiempo de armado para ¢l proce-
so actual es mayor que el del método propuesto por mas de dos minutos?

b) iQué suposiciones son necesarias para probar la hipétesis del inciso a, y cual es el

. valor de p?

¢) Obténgase un intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre las medias de
los tiempos de armado. -
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Se llev6 a cabo un estudio para determinar el grado en el cual el alcohol entorpece la ha-
bilidad de pensamiento para llevar a cabo determinada tarea.' Se seleccionaron al azar
diez personas de distintas caracteristicas y se les pidid que participaran en el experimen-
to. Después de proporcionarles la informacion pertinente, cada persona llevd a cabo la
tarea sin nada de alcohol en su organismo. Entonces, la tarea volvio a llevarse a cabo,
después de que cada persona habia consumido una cantidad suficiente de alcohol para
tener un contenido en su organismo de 0.1%.

a) Discutir los aspectos importantes de control que el experimentador debe considerar
al llevar a cabo el experimento.

b) Supongase que los tiempos ‘‘antes’’ y ‘‘después’” (en minutos) de los diez participan-
tes son los siguientes:

Participante Antes - Después

1 28 39
2 22 45
3 55 67
4 as 61
5 32 46
6 35 58
7 40 51
8 25 - 34
9 37 48

10 20 30

¢Puede concluirse a un nivel de o« = 0.05 que el tiempo promedio ‘‘antes’’ es menor
que el tiempo promedio ‘‘después’’ por mas de diez minutos?

En el ejercicio 9.19, ;existe alguna razon para creer que la varianza en la cantidad de ra-
diacién en la fuente de agua es mayor de 1.25 picocuries cuadrados? Emplee o = 0.05.

Desarrollense expresiones generales para calcular la probabilidad del error de tipo II

.z . 2 2 . . .
cuando se prueban las hipotesis H,: 0~ = o, contra cualquiera de las dos siguientes
alternativas H,: o> > oy H,: o° < 0.

Empléense los resultados del ejercicio 9.40 para obtener la potencia de la prueba de la
2

hipétesis en el ejercicio 9.39 si o° = 1.4.

El gerente de una planta sospecha que el nimero de piezas que produce un trabajador
en particular por dia, fluctia mas alla del valor normal esperado. El gerente decide ob-
servar el nimero de piezas que produce este trabajador durante diez dias, seleccionados
éstos al azar. Los resultados son 15, 12. 8, 13, 12, 15, 16. 9. 8, y 14. Si se sabe que la
desviacion estandar para todos los trabajadores es de dos unidades y si el nimero de és-
tas que se produce diariamente, se encuentra modelado en forma adecuada por una dis-
tribucion normal, a un nivel de o = 0.05, ;tiene apoyo la sospecha del gerente? ;Cual es
el valor de p?

En un proceso de llenado, la tolerancia para el peso de los recipientes es de ocho
gramos. Para reunir este requisito, la desviacion estandar en el peso debe ser de dos gra-
mos. Los pesos de 25 recipientes seleccionados al azar dieron como resuitado una des-
viacion estandar de 2.8 gramos.

a) Si los pesos se encuentran normalmente distribuidos, determinar si la varianza de
éstos es diferente del valor necesario. Empléese a = 0.02.
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b) ;Para qué valores de la varianza muestral no puede rechazarse la hip6tesis nula del
inciso @? ;Se encuentran estos valores equidistantes del valor necesario de la varian-
za? ;Como deberian ser? Coméntese.

Considérense los datos del ejercicio 9.32. Para un nivel de a = 0.05 jexiste alguna
razOn para pensar que las varianzas no son iguales?

Un inversionista desea comparar los riesgos asociados con dos diferentes mercados, A y
B. El riesgo de un mercado dado se mide por la variacion en los cambios diarios de pre-
cios. El inversionista piensa que el riesgo asociado con el mercado B es mayor que el del
mercado A. Se obtienen muestras aleatorias de 21 cambios de precio diarios para el mer-
cado A y de 16 para el mercado B. Se obtienen los siguientes resultados:

MercadoA Mercado B

Xy =03 xp = 0.4
sa = 025 sp = 0.45

a) Si se supone que las muestras provienen de dos poblaciones normales e independien-
tes a un nivel de « = 0.05 jencuentra apoyo la creencia del inversionista?

b) Si la varianza muestral de A es la dada, ;cual es el maximo valor de la varianza
muestral de B con base enn = 16 que no llevara al rechazo de la hipétesis nula del in-
ciso a?

Para el ejercicio 9.33, ;puede apoyarse la opini6n de que la variacion en el nimero de articu-
los terminados para el operador 2 es menor que para el operador 1 a un nivel a = 0.05?

En un estudio reciente que abarc 25 afios, se investigd la posible proteccion que pro-
porciona la ingestion de una forma de vitamina A llamada caroteno contra el desarrollo

" del cancer pulmonar. Se encontrd que de 488 hombres que habian ingerido una baja

cantidad de esta sustancia durante este tiempo, 14 desarrollaron cancer pulmonar, pero
en un grupo del mismo tamafio en el que el consumo de caroteno era mayor, solo dos
personas desarrollaron cancer. Bajo las suposiciones apropiadas, ;puede concluirse que
la ingestion de caroteno reduce el riesgo de desarrollar cancer pulmonar en los hombres?
Empléese a = 0.01. ;Cual es el valor de p? Desde un punto de vista estadistico, ;queé
consejo se podria dar al investigador médico que se interesa en un proyecto como éste?

Para el ejercicio 9.47, determinar un intervalo de confianza estimado del 99% para la
verdadera diferencia entre las dos proporciones.

Un economista al servicio de una agencia estatal desea determinar si la frecuencia de de-
sempleo en dos grandes areas urbanas del estado son diferentes. Con base en muestras
aleatorias de cada ciudad, cada una de 500 personas, el economista encuentra 35 perso-
nas desempleadas en un area y 25 en la otra. Bajo las suposiciones adecuadas y con un
nivel o = 0.05 ;jexiste alguna razon para creer que las frecuencias de desempleo en las
dos areas son diferentes? ;Cual es el valor de p?

Un usuario de grandes cantidades de componentes aléctricos adquiere éstos principal-
mente de dos proveedores, A y B. Debido a una mejor estructura en precios, el usuario
hara negocio anicamente con el proveedor B si la proporcion de articulos defectuosos
para A y para B es la misma. De dos grandes lotes, el usuario selecciona al azar 125 uni-
dades de A y 100 unidades de B; inspecciona las unidades y encuentra siete y siete
unidades defectuosas, respectivamente. Bajo las suposiciones adecuadas y con base en esta
informacton, existe alguna razon para no comprar en forma Gnica las componentes del
proveedor B? Empléese a = 0.02.





