Capitulo 8

Vectores en el plano

8.1. Definiciones basicas

8.1.1. Magnitudes escalares y vectoriales.

Hay magnitudes que quedan determinadas dando un solo nimero real,
su medida. Por ejemplo: la longitud de una varilla, la masa de un cuerpo o el
tiempo transcurrido entre dos sucesos. Tales magnitudes se llaman escala-
res, y pueden ser representadas por puntos sobre una recta. Otros ejemplos
de escalares son: la densidad, el volumen, el trabajo, la potencia, etc.

Para otras magnitudes, en cambio, no basta dar un ntimero para determi-
narlas. Para la velocidad de una particula, por ejemplo, no basta conocer su
intensidad, sino que hace falta conocer, ademas, la direccion y el sentido en
que se mueve la particula. La direccién viene dada por una recta, de manera
tal que todas las rectas paralelas tienen la misma direccién, y en cambio
rectas no paralelas tienen direcciones diferentes. Cada direccién tiene dos
sentidos, determinados por las dos orientaciones posibles en la recta. Lo
mismo que con las velocidades ocurre con las fuerzas: su efecto depende no
sélo de la intensidad, sino también de la direccién y sentido en que acttan.

Estas magnitudes en las cuales hay que distinguir su intensidad (que es
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una magnitud escalar), su direccién y su sentido, se llaman magnitudes
vectoriales. Otros ejemplos son: la aceleracion, la cantidad de movimien-
to, la intensidad de un campo eléctrico, de un campo magnético, etc. Las
magnitudes vectoriales ya no se pueden representar, como los escalares, por
puntos tomados sobre una misma recta. Hay que tomar segmentos de longi-
tud variable (indicadora de la intensidad) a partir de un punto fijo, los cuales
tengan la direccion y el sentido correspondientes. Resumiendo y precisando,

podemos establecer las siguientes definiciones:

_ Definicion 1: Se dice que una magnitud es un lescalar cuando el con-
Numeros
Ejemplos: junto de sus valores se puede poner en correspondencia biunivoca y continua
longitud de un hilo, con el conjunto de los ntimeros reales o una parte del mismo.

tiempo entre dos
sucesos, etc.

Definicion 2: Una magnitud se llama vectorial cuando el conjunto
Seamentos de sus valores pue en correspondencia biunivoca y continua con
orientados <— el conjunto de los segmentos orientados o con una parte del mismo. Un
Ejemplos: . segmento de recta queda determinado por sus dos puntos extremos, cuando
velocidad de un movil,
aceleraciéon de un estos puntos estdn dados en un cierto orden, se dice que el segmento es
movil, etc. orientado.

8.1.2. Vectores

Definiciéon 3: Se llama wvector a todo segmento orientado. El primero

de los puntos que lo determinan se llama origen y el segundo extremo del

vector.

La recta que contiene el vector determina la direcciéon del mismo y la

ion sobre la recta, definida por el origen y el extremo del vector,
determina el sentido de este ultimo. Todos los vectores situados sobre una

misma recta o rectgs paralelas tienen la misma direccién. Sobre cada recta

La recta que contiene al segménto

s opuestos. Toda magnitud vectorial puede representarse por

orientado da la direccion
rigen del vector

Extremo del vector

RS

S ® Extremo del vector

Origen del vector

Pa v RS tienen J& misma direccién pero distinto sentido

Rectas paralglis tienen la misma direccion
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un vector, cuya longitud sea proporcional a la intensidad y cuya direccién y
sentido sean los correspondientes a la magnitud.

Notacién: Hay varias formas de nombrar simbdlicamente los vectores.
En estas notas utilizaremos letras con una flecha encima. También un par
de letras maytsculas con una flecha encima, en esta forma de indicar un

vector, las letras representan al origen y extremo del vector en ese orden.

Por ejemplo: A, U, Pﬁ

Definicion 4: Se llama médulo de un vector a la longitud del segmento

orientado que lo define.

El médulo de un vector es siempre un ndmero positivo. Si el vector es

A= @, el médulo puede representarse por cualquiera de las tres maneras:

modA = |A| = |PQ)|

Ejemplo : Si el vector A tiene por origen P(2,1) y por extremo Q(6,3),

entonces (recordar el teorema de Pitdgoras): |A| = \/(6 —2)24+(3-1)7 =

V20
Otro ejemplo:

La direccion del Q(3,3)
vector la da la LY
recta que pasa por
los puntos Py Q

3-1=2

El médulo del vector w :
2 [PQ = /(4= (-2)+ (3~ 1)" = V0

Cuando el médulo es nulo el segmento se reduce a un punto y no puede
hablarse de vector, puesto que faltan la direccién y el sentido. Sin embargo,
por conveniencia se define como vector nulo al que tiene su médulo igual

a cero.
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8.1.3. Igualdad de vectores

Definiciéon 5: Dos vectores se dicen iguales cuando tienen el mismo

modulo, la misma direccién y el mismo sentido.

Con este criterio de igualdad, todos los vectores iguales pueden ser tras-
ladados de manera que tengan el mismo origen O(0,0). De esta manera
cada vector y todos sus iguales tendran un solo representante como vector

de origen O.

o) T

Los vectores A B C D son iguales. El vector B es su representante con

origen en O.

8.2. Componentes de un vector

Definicion 6: Se llaman componentes de un vector A respecto del sis-

tema de coordenadas con origen O y ejes x,y a los nimeros:
al =2 — 71 a2 =Y2— U

Donde (z1,41) es el origen de A y (22,72) es su extremo. Importante:

todos los vectores iguales (misma direccién , sentido y médulo)

tienen las mismas componentes.
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mismas componentes

Los vectores iguales tienen las

Si a] = a1y a, = ag entonces A y B son vectores iguales ya que tienen

las mismas componentes.

Notacién: |4 = B = <a1,a2> = (x2 — 21,92 — y1>.

Ejemplo: Sea el vector A = ]@, donde P(2,1) y Q(6,3), entonces las
componentes de Asonay=6-2=14 y a2 =3 —1=2. El vector puede

escribirse como A = (4,2) y su médulo es |A| = V42 1 22 = /20.

Un vector con las mismas componentes que A pero con origen en P;(8, —3)

r1—8= 4
debe tener extremo en Q1(z1,¥1) de modo que: Luego,
y1—(=3)= 2
r =12y y =-1

—

Un vector con las mismas componentes que A pero con origen en O(0,0)

ro—0= 4
debe tener extremo en Q2(z2,y2) de modo que: Luego,
Yo — 0= 2

o =4y ys = 2.

4

Ejemplo

6 PQr Qs DQs

son representantes del vector 4 = (9,2)

. Qu(6.3)
8.3. Cosenos directores de un vector H(,j_l)/z/'g Q0.2

4 By0,0) 2 4
8.3.1. Medida de un angulo en radianes 2

La medida de un dngulo x en radianes queda definida como el cociente
entre la longitud del arco y la longitud del radio en cualquier circunferencia

que tenga como centro el vértice del angulo.

L . L
x en radianes= —
r
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Es facil ver que si un angulo mide 360° en el sistema sexagesimal entonces
mide 27 radianes en el sistema que utilizaremos en este capitulo.

Esta relacién permite pasar de un sistema de mediciéon angular a otro.

Como veremos mas adelante (funciones trigonométricas), dependiendo
de la medida del angulo, tiene sentido considerar el seno, la tangente y el
coseno de un angulo de cualquier medida. Tanto seno, coseno y tangente

pueden ser positivos o negativos segin que angulo se considere.

si0<z<m/2 senx > 0 cosz >0 tgax >0
simt/2<x<m senz > 0 cosx <0 tgx <0
sim<xz<3m/2 senx < 0 cosz <0 tgx >0
sid3n/2<x<2m senx < 0 cosz >0 tgx <0

Para algunos angulos es sencillo calcular los valores exactos de sus fun-

ciones trigonométricas, por ejemplo:

angulo | seno | coseno | tangente
0 0 1 0
LI SR S B B
w4 | 2| L2 1
/3 § % V3
/2 1 0 no existe
T 0 -1 0
3r/2 | —1 0 no existe
2 0 1 0

8.3.2. Angulos directores y Cosenos directores

Definiciéon 7: Se llaman dngulos directores de un vector, respecto de
un sistema de coordenadas ortogonales con origen O y ejes x, y a los angulos
que el vector forma con el semiejes positivos coordemados. Los angulos se

toman entre 0 y 7.
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Definicion 8: Se llaman cosenos directores de un vector, respecto de
un sistema de coordenadas ortogonales con origen O y ejes z, vy, a los cose-
nos de los dngulos directores. Los cosenos directores pueden ser positivos o

negativos.

Si el vector esta en el primer cuadrante Si el vector esta en el segundo cuadrante

Z s s s
a 'y [3 son angulos menores que 5 F<a<m y 0<B<3

cosa>0y cosf >0 cosa<0 y cosf >0

J :

@

Si el vector esta en el tercer cuadrante Si el vector estd en el cuarto cuadrante

s<a<m y 5<fB<m O<a< gy 53<B8<m

cosa<0 y cosfB<0 cosa>0y cosfB<0

—

Si A = (a1, az) y sus angulos directores son a y f, se cumple que

a P(ay, a2)
= - e
|a1 = |A| cosal |a2 = |A| cosp | as r (a1, a2)
— = cos J| T — . ;
A |A] =1/ai + a3
B
[e3
ai ar
— =cosa
Al

|A]” = (|A] cos )’ + (| A] cos B)’ -
AP

AP = [A*((cos @)’ + (cos B)°)
entonces
(cosa)’+ (cos B)* =1
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P(a1,a2)

-

106 A= (a1, a9)
@ _ cos 3 4] o
Al |Al = \/af + a3

al ap

— =cosa

|A] T2 7 2 T 2
|A]" = (|A] cos &) + (|A] cos B)" =
AP = | AP ((cos @) + (cos B)°)
entonces
(cosa)®+ (cos B)* =1

Ademsds es sencillo comprobar que /‘

cos? a+cos? f =1

8.4. Operaciones con vectores

8.4.1. Suma

—

Definicién 9: El vector suma de dos vectores A = (a1, a) y B = (by, ba)

es el vector A + B = (a1 + by, az + ba).

Método gréfico: Para sumar dos vectores A = (ay,a3) y B = (by, ba) se
procede de la siguiente manera: se hace coincidir el extremo de A con el
origen de B y el vector cuyo origen es el origen de A y cuyo extremo es
el extremo de B es el vector A + B. Al mismo resultado se llega tomando
A y B con el mismo origen, el vector suma coincide con la diagonal del

paralelogramo que parte del origen.

A+ B
B B A+ B
A o A

Ejemplos:

1) Si A= (5,5) y B =(—3,2) entonces A+ B = (2,7)
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A
y
. A+B=(27)
D A= (55)
B=(-32) ,
3 0 2 5 z

2) Si A = (5,3) y llamamos

—

A, = (5,0), es un vector con la direccién del eje x

—

A, =1(0,3), esun vector con la direccién del eje y.

Entonces

— — —

A=(50)+(0,3) = A, + 4,.

Conclusion: Cualquier vector se puede escribir como la suma de dos vectores

que tienen la direccion de los ejes coordenados.

los vectores con y
primera

componente 0
tienen la direccion A=(53)

del eje y Ay =03 = === =~ = > los vectores con
segunda
componente 0

+ [tienen la direccion
A = (5,0) del eje x

3) Si A es tal que||A] = 2|y|a = & | Los vectores con las direcciones de

los ejes coordenados son

A, = <|/T| cos a,0> A, = <0, |A] cos ,8>
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Entonces A = <2 cos §,2cos §> = <\/§, 1>
Ay = (2c0sT,0) = (v/3,0) y A, = (0,2cos T) = (0,1)

Ay = <0,ZCos §>

=k

8.4.2.

™

6

fL = <2 cos

0

Producto de un escalar por un vector

Definicion 10: Se llama producto M del vector A por el escalar A, al

vector que tiene:

a) el médulo igual al producto del médulo de A por el valor absoluto

de A

b) la misma direccién que A

¢) el mismo sentido que Asi)es positivo y el sentido opuesto si A es

negativo.

i

Observaciones:

» Si A= (a1, a2) entonces

—

que

dobledel moédulo

—ZA%enela mismadireccior

, sentidoopuestoy el

L] S‘ls

1
SiA= \_?T entonces |ﬁ| =1

M = (Aai, Aag)

entonces el vector AA = (Aaj, Aag), serd un vector de

vl (Aas, Aaz)

AAL = /3202 + x2ag = /0202 +a3) = VAE (a2 + a3) =

INA| = (Al (a2 + a2) = N[ A|
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médulo unidad y de la misma direccién y sentido que A llamado

vector unitario o versor.

Ejemplo:

" SiA= (—2,4), entonces %A = <—%, 1> que tiene la misma direccién y

sentido que A

—34= (6, —12) y tiene la misma direccién que A pero sentido opuesto

y médulo |—3| |A] = 6V/5.

= Si A = (—2,4), entonces |A] = \/(=2)2 + 42 = /20 = 2V/5 y el vector:

- )

tiene la misma direccién y sentido que A pero con mddulo 1.

8.5. Versores fundamentales

Dado un sistema de coordenadas ortogonales, se considera sobre cada
uno de los ejes y coincidiendo con el sentido positivo de los mismos los

f

versores: 7, jJ cuyas componentes son:

r=(1,0) m

y se llaman versores fundamentales.

7

Todo vector A = (ay,as) puede escribirse en la forma:

=L

A =a17+asj

Esta descomposicién de un vector como suma de dodvectores en la direccién

forma de expresar

de los ejes coordenados es muy importante y util. A es

el vector se la llama descomposiciéon candénica.
Ejemplos:
1) Dado el vector A, con origen en P(-3,5)ye

mos escribirlo en funcj6on de sus componentes como:

—

A= (7,2 =77+27

Ejemplo: .
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2) B = (2,6) puede representarse graficamente como sigue:

8.6.

+ Y

Ejercicios

. Dado A = (4, —2); hallar:

a) el extremo del representante cuyo origen es P(3,1);
b) el origen, del representante cuyo extremo es Q(7,5);
¢) el médulo de A.

& Hallar las componentes y los cosenos directores de vectores paralelos

a los ejes coordenados. Graficar.
Dado A tal que |A| = 2 y uno de sus dos angulos directores es: o = 7/3

a) Calcular sus componentes.
b) Hallar el extremo de su representante cuyo origen es P(—1, 3).

¢) Hallar el origen del representante, cuyo extremo es B(7,—6).

. Calcular los cosenos directores del vector A = (3/13 , 4/13)

;Puede un vector formar con dos ejes coordenados los siguientes angu-

los?

a) a=7/6 B =mr/4

b) a=m/3 g=m/3
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c) a=>5m/6 B=m/6

6. ® Representar en el mismo grafico los vectores A; = (4, —3) Ay =
(2,5) y su suma S = A, + 4. Caleular el médulo de S y el dngulo que
forma S con ffl y con ffg (recordar el Teorema del coseno que esté al

final de Ejercicios).

7. @ Representar en el mismo gréfico los vectores:
By =(4,2), By=(2,1)
Bs=(—1,-1/2), Sy = B, + Ba, S, =B + Bs.
Calcular el médulo de Sy y S,. Calcular el angulo que forma S, con

By. Calcular el angulo que forma S, con ég.

8. @ Representar en el mismo gréfico los vectores
gl = <_6a3>7 EQ = <27 _5>

—

Ry = —2B), Ry= %gl, R3 =3By, T) = R, + R3.

Definiciones para los siguientes ejercicios:

Fuerza resultante: Cuando un cuerpo sufre la accién de dos o mas
fuerzas sus efectos pueden ser sustituidos por la accién de una tnica

fuerza denominada fuerza resultante.

En concreto, la fuerza resultante de un sistema de fuerzas se obtiene
mediante la suma vectorial de todas las fuerzas que actian sobre el

cuerpo.

Newton: En Fisica, un Newton (simbolizado con IN) es la unidad

de medida de la fuerza en el Sistema Internacional de Unidades:

k.
IN=1-8 1

S
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9. & En el gréfico los vectores Fy y F, representan fuerzas. En cada caso
encontrar la magnitud (médulo) de la fuerza resultante y el &ngulo que

forma con el eje x positivo.

L Y L Y
a) It b) ;
| Fi| = 20kg |Fy| = 200N !
|Fy| = 16kg | Fy| = 300N
i N 3
6
e =
j2) 1y

10. @ Dos fuerzas F y F) cuyas magnitudes son 10 y 12 N actiian sobre

un objeto que se encuentra en un punto P. Hallar la fuerza resultante

—

F', su magnitud y calcular el angulo 6.

11. @ Sobre un cuerpo actian dos fuerzas Fy y B que forman un angulo
de % |F}| = 80 Newton y |Fh| = 50 Newton.
a) Representar graficamente (teniendo en cuenta una escala adecuada,
por ejemplo: lem. cada 10Newton) Fy y F, en un sistema cartesiano
donde el eje x coincida con la direccion de las fuerzas Fy y F) se
encuentre en el primer cuadrante.
b) Calcular F, F, ﬁly y ﬁgy
c) Hallar ﬁx = ﬁlx + ﬁzw y Ry = ﬁly + ﬁgy que sumados dan la fuerza

resultante.
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@ Un cuerpo es colgado con dos cuerdas, una de 3 metros y la otra de
4 metros. Las cuerdas se atan en sendos ganchos, fijos en el techo, que
distan entren si 5 metros. El peso del cuerpo (fuerza con que la tierra lo
atrae) es de 120 Newton. Cada cuerda ejerce sobre el cuerpo una fuerza
que llamaremos tension. La tension tiene la direccion que da la cuerda
tensa. Realizar un esquema de la situacién, utilizar los teoremas del
seno o del coseno (ver al final del ejercicio) para calcular los d&ngulos del
tridngulo determinado por las cuerdas y el techo. Se pretende calcular
el moédulo de cada tensién, para ello asumiremos que el cuerpo estd
quieto, luego la suma de las fuerzas exteriores que se aplican sobre el

cuerpo debe ser cero. Desarrolle los siguientes procedimientos.

a) La suma vectorial de las tensiones debe dar un vector del mismo
modulo y direccion que el peso pero de sentido contrario. Resolver

graficamente utilizando una escala adecuada.
b) Utilizar el teorema del seno para resolver la situacién anterior.

c¢) Considere un sistema de ejes cartesianos, encontrar las proyec-
ciones de los vectores en cada eje, la suma en cada eje debe ser

nula.

Si en las mismas condiciones del problema anterior los datos fueran

las tensiones obtenidas calcular el peso.
a) Considerando el sistema de ejes cartesianos.
b) Utilizando el teorema del coseno.
Teorema del seno: Dado un tridngulo de lados A B C' y angulos

a B v, donde « es el dngulo opuesto a A, § es el angulo opuesto a B

y v es el angulo opuesto a C, se tiene:

A B C

sena  senf  senv
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Teorema del coseno: Dado un tridngulo de lados A B C' y dngulos
a (B v, donde « es el dngulo opuesto a A, § es el angulo opuesto a B

y 7 es el angulo opuesto a C, se tiene:
A? = B* + C* - 2BC cosa

B? = A% + C? — 2AC cosf

C? = A® + B> — 24B cos~y

14. @ Dados el vector zﬁ, de origen en A(1,2) y extremo en B(2,3) y
el vector ﬁ, de origen en A(1,2) y extremo en P(z,y) es un punto

cualquiera de la recta que contiene a @ .

a) Representar graficamente esta situacion.

b) Considerar la igualdad entre vectores como la igualdad de sus
componentes. Si ﬁ = t@ , donde t es un nimero real, se puede
eliminar ¢ de las dos ecuaciones escalares que resultan. Dar la

interpretacion de la ecuacién obtenida.

15. Con la idea presentada en el ejercicio anterior, encontrar la ecuacién

de la recta dirigida por el vector ¥ = (a,b) que pasa por el punto

P(x07y0)'

Aclaracion: La mayoria de los ejercicios pueden verificarse utilizando
software del siguiente modo:
Los senalados con Q) pueden resolverse utilizando un software de matemdti-
ca dindmica.
Los senalados con (-) pueden resolverse utilizando software de algebra compu-
tacional.
En el Anexo que aparece al final del libro se dan pautas sobre los programas

recomendados para cada caso.





