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* Indicaciones generales.

10.2 El Plano —

Ecuacion del plano: formas vectorial y cartesiana

Plano determinado por tres puntos no alineados Importante el manejo de
Programacionlineal — los temas de capitulo 9y
Posicioén relativa entre planos de rectas en el espacio
Posiciones relativas entre una recta y un plano B
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Capitulo 10.

10.2 El plano pp.138-149

(10.2.1 Ecuacion vectorial T Ejercicios 5y 13

pp.138-140410.2.2 Ecuacion cartesiana

10.2.3 Plano determinado por tres puntos

1024 Programactontnesal

pp.143-146—10.2.5 Posicion relativa entre planos Ejercicios 9y 15
pp.146-149-0.2.6 Posicion relativa entre recta y plano — Ejercicios 11y 16

LI b rO Material disponible en el
Libro

Ejercicios Ejercicios de
10.1 La recta recomendados profundizacion
pp. 150-152

Ejercicio 14
Ejercicios 10y 12
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P, punto que pertenece al plano

—>

N vector normal al plano

Para hallar la ecuacién de un plano:

Py (X4, ¥os Zo)
N ={(A,B,()
N
P,® 1
pe
Vectorial Cartesiana
« P,P es un vector que pertenece al plano, por * Desarrollando el producto escalar

lo que es perpendicular al vector normal N

Ax —x,) + By —y,) +C(z—2,) =0

« Obien

(A,B,C) (X — Xo,Y— Vo, Z — Zy) = 0 Ax+ By + (Cz +‘(—Ax0 — By, — Czo)‘= 0

D




Notemos que una ecuacion que en el plano representaba una recta,
en el espacio representa un plano

“
~

y=x+1lenR? y=x+1lenR?




Ejemplo 1

Plano que pasa por P,(1,1,-1) ytiene vector normal § = (3,2, 1)

https://www.geogebra.org/m/Ch4HgHCP




Ejemplo 1

Plano que pasa por P, (1,1,-1) ytiene vectornormal N = (3,2 1)

(3,2,1) - (x—=1,y-1,z—(=1)) = 0 N-P,P=0
3x—-1D)+2(y—-1)+1(z+1)=0 Alx—x,)+B(y—y,) +C(z—2,) =0

3x—3+2y—2+1z+1=0

3x+2y+1z—4=0

¢Coémo sé si un punto determinado pertenece al plano?
Reemplazando sus coordenadas en la ecuaciéon del plano y viendo
si se cumple la igualdad.
¢Coémo puedo encontrar otros puntos del plano?
Dando valores a dos de las variables y despejando la tercera.




Ejemplo 1

Plano que pasa por P, (1,1,-1) ytiene vectornormal N = (3,2 1)

Para representar el grafico de una parte del plano, podemos hallar tres puntos
que pertenezcan al plano. Por ejemplo, buscar sus intersecciones con los ejes

coordenados

Ejes coordenados

Punto de interseccién del plano
con el eje

Ejex: y=2z=0

(.20)
3' ’

Ejey: x=2z=0

(0,2,0)

Ejez: x=y=0

(0,0,4)

3x+2y+z—-4=0

4




Ejemplo 1

Plano que pasa por P, (1,1,-1) ytiene vectornormal N = (3,2 1)

Para representar el grafico de una parte del plano, podemos hallar tres puntos
que pertenezcan al plano. Por ejemplo, buscar sus intersecciones con los ejes

coordenados

Ejes coordenados Punto de interseccion del plano
con el eje
Ejex: y=2z=0 4
(3:00) 7
Ejey: x=2z=0 (0,2,0) h
X
Ejez: x=y=0 (0,0,4) Iy
' .
2
.3‘ I /
3x+2y+z—-4=0

>t \

47




Ejemplo 1

Plano que pasa por P, (1,1,-1) y tiene vector normal N = (3,2, 1)

3x+2y+z—-4=0

(al presentar diapositivas
se ve como animacion)

Animacion de: https://aga.frba.utn.edu.ar/




Ejemplo 2
Plano que pasa por P, (4,5,2) P,(1,3,4) P, (2,2,5)

Los tres puntos no deben estar alineados para determinar univocamente al plano

Hallo dos vectores (no colineales)
contenidos en el plano




Ejemplo 2
Plano que pasa por P, (4,5,2) P, (1,3,4) P, (2,2,5)

Los tres puntos no deben estar alineados para determinar univocamente al plano

N Hallo un vector normal
—~e P1P2 = <—3,—2,2)

P1P3 == <—2, —3, 3)

. ik
N=P1P2XP1P3= -3 -2 2 =0l+5j+5k
-2 -3 3

Si los puntos estan alineados, los vectores obtenidos seran colineales y al
realizar el producto vectorial obtendré como resultado el vector nulo.
Infinitos planos pasan por tres puntos alineados («haz» de planos).




Ejemplo 2
Plano que pasa por P, (4,5,2) P,(1,3,4) P,(2,2,5)
La ecuacion queda: N =(0,5,5)

(0,5,5)(x—4,y—52z-2)=0

5(y—5)+5(z—-2)=0

5y+5z—-35=0




Posiciones relativas entre planos

El angulo entre dos planos corresponde al angulo entre sus respectivos vectores normales
(asi como el angulo entre dos rectas corresponde al angulo entre sus vectores directores).

T

(al presentar diapositivas ] :
se ve como animacion)

Animacion de: https://aga.frba.utn.edu.ar/



Posiciones relativas entre planos

Dos planos son paralelos, coincidentes o se cortan. Si se cortan pueden ser perpendiculares
(o no serlo). (Cémo lo puedo determinar? (teniendo en cuenta el concepto de angulo entre
planos y lo estudiado en relacion a los vectores).

e

N, =A.N, N, #A.N,

paralelos

se cortan

coincidentes

Si N{-N,=0
los planos son perpendiculares

Ver: https://www.geogebra.org/m/FtowvwDH



https://www.geogebra.org/m/Ft6wvvDH

Posiciones relativas entre planos

Ejemplo. Determinar si los siguientes planos son paralelos, coincidentes o si se cortan.

m:2x—y+z+3=0 my:—4x+2y—-2z+2=0
N, = (2,—1,1) N, = (—4,2,-2)
N; =-1/2.N,

¢paralelos o coincidentes?

1) Busco un punto P del plano m,
Si x=0, y=0 reemplazo en la ecuaciéon y obtengo z=-3
P(0,0,'S)

2) Verifico si P pertenece o no a 1,
-4.0+2.0-2.(-3)+2=8=+ 0 por lo tanto P no esta en m,

Rta:m; y m, Son planos paralelos no coincidentes




Interseccion entre planos

Dos planos no paralelos intersectan en infinitos puntos que forman una recta

Aix+Byy+Ciz+D; =0 Sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas.
Es compatible (porque los planos no son paralelos).
Azx+ By + 22+ D2 =0 Es indeterminado ------------- > infinitas soluciones
v
RECTA
LY

Tomo como pardametro
cualquiera de esas variables

iy n;

/ N\

i
.




Interseccion entre planos
Ejemplo. Hallar la interseccion de los siguientes planos.
Determinar si los planos son perpendiculares entre si.

m:x+y+z+1=0 My:X—2y—2z+2=0 N, #1.N,

los planos se cortan
{x+y+z+1=0

x—2y—z+2=0

g
x=2—Zt
3 3
Rta: la interseccion de los planos es igual ala recta L: { y = 12,
3 3
L=
Ny =(1,1,1) N, = (1,-2,-1) NNy =-2%0

los planos no son perpendiculares




Resolucion del ejercicio anterior:

AR T =0
)k—ZB -342 =0

et \—\-t ‘\ 9- iy

- SNy —
X+y= -\-t - K= |25t % I_L_.—:—S-"""
)'\-7.}: -1+t \\ _;_




Repaso: Rectas

P,B=ti | YYe=th X~ _Y~Yo_Z 7%
(0] - =

(x_xo;y_; yo;z_zo) = t(a,b,c>

Animaciones de: https://aga.frba.utn.edu.ar/



Posiciones relativas entre plano y recta

2 perpendicular

Vector director de la

e " Recta corta al plano ' recta colineal al vector
o normal del plano
/ Vector director de larectano
perpendicular al vector normal 3 1o perpen dicular

del plano

/ Recta paralela al plano

Vector director de la recta perpendicular
al vector normal del plano

Recta incluida en el plano

Vector director de la recta perpendicular
al vector normal del plano

Animaciones de: https://aga.frba.utn.edu.ar/




Posiciones relativas entre plano y recta

2x—3y+z+1=0 |-
N =(2,-3,1)
x = 3t ~
y =2t U = (3,2,0)
z=-1 D -
N-U=0 e ==

La recta y el plano son paralelos

¢La Recta paralela al plano esta incluida en este?

1) Busco un punto de la recta

x =3.0
Sit=0 <y =2.0 P(0,0,-1) es un punto de la recta
z=-1

2) Analizo si P estd en el plano
2.0-3.0+(-1)+1=0 por lo tanto P esta en el plano

RTA: la recta y el plano son paralelos.
Larecta estd contenida en el plano




Posiciones relativas entre plano y recta

2x—3y+z+1=0

y=t U =(0,1,3)
z = 3t
N-U=0

¢Recta paralela al plano
o incluida en este?

1) Busco un punto de la recta

X =5
Sit=-1{ y=-1
z=3(-1) RTA: la recta y el plano
P(5,-1,-3) es un punto de la recta son paralelos.
o ) La recta no esté contenida
2) Analizo si P esta en el plano en el plano

2.5-3.(-1)+(-3)+1=11+ 0 por lo tanto P no esta en el plano

Animaciones de: https://aga.frba.utn.edu.ar/



Posiciones relativas entre plano y recta

2x—3y+z+1=0

x=1t

y=1
z=t+3

¢Como sé si son perpendiculares?

N =1.0°?

Animaciones de: https://aga.frba.utn.edu.ar/




¢Como hallo el punto de interseccion?

(2x—3v+2z+1=0 \

< x=t >
y=1

\ Zz=t+3

2t—3.1+t+3+1=0

3t+1=0 |
t = _1/3 i : | | - ‘:.::__-*-:_:‘_.

( x=-1/3
] y=1
z=-1/3+3=8/3

P ! 18
( 3’ ’3)

Animaciones de: https://aga.frba.utn.edu.ar/



Para la semana que viene;

« Completar los ejercicios recomendados del capitulo 10

Si tenés alguna pregunta durante la semana hacé tu
consulta en el Foro del Aula Virtual.

El sabado 29/08 sera el recuperatorio del primer parcial.




