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Capitulo 10

Rectas en el Espacio. Planos.

10.1. La recta

10.1.1. Ecuacidn vectorial de la recta

En esta seccién caracterizaremos los puntos del lugar geométrico del es-
pacio que se encuentran sobre una recta. Para esto consideremos que todos
los vectores cuyos origenes y extremos estan sobre la recta son multiplos de
un vector dado al que llamaremos vector director de la recta.

Si Py(o, Yo, 20) es un punto fijo de la recta y P(x,y,z) es cualquier otro

punto entonces:

PP = tU

donde U es el vector director y ¢ es un niimero real.



eje z

ejey

Resumiendo: Para determinar una recta hacen falta:
= Un vector (U) que le dé la direccion.
» Un punto (Fy) que la fije en el espacio

Con mas detalle, si P(x,y, z) es un punto cualquiera de la recta, Py(xo, yo, 20)
es el punto dado, t es un parametro real y U= (a, b, c) el vector que la dirige,

la ecuacién vectorial de la recta es:

<Q§' —Z0,Y — Yo, % — ZO> - <ta, tb, tC>

10.1.2. Ecuacion paramétrica cartesiana de la recta

Igualando las componentes de los vectores, podemos escribir la ecuacion

anterior:

rT—x9="ta
y—1yo=1t>b teR

z—zy=1tc




O también:
(
r=at+xg
y=>bt+1yo teR

z=ct+ 2

\

10.1.3. Forma simétrica de la recta

Despejando el parametro t de las tres ecuaciones paramétricas e igualando

se obtiene:

T—To Y—Y <Z—Z20
a b c

Observaciones: Esta forma de la recta solo puede darse si las tres compo-
nentes del vector director son diferentes de cero (recordar que no se puede
dividir por cero). Hay que tener en cuenta, también, que si se necesita operar
algebraicamente con la recta, debe presentarsela como dos ecuaciones, que

obtenidas de esta forma simétrica pueden ser:

(90—%:9—190
a b

Z/—yOZZ—Zo

10.1.4. Posiciones relativas entre dos rectas

Llamaremos a las rectas con la letra ¢ y un subindice que las identifique.
Sean ¢y y {5 dos rectas con vectores directores U; y U, respectivamente.
Daremos condiciones para decidir si dos rectas son perpendiculares, paralelas

o ninguna de estas alternativas.



Rectas paralelas o coincidentes

Dos rectas son paralelas o coincidentes si sus vectores directores tienen la
misma direccion. En otras palabras, si U; es el vector director de ¢1 y Us es

el vector director de /5 entonces ¢; es paralela o coincidente con /5 si:

Uy =\ U,
Donde A es un numero real.
Ejemplos:
1. Dadas las rectas
T = % — 6t z= 2-+3h
b y= 1142t telR ly y= —h heR
z= —1+4t z= —T—2h

U, = (—6,2,4) es el vector director de ¢4 Uy = (3, —1,—2) es el vector
director de /5.

Como ﬁz = —%(71 los vectores directores tienen la misma direccién, es
decir que las rectas son paralelas o son coincidentes.

Para verificar cual es la situacion en este caso elegimos un punto de la
recta {1 y vemos si pertenece o no a la recta /.

Por ejemplo: el punto Q(—%, 13,3) pertenece a ¢; debemos fijarnos
si estd en la recta /5, es decir, vemos si existe un valor de h que sea

solucién del sistemas

-5 = 2+3h
13= —h
3= —7-2h

pero se ve que no tiene solucién, luego las dos rectas no tienen puntos

comunes. Por lo tanto las rectas son paralelas.



2. Dadas las rectas

xr = %—61& r= —4+3h
b y= 11+2t teR ly y= 2—-h heR
z= —1+4t 2= 2-2h

Uy = (—6,2,4) es el vector director de ¢, Uy = (3, —1,—2) es el vector
director de 45.

Como [72 = —%(71 los vectores directores tienen la misma direccion, es
decir que las rectas son paralelas o son coincidentes.

Para verificar cual es la situacion en este caso, elegimos un punto de la
recta ¢1 y vemos si pertenece o no a la recta /.

Por ejemplo: el punto Q(—%, 13,3) pertenece a ¢; debemos fijarnos

si estd en la recta /5, es decir vemos si existe un valor de h que sea

-5 = —4+3h
solucion del sistemas: 13 = % —h este valor es h = %, las dos
3= 2-—2h

rectas tienen la misma direccion y ademas hay un punto en comtn. Por

lo tanto las rectas son coincidentes.

Rectas perpendiculares

Dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son perpendicu-

lares. Esto es, si el producto escalar de estos tltimos es cero:

Interseccién de rectas

Sean dos rectas: ¢; dirigida por U, = (a1,b1,c1) que pasa por el pun-

to Pi(z1,y1,21) y (o dirigida por Uy = (ay,by,c2) que pasa por el punto



Py(x9, Y0, 22), si Uy # X\ Us, entonces las rectas se cortan o son alabeadas

Si /1 tiene ecuaciones paramétricas:

(

r=1ta +x
y:tb1+y1 teR

z=tca+xn

\

y {5 tiene ecuaciones paramétricas:

(
r="hay+ T2

y=nh b+ 1ys heR

z="hcy+ 29
\

y las rectas se cortan en un punto deben existir h y t tales que:

(

ta1+x1:ha2—l—x2

thi+yi =hby+ys

t61+21=h02+22

\

que es equivalente al sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas h y t
siguiente:

¢

alt—a2h2$2—$1

bit—bysh=ys—

cgt—ch=2—xn

De acuerdo al teorema de Roché-Frobenius, este sistema, puede ser:
1) Compatible determinado, entonces las rectas se cortan en un punto.
Este punto se obtiene resolviendo el sistema y reemplazando el valor de ¢ en

/1 o el valor de h en /5.



2) Incompatible, entonces las rectas son alabeadas. En otras palabras, sin

ser paralelas, no tienen ningiin punto en comun.

Ejemplos:

1. Dadas las rectas

r= H—06t = —4+3h
b y= 1+2t tekR ly y= —3h helR
z= —1+4t z= 1-—2h

U, = (—6,2,4) es el vector director de £; U, = (3, -3, —2) es el vector
director de ¢.
Como ﬁl £\ (72 las rectas se cortan en un punto o son alabeadas.

Para determinar cual es la situacién planteamos el sistema:
4 (

5—6t =—-443h —6t —3h =-9
14+ 2t = —3h que es equivalente a: ¢ 2t + 3} —
\—1—1—425 =1-2h \4t—i—2h =2
-6 -3
La matriz del sistema es: 2 3 que tiene rango 2.
4 2
-6 -3 -9
La matriz ampliada es: | 2 3 —1 | que tiene rango 3.
4 2 2

Por lo tanto el sistema no tiene solucién y las rectas son alabeadas.

2. Dadas las rectas
r= —1-6t = —4+3h
0 y= 142t teR ly y= —-3h heR
= —1+4t z= 1—-2h



Uy = (—6,2,4) es el vector director de £; U = (3, -3, —2) es el vector
director de #s.
Como U # A U, las rectas se cortan en un punto o son alabeadas.

Para determinar cual es la situacién planteamos el sistema:
( (

—1—-6t =—-4+4+3h —6t —3h = -3
{1492t — —3h que es equivalente a: ¢ 2¢ 4 3} =1
—14+4t =1-2h \4t+2h =2
—6 —3
La matriz del sistema es: | 2 3 | que tiene rango 2.
4 2
-6 -3 -3
La matriz ampliada es: | 2 3 —1 | que también tiene rango 2.
4 2 2
Por lo tanto el sistema tiene solucién unica y las rectas se cortan en un
punto.
La solucion del sistema est =1, h = —1.

El punto de interseccién es (-7, 3, 3).

10.2. El plano

Caracterizaremos los puntos del lugar geométrico del espacio que se en-
cuentran sobre un plano. Al igual que con la recta, un plano queda perfec-
tamente determinado si tenemos un vector (]\7 ) que le dé la direccién y un
punto (Py) que lo fije en el espacio.

La situacién se presenta en el siguiente grafico. Notar que el vector no per-

tenece al plano sino que es perpendicular al mismo (si quisiéramos dirigir el

plano con vectores pertenecientes al mismo serian necesarios al menos dos



que no fueran colineales, esta situacién se contemplard mas adelante).

eje z

2

ejey

AN

eje x

10.2.1. Ecuacion vectorial del plano

En el grafico anterior:

» Py(w0, Yo, 20) es un punto dado del plano y P(z,y, z) es un punto cual-

quiera del mismo.
« N = (A, B,C) el vector normal (perpendicular) que lo dirige.

] Poﬁ = (x — o,y — Yo, 2 — 20) es el vector que pertenece al plano que

se construye con los dos puntos.

Esta claro que los dos vectores PO?7 y N son perpendiculares, recordando el

producto escalar entre vectores, la ecuacion vectorial del plano sera:

N-RP =0
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10.2.2. Ecuacion cartesiana del plano

Desarrollando el producto escalar, que define al plano, obtenemos:
(A,B,C) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) =0
Finalmente la ecuacion cartesiana del plano es:
Az —x0) + By — o) + C(z — %) =0
Otra forma habitual de presentar esta ecuacion es la que se obtiene distribu-

yendo y agrupando:

Ar+ By+Cz+D =0

Donde D = —(Azq + Byy + Cz)

10.2.3. Plano determinado por tres puntos no alinea-

dos

Dados tres puntos no alineados en el espacio, Py(xo, Yo, 20), P1(21,91, 21),
Py(x9, Y2, 22) encontraremos la ecuacién del plano que ellos determinan. Como
dijimos, esto serd posible si tenemos el vector N = (A, B,C) y un punto. El
punto puede ser cualquiera de los tres dados, por ejemplo Py(zo, yo, 20), NoS
queda la tarea de encontrar el vector normal N = (A, B,C). Para esto hay
que construir los vectores m}, fTP; . La situacion se presenta en el siguiente

grafico:
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eje z

\
\
j/ eje y
\
XTo L

Utilizando el producto vectorial, el vector N sera:

ﬁ:P()PlXPOpQ

Finalmente con el punto F, y el vector N podemos construir el plano como
en la seccion anterior, esto es, dar su ecuacion cartesiana.

Ejemplo:
Encontrar la ecuacion cartesiana del plano que queda determinado por los

tres puntos Fy(0,4,—1), Pi(1,—1,2), P(2,-3,5). Los vectores que perte-

necen al plano son:

— —
PP =(1,-5,3), PyP, = (2,-7,6).

) , e e
Notar que no existe un nimero A de modo que se cumpla PyP, = APy P, es
decir, que los vectores no son colineales.

— =
Entonces N — ByP, x PyP, = (—9,0,3)

La ecuacién cartesiana del plano serd: —9(x—0)+0(x—4)+3(2+1) =0
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10.2.4. Posiciones relativas entre dos planos

Consideremos dos planos, uno que esta dirigido por el vector
Ny = (A, By, C1) y pasa por el punto Pi(z1,y1, 21) el otro dirigido por
]\72 = <A2, BQ, OQ> y pasa por PQ(Q]Q, Ya, ZQ).

Tendremos las siguientes alternativas.

Planos paralelos o coincidentes

Dos planos son paralelos o coincidentes si sus vectores directores tienen
la misma direccion. En otras palabras, si Ny es el vector director de uno de

los planos y ]\72 es el vector director del otro plano:

Ni= N,

Ejemplos:

1. Dados los planos:
I : —3y+62—2=0 ng—%x—l—y—Zz—i—l:O

N, = (1,-3,6) es el vector director de II; N, = <—%,1,—2> es
el vector director de II,. Como NQ = —%]\71 los vectores directores
tienen la misma direccion, es decir que los planos son paralelos o son
coincidentes.

Para verificar cual es la situacién en este caso, elegimos un punto del
plano II; y vemos si pertenece o no al plano Ils.

El punto Q(2,0,0) pertenece a II; debemos fijarnos si esta en el plano
I15, es decir vemos si las coordenadas de () son solucién de la ecuacion

de HQI

_ 2
—1940-2.041=2%0
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puesto que las coordenadas de () no son solucién de la ecuacién, significa
que los dos planos no tienen puntos comunes.

En este caso los planos son paralelos.

2. Dados los planos:

IIi: 2—-3y+62z—-2=0 I, : —%x—i—y—Zz:—

wino

N, = (1,-3,6) es el vector director de II; N, = <—%,1,—2> es
el vector director de II,. Como NQ = —%]\71 los vectores directores
tienen la misma direccién, es decir que los planos son paralelos o son
coincidentes.

Para verificar cual es la situacién en este caso, elegimos un punto del
plano II; y vemos si pertenece o no al plano Ils.

El punto Q(2,0,0) pertenece a II; debemos fijarnos si esta en el plano

II,, es decir vemos si las coordenadas de () son solucién de la ecuacion

de Il,:
1 - _2
32+0-2-0=—3
puesto que las coordenadas de () son solucién de la ecuacién, significa
que los dos planos tienen todos sus puntos comunes.
En este caso los planos son coincidentes.

Planos perpendiculares

Los dos planos seran perpendiculares si sus vectores directores lo son:

Ny Ny=0

Interseccion de dos planos

Si los planos no son paralelos se cortaran en una recta.

Una forma simple de encontrar esta recta es reemplazar cualquiera de las
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tres variables, x, y, z, por el parametro ¢ en las ecuaciones de ambos planos,
luego resolver el sistema de dos ecuaciones en funcion de ¢, obteniéndose las

ecuaciones paramétricas de la recta. A modo de ejemplo:
At —21) + Bi(y —y) + Ci(z —21) =0
As(t — x2) + Ba(y — y2) + Ca(z — 22) = 0

Encontrando los valores de y y z en términos de t obtenemos las ecuaciones

paramétricas buscadas.

Ejemplo:

Dados los planos: Il : 2 —3y+62—2=0 1Ily: —x—3y+2—1=0
Ny = (1,-3,6) es el vector director de I} N, = (=1, —3,1) es el vector
director de II;. Como ]\71 y ]\72 no tienen la misma direccién (uno no es
multiplo del otro), los planos no son paralelos ni son coincidentes.

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

=t
rT—3y+62—-—2=0

—r—3y+z2—1=0

\
que puede considerarse como un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

Yy 2
3By +6z2=2—1
—3y+z=1+t
resolviendo y recordando que x =t queda:
r=1t
__x 4
y=-15l"15
z = —%t + %
\
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que son las ecuaciones paramétricas de la recta que surge como interseccion

de los dos planos.

10.2.5. Posiciones relativas entre una recta y un plano

Dada la recta:

r=at+x

y=>bt+y

z=ct+ 2z
y el plano:

Al —x2) + By —y2) + C(z — 22) =0

Tendremos las siguientes alternativas.

El plano y la recta son paralelos o la recta esta contenida en el

plano

Si los vectores directores son perpendiculares entonces el plano y la recta

son paralelos o la recta esta contenida en el plano, esto es:
ﬁ-ﬁzo = Aa+Bb+Cc=0

Ejemplos

;

T =2t+2

1) Dados el plano: IT: z—3y+2z—2=0 ylarecta /: y=t+1
z=1—3

N = (1,—3,1) es el vector director de IT U = (2,1,1) es el vector director
de ¢.

Como N-U =1-2+ (=3)-1+1-1 =0 los vectores directores son
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perpendiculares y la recta y el plano son paralelos (si no tienen ningin punto

comun) o la recta estd contenida en el plano.

Para ver cual es el caso tomamos un punto de la recta y nos fijamos si
pertenece o no al plano.
Py(2,1,—3) estd en la recta £ para ver si estd en el plano :
2-3-14(-3)—2=-6#0

el punto P, no pertenece al plano y entonces la recta y el plano son paralelos.

p

r=2t+6

2) Dados el plano: IT: #—3y+2—-2=0 ylarecta (: ¢y=¢+1

z=t—3
N = (1,—3,1) es el vector director de IT U= (2,1,1) es el \:ector director
de ¢.
Como N-U =1-2+ (=3)-14+1-1 =0 los vectores directores son

perpendiculares y la recta y el plano son paralelos (si no tienen ningin punto
comun) o la recta estd contenida en el plano.

Para ver cual es el caso tomamos un punto de la recta y nos fijamos si

pertenece o no al plano.
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Py(6,1,—3) estd en la recta ¢ para ver si estd en el plano :
6—3-1+(-3)—2=0

Luego, el punto Fy pertenece al plano y entonces la recta esta contenida en

el plano.

=

El plano y la recta son perpendiculares

Si los vectores directores son paralelos el plano y la recta son perpendi-

culares, esto es:

N = \U

Interseccion entre el plano y la recta

Si la recta y el plano no son paralelos entonces se cortan en un punto.

Este punto se determina resolviendo el sistema:

(

Alx —29) + By —y2) + Oz — ) = 0
r=at+ 1

y=>bt+

(z=c t+ 21
Ejemplo: Encontrar, si existe, el punto de interseccién entre el plano de

ecuacién —2z + 3y + z = 5 con la recta que pasa por Py(1,1,8) y dirigida
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por U = (—3,4,0). El vector normal al plano es N = (—2,3,1) como
N-U=(-2)(—=3)+43+01=18 0 el plano y la recta no son paralelos,

luego existe un punto de interseccién entre ellos y se determina resolviendo:

;

—2x4+3y+z2z=5
r=-31+1
y=4t+1
z2=28

\

Reemplazando en la primera ecuaciéon: —2(—=3t+1)+3(4t+1)+8=5

x:% yz% z = 8. El punto

Nell\)

Luego la solucion del sistema es t = —

de interseccion es Q(%, %, 8)

10.3. Ejercicios
1. PRO O ®® Dado el vector U = (3,2,4) v el punto Py(2,3,5).

a) Escribir la ecuacién vectorial de la recta.
b) Escribir las ecuaciones paramétricas cartesianas de la recta.
c¢) Escribir la recta en forma simétrica.

d) Graficar una parte de la recta.
2. Considerar una recta paralela al eje z que pasa por el punto Py(1,4,0).

a) Escribir su ecuacién vectorial.
b) Escribir sus ecuaciones paramétricas cartesianas.
c¢) ;Es posible escribir la recta en forma simétrica?

d) Graficar una parte de la recta.
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3. Escribir la ecuacién vectorial y las ecuaciones paramétricas cartesianas
de la recta que pasa por los puntos Py(—1,—3,6) P5(2,4,1). Graficar

y encontrar otros dos puntos que estén en la recta.

4. Dadas las rectas:

( (
r=3t+1 r=1+2
\ \

% - 1 — 3 ly: pasa por P (—3,1,7) Py(—2,—1,4)
l5: pasa por Pi(3,1,—3) P»(0,—2,0)
Tomandolas de a pares decidir si: son paralelas, coincidentes, perpen-

diculares, ninguna de las anteriores, se cortan en un punto o son ala-

beadas.
5. Dado el vector U = (3,2,4) y el punto Py(2,3,5)

a) Escribir la ecuacién vectorial del plano.
b) Escribir la ecuacién cartesiana del plano.
c¢) Graficar una parte de plano.

d) Hallar tres puntos del plano.

6. Dados los planos (a los que llamaremos con la letra 7 con subindice):
m:—(r—1)+2y+1)—(2—-2)=0
my 20 +y—8=0
73 @ pasa por P(1,—1,8); P»(4,2,11); P5(0,-3,5)

T4 —T+2y—2z2=-95
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10.

11.

12.

13.

Toméndolos de a pares decidir si: son paralelos, coincidentes, perpen-
diculares, ninguna de las anteriores. Si no son paralelos encontrar la

recta que surge de la interseccién de ambos.

Dados el plano m : —2x 4+ 2y — 32 — 7 =0 y ¢ la recta que pasa por
los puntos P;(4,5,2) y P»(3,6,1/2) decidir si: son paralelos, coinciden-
tes, perpendiculares, ninguna de las dos anteriores. Si no son paralelos

encontrar el punto de interseccion de ambos.

-3 1
Idem anterior para mo : x —3y+42—-2=0 y 62::362 :y+2 =
z2+2
3

Idem anterior para m3: * —3y+72—2=0 y /{3: la recta dirigida por

U =(2,3,1) y que pasa por el punto FPy(2,0,0)

Encontrar la ecuacién cartesiana del plano que contiene los vectores

A= (—6,2,5), B = (3,—3,1) y que pasa por el origen. ;Pertenece el
punto (4,2,7) al plano?

Encontrar la ecuacién del plano II paralelo al plano —z + 2y = 11 que

pasa por el punto (%, i, 3). Encontrar otro punto del plano.

El angulo entre dos planos es el angulo entre los vectores directores
correspondientes a cada uno de los planos. Encontrar el angulo entre
los planos cuyas ecuaciones cartesianas son: 2r — 3y + 2z =4 —Hxr +

2y — bz = -2

Hallar la ecuacion de un plano perpendicular al eje z que pase por el

punto P(3,0,0). Graficar y hallar dos puntos que pertenezcan al plano.



Capitulo 11

Funciones trigonométricas

11.1. Definiciones

Consideremos un angulo, cuya medida x esta en radianes, formado por
el semieje positivo de las absisas y una semirrecta que parte del origen, se-
leccionemos un punto P(a,b) sobre la semirrecta. El dngulo es positivo si la

semirrecta gira en sentido antihorario y negativo en caso contrario.

Sea r = v/a? + b? la distancia del origen al punto P(a,b). Definimos:

ordenada de P b
u sen x = = —
distancia de P al origen r
b abscisa de P a
,,,,,,,,, cos T = = —
| P distancia de P al origen T
r \

z l - ordenada de P b

x oy = —

0] a & abscisa de P a

Notar que los valores del seno y coseno de un angulo son independientes del

punto que se tome sobre la semirrecta que contiene al punto P :

21
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A A
Los tridngulos OP;(); v OFP>Q)2 son semejantes y por lo tanto sus lados

homologos son proporcionales, es decir:

PQ: _PQi__ 0Q: _ 09,
OP, OP or, OP

= COST

Por lo tanto las definiciones de estas dos funciones no dependen de la distancia

al origen r y puede tomarse r = 1 entonces:

sen x = ordenada del punto P cos x = abscisa del punto P

ordenada del punto P

te © =
&4 abscisa del punto P

sen r

Una forma mas usual para expresar la funcién tangente es: tg x =
cos T

11.1.1. Medida de angulos en radianes

La medida de un angulo x en radianes queda definida como el cociente
entre la longitud del arco y la longitud del radio en cualquier circunferencia

que tenga como centro el vértice del angulo.

L

z en radianes= —
r

Es facil ver que si un angulo mide 360° en el sistema sexagesimal entonces

mide 27 radianes en el sistema que utilizaremos en este capitulo.
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Esta relacion permite pasar de un sistema de medicion angular a otro
(estd mal escribir 2r = 360° ya que una igualdad debe ser homogénea en
unidades).

11.1.2. Signos y valores

Considerando los signos de la abscisa y la ordenada del punto P enton-
ces, segun el cuadrante en el que se encuentre, los signos de las funciones

trigonométricas de z seran:

cuadrante seno coseno | tangente
Primero: 0 < x <7/2 |senx >0 | cosz >0 | tgx >0
Segundo: 7/2 <z <7 |senx >0 |cosx <0 | tgez <0
Tercero: m < x < 37/2 | senz <0 | cosz <0 | tgz >0
Cuarto: 37/2 <z <27 [ senx <0 | cosz >0 | tgz <0

Para algunos angulos es sencillo calcular los valores exactos de sus fun-

ciones trigonométricas, por ejemplo:

angulo | seno | coseno | tangente
0 0 1 0
G T WSO B s
/4 \/75 ‘/75 1
/3 \/75 3 V3
/2 1 0 no existe
T 0 -1 0
3r/2 | —1 0 no existe
2 0 1 0

Cuadro 11.1: Tabla de valores exactos.
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11.1.3. Periodicidad de las funciones trigonométricas

Los angulos que consideramos pueden pensarse formados por la rotacion
de la semirrecta que parte del origen y el semieje positivo de las abscisas,
luego, cualquier par de angulos que difieran uno de otro en un niimero entero
de vueltas tendrian la misma abscisa y ordenada y por lo tanto los mismos
valores para sus funciones trigonométricas. Decimos que las funciones seno
y coseno son periddicas y que basta conocer sus valores entre 0 y 27 para
obtener cualquier otro valor. Los periodos de cada funcién se veran en detalle
mas adelante pero podemos decir que:
senx = sen(r+2rk) y cosz = cos(x+27k) donde k es un nimero entero

cualquiera.

11.2. Reduccién al primer cuadrante

Se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas de angulos
que estan en el segundo, tercero o cuarto cuadrante, si se conocen los valores

de las funciones de un dngulo adecuado en el primer cuadrante:

11.2.1. Angulo en el segundo cuadrante

Si x esta en el segundo cuadrante m — x estd en el primer cuadrante en-

tonces:

senz =sen(mr —x) cosx = —cos(mr—x) tgr=—tg(r—x)
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Q|-—-—-=-== ==

11.2.2. Angulo en el tercer cuadrante

Si x esta en el tercer cuadrante z —7 estd en el primer cuadrante entonces:

senz = —sen(zx —m) cosz=—cos(x—m) tgx=tg(r—m)

11.2.3. Angulo en el cuarto cuadrante

Si z esta en el cuarto cuadrante, podemos considerarlo negativo segin

nuestra convencion, luego —x esta en el primer cuadrante entonces:
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senx = —sen(—x) cosz =cos(—x) tgzr=—tg(—x)
b A P
—x
a L
x
_b Pl

Podriamos interpretar lo anterior del siguiente modo. Si x estd en el cuar-

to cuadrante luego 2m — x esta en el primer cuadrante entonces:

senz = —sen(2mr —xz) cosx =cos(2m —x) tgxr = —tg(2m — x)
A
bL___ oF
|
|
|
- 271|r —x
a o
N l ]
|
|
|
—bF--- l P/
Observar: para cualquier valor de z:
9 b? a? B a’+ v

2
sen”“x 4 cos“ xr = + = =
a?+b> a2+ a?+ b
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11.3. Dominio, imagen y graficas

11.3.1. Dominio

Las funciones seno y coseno estan definidas para cualquier niimero real x
y por lo tanto ambas tienen por dominio el conjunto de los ntimeros reales.
La funcion tangente esta definida como un cociente entonces su dominio es

el conjunto de los niimeros reales que no anulan el denominador.

sen x - . .
Como t(z) = tgz = , su dominio es el conjunto de todos los nume-
cos T

ros reales menos los de la forma g + nm donde n es un numero entero
3r 7w 7w 3w 5w
5 35 5 g

11.3.2. Imagen

Los valores de las funciones seno y coseno estan siempre entre —1 y 1
(recordar como estan definidas), luego ambas tienen por imagen el intervalo

[—1,1]. La funcién tangente tiene como imagen a todos los nimeros reales.

11.3.3. Periodo

Se ve que cada vuelta completa a la circunferencia tanto el seno como el

coseno vuelven a tomar el mismo valor, es decir:
sen(x + 27) = senx, cos(x + 2m) = cosx

Por eso se dice que ambas funciones tienen periodo 27.
En la funcion tangente

tg(x +m) =tga

luego el periodo es m

En general si f(z) = sen(wz) tenemos:
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sen(wx) = sen(wx + 27) = sen(w(x + 2w_7r))
luego
f) = fa+ )

. . 2
entonces f(z) tiene periodo <.
El mismo argumento puede usarse para la funcién g(z) = cos(wz).
En Fisica w se llama frecuencia angular, al periodo se lo llama 7" y la inversa

del periodo es la frecuencia v, sintetizando:

11.3.4. Graficas

Gréfica de la funcién seno:

+ +
w2 3m/2 I 572 3\
-1

Grafica de la funcién coseno

c(x) = cosx
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periodo 27

- o + 12 5 3
< a I Tr\_ﬁ
-1 cos(x)

Gréfica de la funcién tangente

t(z) =tgx

11.3.5. Ejemplos

1. Determinar para que valores de z la funcién f(z) = senz vale 0.
senx = 0 para los angulos: 7, —7, 27, —27, 37, —3m, ... Es decir que se
anula para angulos de la forma: x = kx, donde k es cualquier niimero

entero.

2. Determinar para que valores de z la funcién f(z) = senz vale 1.

+4r, = —4m, ... Es

senz = 1 para los dangulos: 7, § + 27, § — 2m, 5

s
2
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6. Si gi(x) = sen(mx), el periodo es T' = =T,

decir que toma el valor 1 para dngulos de la forma: x = 7 + 2k, donde

k es cualquier niimero entero.

. Determinar para que valores de x la funcién f(x) = senx vale —1.

senx = —1 paralos dngulos: —%, =3 +271, =5 =27, —Z+4m, —5—4m, ...

2
Es decir que toma el valor —1 para dngulos de la forma: v = —7 + 2k,

donde k es cualquier niimero entero.

. Determinar para que valores de z la funcién f(z) = sen(2x) vale 1.

sen(2z) = 1 cuando:

T
20 = - + 2km

2
o sea cuando

T

T =—+km

1

donde £ es un numero entero. Es decir que la funcién f(z) vale 1 si «
.z — 5% T _ - _ 37

tomalosvalores.4,4+7r— T ==

5. Si g(z) =sen(2z), w =2y el periodo es T = 27” =T.

periodo 7

sen(z)

;

w/

§ I 3T ™ 511\/
sen(2z)

-+

periodo 2

sen(mx)



7. Si go(x) = cos(3x), el periodo es T =

periodo

21

3 -

31

8. Si g3(x) = cos(3x), el periodo es T = 4.

4
T

T/l 2 31'r

cos(x)

2

periodo 47

2m

5

3m

9. Si gu(x) = tg(5) entonces

ai(e -+ 2m) = tg( L) = ta(S + ) = ta(3) = 02(o)
Luego g4(z) tiene periodo 27
N s a
ot L
/ L/

N

RSy E g
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11.4. Ejercicios

1. Hallar en forma exacta (reducir al primer cuadrante y usar la tabla de

valores exactos) para calcular los valores de las funciones seno y coseno:

)

w

) c) sen(m —
) £) cos(%F)

2. Completar la siguiente tabla calculando los valores en forma exacta.

a) sen(7 b) sen(

I8
B

ot

d) cos(m+ %) e) cos(2m —

ol

Usar la tabla de valores exactos 11.1 y Reduccién al primer cuadrante.

angulo | seno coseno | tangente
27/3
3r/4
5m/6
/6
S /4
/4
—7/6
—m/4

3. @ (O En el mismo gréfico representar las funciones siguientes y deter-
minar dominio e imagen:

si(x) =senz so(x) =2+senx s3(x) =3senz s4(zr) = sen(x + )

4. @ ( Trazar las graficas de las funciones siguientes. En cada caso
estudiar para que valores de x la funcién vale 0, 1 y —1 y cudl es el
periodo de cada funcion.

a) g1(x) = cos 2z b) go(x) = sen iz ¢) gs(z) = cosmx
d) ga(z) = [tg x| e) gs(x) = [senz| ) go(x) = —2sen(z)
g) g7(z) = 4cos(2x) gs(x) = | cos x|
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5. @ (© Graficar las funciones :

(2 coszr siz<-—7 (tgx six < =21
g(z) = senz si —m<z<T h(z) = | sen z| sl —2m <x <27
\sen(2x) sim<uz \ |cos(2x)| si2n <z
fcos(mc) siz < —2 (|x + 2| siz < —1
k(z) = —sen(rz) si —2<z<0 u(®)=1q3cos(2mz) si —1<z<]1
\tg(x) si0<uz K|9c—2\ sil<ux

Aclaracién: La mayoria de los ejercicios pueden verificarse utilizando soft-
ware del siguiente modo:

Los senalados con Q) pueden resolverse utilizando un software de matemdtica
dindamica.

Los senalados con () pueden resolverse utilizando software de algebra compu-
tacional.

En el Anexo que aparece al final del libro se dan pautas sobre los programas

recomendados para cada caso.
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Capitulo 12

Limite y Continuidad

12.1. Limite

12.1.1. Definicién (informal)

La funcion f tiende hacia el limite L cerca de a, si se puede hacer que
f(x) esté tan cerca como queramos de L haciendo que x esté suficientemente

cerca de a, pero siendo distinto de a. La forma de escribir esta afirmacion es:

lim f(z) =L

Tr—a
Se lee: limite cuando z tiende a a de la funcién f(x) es igual a L

En el siguiente grafico se muestra la situacion.

Y

35
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Cuando los valores de z estdn muy cerca de a tanto a la derecha (la doble
flecha indica que se toman valores de # > a) como a la izquierda (la flecha
indica que se toman valores de x < a) los valores de f(z) se acercan a L sin

importar si estd definido f(a) o cual es su valor.

12.1.2. Limites laterales

Consideremos la grafica de una funcién que se comporta del modo si-

guiente:

-
-—

Cuando los valores de x estan muy cerca de 2 pero a la derecha (doble flecha)
de 2 los valores de f(z) se acercan a 1.

En cambio, cuando los valores de x estan muy cerca de 2 pero a la izquierda
(una flecha) de 2 los valores de f(z) se acercan a 3.

Utilizamos la siguiente notacién para estos casos

lim f(z)=1 lim f(z)=3

z—2+ T2~
Estas expresiones se leen del siguiente modo: limite cuando x tiende a 2 por
la derecha de la funcién f(x) es igual a 1 y limite cuando « tiende a 2 por la

izquierda de la funcién f(z) es igual a 3

Cuando los limites por derecha y por izquierda son distintos se

dice que no existe lim f(x)
T—2
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Ejemplo: Dada la funcién

r+1 six#2
37” six =2
Determinar si existe h'n% g(x)
z—
El grafico de g(x) :
Y
Elis) BN
2
\
\
3* —
\
\
\
9 T

Analizamos el comportamiento de g(z) cuando x se acerca a 2

Cuando los valores de z estan muy cerca de 2 pero a la derecha de 2 los
valores de g(x) = = + 1 se acercan a 3.

Cuando los valores de x estan muy cerca de 2 pero a la izquierda de 2 los
valores de g(x) = x + 1 también se acercan a 3.

La escritura formal para este caso es:

lim g(z) = lim z+1=3 lim g(z) = lim z+1=3

z—2+ z—2+ T2~ T—2~

En este caso los limites por derecha y por izquierda en 2 son iguales, entonces

se dice que

lim g(z) =3

r—2

Observar que el valor del limite no depende de la imagen de la funcién

en el punto ya que g(2) = %r
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12.1.3. Limites cuando la variable independiente tien-

de a infinito

Diremos que z tiende a mas infinito cuando toma valores positivos “muy
grandes” y lo escribiremos:

lim f(z)=1L

T—r—+00
Diremos que z tiende a menos infinito cuando toma valores negativos, que
considerados en valor absoluto son “muy grandes” y lo escribiremos:

lim f(z)=1L

T——00

Tiene sentido, también, que el resultado de un limite sea +00 0 —oco como

lo veremos en la siguiente seccion.

Ejemplos:

1
1. Dada la funcién g(z) = Calcular lim g¢(z) y lim g(z)

T—>+00 T——00

a) Cuando x toma valores “muy grandes” positivos, los valores de g(x)

" ) 1
son positivos y se acercan a 0. En este caso se escribe: lim — =0
T—+00 I

b) Cuando x toma valores “muy grandes” negativos, los valores de g(x)
1
son negativos y se acercan a (. En este caso se escribe: lim — =0
r——00 I
2. Sih(z) =3+~ Caleular lim h(z) y lim h(z)
. Sih(z) = . alcular lim h(z) y lm h(z
Cuando = toma valores “muy grandes” tanto positivos como negativos,
1
los valores de — son positivos y se acercan a 0. Luego los valores de
x

1 1
h(x) se acercan a 3. Se escribe: lim 3+ = =3 y lim 34+ = =3
r—+00 1’2 T——00 :L‘z



12.1.4.

Tienen sentido las expresiones:

lim f(z) = +o0

r—a
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Limites cuando la funcion tiende a infinito

lim f(z) = —o0

r—a

En el primer caso: cuando x se acerca a a 'y f(x) toma valores positivos

“muy grandes”se dice que la funcion tiende a mas infinito

En el segundo caso: cuando z se acerca a a'y f(z) toma valores negativos

con valor absoluto “muy grande”se dice que la funcién tiende a menos infinito.

Ejemplos:

1. Consideremos el comportamiento cerca de 0 de la funcién f(x) = —

12

Cuando x toma valores cercanos a 0 pero a la derecha de 0 los valores

1
de — se hacen muy grandes y positivos.

12

Entonces: lim — =+00
z—0+t X

Cuando = toma valores cercanos a 0 pero a la izquierda de 0 los valores

1
de — se hacen muy grandes y positivos.

Entonces: lim — =+
x—0— T

1
Los valores de f(z) = —
x

1
Los valores de f(z) = —
x

se hacen muy grandes

se hacen muy grandes 2 y positivos
y positivos
T 1 T
L 3 i) 0 0 1 2 3 1

T se acerca a 0 por -1
valores menores que 0

x se acerca a 0 por
valores mayores que 0
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1
r—1

2. Consideremos el comportamiento cerca de 1 de la funcién f(z) =

Cuando x toma valores cercanos a 1 pero a la derecha de 1 los valores

de

se hacen muy grandes y positivos.
m —

Entonces: lim = 400

z—1t T —

Cuando x toma valores cercanos a 1 pero a la izquierda de 1 los valores

1
de se hacen muy grandes considerados en valor absoluto pero
'x —
negativos.
, 1
Entonces: lim = —00
1" X —
3
1
Los valores de f(z) = ——
z—1
2
se hacen muy grandes
y positivos
1
x se acerca a 1 poi
valores menores que 1
=5 -4 3 2 ool o 7 2 3 4 5 6
x se acerca a 1 por
-1
valores mayores que 1
1 -2
Los valores de f(x) =
z—1
se hacen negativos 3
muy grandes en valor absoluto
-4

12.1.5. Propiedades

Silim f(z) =L limg(z) =M y k es un nimero real entonces:
Tr—a T—a

1. lim f(z)+g(x) =L+ M

2. limkf(x) =klim f(z) = kL

Tr—a r—a

3. lim f(x).g(x) = L.M

Tr—ra
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f (=)

L
4. lim——==— siM #0
vvag@) M 7
. ) 1 .03
Ejemplos:  Puesto que lim — = — lim x° = —8
r——2 4 r——2
s 1 3 _ , 1 , 3 o 1 o 31
Lo, e =l i, = g v 58 =
o 1 1 3
2 e =3 i, =807
R S S S S | _
3
’ x3 mli}fl_lzl’ _8
4 lim =2 T 9
z——2 12 lim z 4
T——2
, T+ 2 zll>n;llx+:rzli>n—112 1
5. hm = - 5 - = —
a—-112 — 1 lim 2 — lim = 2
z——1 r——1
12.1.6. Limites indeterminados
. ) . n(z) :
Silimn(z) = 0 y limd(x) = 0 entonces lim —— se dice que es
z—a z—a z—a d(x)

indeterminado y puede existir o no.

Para resolver esta situacion se usan algunos argumentos algebraicos. Este
tipo de limite es de mucha importancia ya que la definicién de derivada que
daremos en el capitulo siguiente se apoya en esto.

Por ejemplo:

., 1t —4 , (2 +2)(x—-2) ., x+2 4
lim ———— = lim = lim = —
e=222+x—6 2-2(x+3)(r—2) =2-22x+3 5

n(z
Silimn(z) =00 y limd(z) = co entonces lim ——= también es inde-

r—a T—a z—a d(x)
terminado y puede existir o no. Por ejemplo:
4 2
3 -3 - =
—323 + 42% — 2x ¢ ( T x2) B

1. lim = lim
T——00 3 _ 2 5 T——00 1 5
- R - m3( n )
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2.

. Si lim n(z)

4 2
~3+-— =
o Tz _
_xErPool 1 5 3
A
4 2
2 _3 - =
o =3t +4x -2 i x( +:c x2)
lim = lim
z——oco I3 —x24+5 z——00 1 b
(11— -+
T T
4 2
—3+———2
= lim L LT )
T——00 < 1 5)
r(l——4+—
x oz
zt —3+i
o =32t 44 , x3
Ii = lim . =

= oo entonces lim(n(z) — d(z)) es inde-

=oo v limdy

T—a

terminado y puede existir o no.

Si 91613111 n(zx)

= 0 entonces lim n(x)d(z) es indeter-

~oo v lindo

minado y puede existir o no.
Las técnicas de resolucion requieren ciertas maniobras algebraicas ele-

mentales.

Hay otras indeterminaciones que no consideraremos en este libro.

12.2.

Funciones Continuas

Si f es una funcién cualquiera, no se cumple necesariamente que:

lim f () = f(a)

T—ra
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En efecto, esto puede dejar ser cierto de muchas maneras:

1. f puede no estar definida en a, en cuyo caso la igualdad no tiene sentido.

Graficamente tenemos:

~

2. También puede no existir lim f(z).
T—a

3. Finalmente, atin estando definida f en a y existiendo lim f(x), el limite
r—a

puede no ser igual a f(a).
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Parece natural considerar como “anormal” todo comportamiento de estos
tipos y distinguir a aquellas funciones que no presenten estas peculiaridades.

A las funciones que se comportan de modo “normal” se las denomina
continuas.

Intuitivamente, una funcién es continua si su grafica no contiene interrup-

ciones, ni saltos.

12.2.1. Definicion

La funcién f(x) es continua en z = a si:

lim f(z) = f(a)

T—ra

Otra forma de definir la continuidad de la funcién f(z) en el punto x = a es

pedir que se cumplan las tres condiciones siguientes:
1. f(a) estd definida, es decir, a esta en el dominio de f.
2. Existe lim f(z) = L
r—a

3. L= f(a)

12.2.2. Propiedades

Si f(x) y g(x) son continuas en x = a y k es un nimero real, entonces:
1. kf(z) es continua en a

2. f(z)+ g(z) es continua en a

3. f(z).g(x) es continua en a

4. Ademas, si g(a) # 0, entonces f(x)/g(x) es continua en a
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12.2.3. Funcion continua en un intervalo

Si f es continua para todo x de un intervalo (a,b), entonces se dice que
f es continua en (a,b).

Consideremos los casos:
1. Las funciones constantes fi(x) = ¢ son continuas en todo su dominio.

2. Las funciones fy(x) = 2™ (donde n es entero positivo) son continuas en

todo su dominio.

3. Por 1. y 2. y las propiedades de las funciones continuas, las funciones
polinémicas: f(z) = a,z"+a,_ 12" 1+ - ~+asx?+a;7+ag son continuas

en todo su dominio.
4. Las funciones seno y coseno son continuas en todos los niimeros reales.

5. La funcién tangente es continua salvo en los puntos en los que no esta
37w 7w 37w 57

definida, estos son: (... — —, ——, —, —, — ...

’ ( 27 2727272 )

Ejemplo: Analizar la continuidad de la funciéon

1 sit<O0
wty=4
§t+2 sit>0
by
2
1
0 t

Para los valores de t < 0, esta definida como una funciéon constante, luego es

continua.
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Para los valores de ¢ > 0 es una funcién polindmica (en este caso es lineal),
luego es continua.
Para t = 0:
w(0) =1 la funcién estd definida en 0.
) (1
lim w(t) = lim (—t+ 2) =2
t—0t t—0+ \ 2
lim w(t) = lim 1 =1
t—0~ t—0~

El 11’1% w(t) no existe, por lo tanto w(t) no es continua en ¢t =0
%

La funcién w(t) es continua en todos los nimeros reales salvo en t = 0

12.2.4. Redefiniciéon de una funcién en un punto

Si una funcion f(x) no esté definida en x = a pero existe lim f(x) entonces
Tr—a

puede redefinirse para que sea continua.
Consideremos la siguiente situacion: la funcién

B 162 — 23

9(r) = 315

no esta definida en donde se anula el denominador, es decir en el punto
x = 4. Luego, no puede ser continua en dicho punto. Para ver si es posible

redefinirla, debemos ver si existe lini g(x):
T—r

162 — a° 16 — 2 4—z)4
lim g(z) = lim 02 =T gy PH6 = 2) g s+ D)
z—4 z—4 3r — 12 z—4 3(1‘ — 4) z—4 3(;p — 4)

—4)(4 4 2
i PE oG ED) st 32

r—4 3 ($ — 4) r—4 3 3

La funcién redefinida en el punto x = 4 es una funcién g;(z) que es continua

en dicho punto:

16—z :
sl SITF 4

32
—— six =4
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En general:
Si f(x) no estd definida en © = a (es decir, a no pertenece al dominio
de f y por lo tanto no es continua en a), pero existe lim f(z) = L entonces
r—a

puede redefinirse de modo que sea continua en a:

flz) siz#a
fi(z) =
L siz=a
y | y | )
Gréfica de f(z Gréfica de fi(z)
L Av /
' : I

Por tltimo si una funcién f(x) estd definida en = = a, existe lim f(z) = L
T—a
y f(a) # L entonces puede redefinirse la funcién para que sea continua en

z = q utilizando la idea anterior.

12.3. Ejercicios

1. ® © Dada la funcién:

T six>1
g(x) =
r+1 siz<l1
Graficarla. Representar en el gréfico: g(0), ¢(0,5), ¢(0,8), ¢(0,9), g(0,95),
9(0,99). Observar a que valor se acerca g(z) cuando x se acerca a 1 por

valores menores que 1.
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. @ © Dada la siguiente funcién:

r?—3 siz>2
flaz) =
r—1 six<2
Graficarla. Representar en el grafico: f(2,5), f(2,3), f(2,2), f(2,1), f(2,01),
£(2,001). Observar a que valor se acerca f(z) cuando x se acerca a 2

por valores mayores que 2.

. @ © Dada la siguiente funcion:

- six > 1
fz) =
20 —1 siz <1
Graficarla. Representar en el gréfico: f(1,5), f(1,3), f(1,2), f(1,1), f(1,01),
f(1,001). f(0,5), f(0,8), £(0,9), f(0,99). Observar a que valor se acer-
ca f(x) cuando x se acerca a 1 por valores mayores que 1y a que valor

se acerca f(z) cuando z se acerca a 1 por valores menores que 1.

. @ (© Dada la siguiente funcién: h(z) = - Representar en el gréfico:

h(0,3), h(0,5), i

h(0,2), h(0,1), h(0,01), A(—04), h(—0,2), h(—0,1), h(—0,01). Obser-
var a que valor se acerca h(x) cuando x se acerca a 0 por valores menores
que 0 y a que valor se acerca h(z) cuando x se acerca a 0 por valores

mayores que 0.

. @ O Estudiar si existe lir% f(t) y graficar:
%
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0 s1t<0 —t sit<0
a) fi(t) = b) fa(t) =
\1 sit>0 \0 sit>0
’ ;
0 sit<O —t sit<0
) fs(t)=9 1 sit=0 d) fa(t) =
|t sit>0 \tQ sit>0

6. @ (O Estudiar si existen los siguientes limites, en cada caso realizar

un grafico:

1) lim f(x)

r—2

2—1 siz>2

—2224+9 siz>2

a) f(x) = b) f(z) =
3 six <2 2z six <2
2> zli}{ll G(Z>
234+ 2 siz < —1 222 -2 siz>-—1
G(z) = G(z) =
—2z—4 siz>-—1 COS z siz < —1
7. @ (O Calcular los limites siguientes:
t+4 2+5 6
a) 1fm = b) 1fm 242 — 1 ¢) lfm LT
t52¢ 45 z—1 —-2 -+ 2
2 1 2 _ 2 4
d) fm = o) lim =0T 0y YA
=1 x — 1 =2 o — 2 y—=-3  y+3
, Vid+zx -2 , 12 —a? =1
g) lim h) lim i) lim
z—0 T T—a T —a y—=1 y—1
216 vV h — 3-8
PDlim = 10 gy VARV g e
24 23 — 622 4 82 h—0 h z—1 r—1

49
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8. @ (© Calcular, si existen, los siguientes limites:

o 2t+-4 . 6x?H44x —2 ) a2t 4+ 523+ 7
a) lim —— b) im —— ¢) lim ————
t—+oo t 45 z——c0 312 +5 z—+o0 22° + 3t + 1
. 62+ 22 i 1 6 , 2
S vy R ey S R ey
—1 -1 —4 1

g) lim

lim —(y2 TP h) lim

Jm i) lim

eo2x2 —4 x+2

2t -2 9-3
i) 1fm = K lim——2Y 1) lim tgt
t—1 (¢t —1)3 y—=3y2 — 6y + 9 t——7/2

9. @ (O Mostrar que las siguientes funciones son discontinuas en los pun-
tos que se especifican. En los casos en que sea posible redefinir adecua-

damente la funcién para que sea continua.

sixz#4
a) flz)=( v —4 enz =14
\—g siz=
( -2
—2
’ > six #5
b) f(z) =4 T—9 enr=>5
s six =

10. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en todo su dominio

y graficarlas:
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?2—1 siz<2

20 +1 six > 2

x3 siz < —1

T si —l<z<?2
—22 44 siz>2

1 .

— sizx <1

T

r siz>1

—2r+1

3z +1

sen T

sen (2x)
\

o1

siz <0

siz >0

six>1

siz <1

six < —7
Sl —mT<xr <

simt <z

11. Se deposita un capital de $10000 a un plazo fijo de 30 dias a un interés

anual del 6 %. Se renueva 8 veces, dejando en cada oportunidad los

intereses producidos.

Graficar la evolucién del monto obtenido en funcién del tiempo.

12. Si se deposita el mismo capital a un plazo fijo de 45 dias a un interés

anual del 6 %. Se renueva 5 veces, dejando en cada oportunidad los

intereses producidos.

Graficar la evolucién del monto obtenido en funcién del tiempo.

Comparar estos resultados con los del ejercicio anterior.

Aclaracién: La mayoria de los ejercicios pueden verificarse utilizando soft-

ware del siguiente modo:

Los senalados con @) pueden resolverse utilizando un software de matemdtica

dindamica.
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Los senalados con (&) pueden resolverse utilizando software de algebra compu-
tacional.
En el Anexo que aparece al final del libro se dan pautas sobre los programas

recomendados para cada caso.



Capitulo 13

Derivada

13.1. Pendiente de la recta tangente a una

curva

13.1.1. Definiciones basicas

Dada una curva que es la grafica de una funcién f(z) y sea P un punto
sobre la curva. La pendiente de la recta tangente a la curva en P es el valor
al que se van aproximando las pendientes de las rectas que pasan por P y

otro punto () sobre la curva, a medida que () se acerca a P.

A
Y| recta tangente

93
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Ejemplo: Sea f(x) = %IQ. Queremos determinar la pendiente de la recta

tangente a la grafica en el punto (1, %)

En general, la abscisa de un punto cercano a (1, %) se puede escribir como
1+ h, donde h es algin nimero pequeno, positivo o negativo distinto de 0
S+ h) =3(1+h)* = 3(1+2h + h?), entonces el punto (1+ h, (1 + h)?)

esta sobre la curva.

1
(14 h, (14 h)?)
sih>0

Ll
8

Si h > 0 entonces 1 + h esta a la derecha de 1.
Si h < 0 entonces 1 4 h esta a la izquierda de 1.
En cualquiera de los dos casos la pendiente de la recta que pasa por los
puntos (1,3) y (1+h, 5(1+h)?) es:
s(14+2n+h*) -3 32h+h*) 1

Aih -1 = - :g(Z—i—h) ya que h #0

A medida que el nimero h tiende a cero (es decir, que h es un nimero que

se va acercando a 0), el punto Q(1 + k, (1 4 2h + h?)) se acerca al punto

P(1, %) Cuando h tiende a cero, las pendientes de las rectas que pasan por

P y @ se van acercando a % Luego, pendiente de la recta tangente a la curva
2

en el punto P(1, ) es 2.
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13.1.2. Cociente de Newton

Dada una funcién f(z), su cociente de Newton es:

flz+h) - f(z)
h

Representa la pendiente de la recta que pasa por los puntos (z, f(x)) y

(x +h, f(x+h))

En el caso del ejemplo anterior el cociente de Newton en el punto (1, %) es:

F(1+h)?—3 1
32 7 3 __(24h
5 5(2+h)

El cociente de Newton en un punto cualquiera (z, f(z)) es

1 2 1.2 1
s(x+h)*—zx sh(2z+h) 1
3 3 _ 3 _t

. = : = 3(2x+h)

13.2. Derivada de una funcion

Si el cociente de Newton se acerca a un valor cuando A tiende a 0, entonces

se define la funciéon derivada de f en x como este limite esto es:
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donde lim fle+h) - @)
h—0 h
cuando h se aproxima a 0.

es el valor al que se acerca el cociente de Newton

d
Tanto f'(z) como d—f se leen derivada de f respecto de x
x

13.2.1. Interpretaciéon geométrica. Recta tangente

La derivada de una funcién en un punto = = a, es decir f'(a), es la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en (a, f(a)).

De lo anterior se desprende que la ecuacién de la recta tangente a la grafica

de f(z) en (a, f(a)) es

Volviendo al ejemplo de la seccién (13.1.1)
Ly

La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcién f(z) = 3% en

1
el punto (1, g)es:
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13.2.2. Derivabilidad

Una funcién f se dice derivable en c si existe f'(c), es decir, existe

fleth) = f()
h

lim
h—0

Una funcién f se dice derivable en un intervalo abierto (a,b) 6 (a,+0o0)

6 (—00,a) 6 (—o0, +00) si es derivable en todos los puntos del intervalo.

A continuacién consideremos las derivadas de algunas funciones

1. Analizar en que puntos la funcién

T siz >0
u(z) = |z| = es derivable

—x six <0

u(z) (funcién valor absoluto) tiene por dominio a todos los nimeros

reales.

Para valores de z en (0, +00) la derivada existe y es u'(z) = 1.
Para valores de = en (—00,0) la derivada existe y es u/(z) = —1

Pero veamos que no existe la derivada para x = 0:

. u(0+h) —u(0) .|| — , || . h
! — g Y g g 2y
hi\rg‘*‘ h hgél+ h hgg h hgtr)l+ h
u(0+h)—u@©) . |h|-0 . fh[ . —h
hlggl_ h B hlgtr)l— h hlgél— h hlgél— h -

Como los limites para h — 0 por derecha y por izquierda son distintos,

entonces no existe lim u(0+h) — u(0)
h—0 h
xz=10

y la funcién no es derivable en

Luego la derivada de u(z) es:
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1 siz>0
u'(x) =

-1 six<O

u(r) = 2| 1Y

2. La derivada de una funcién constante es 0.

Si f(z) = ¢ donde ¢ es un nimero real cualquiera, entonces f(z+h) = ¢

oy e J@h) = fle) . c—e
PO ==~ —ame =t

3. Sin es un ntmero entero n > 1.

La derivada de f(z) = 2" es
f(x) = na" .
Demostracion:
fl@+h)=(z+h)"=(z+h)(z+h)(z+h)--(z+h)

donde el factor (x + h) aparece n veces.

Si desarrollamos el producto usando la propiedad distributiva, obser-
vamos que aparece el término x™ y también, si tomamos z de todos los
factores excepto de uno obtenemos hz"~! repetido n veces, esto da un
término naz™ 1h.

En los restantes términos aparecera h seleccionado de al menos dos
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factores, luego en todos habra potencias de h desde h? hasta h™. Por lo

tanto h? serd factor comun de todos ellos.
flx+h)=(x+h)"=(@+h)(z+h)(x+h)--(r+h)=

= 2" + hnz" " + h?.(términos dependientes de h y de x)

Entonces:

f+h)— f(x) "+ hna""' + h* (términos dependientes de h y de x) — 2"

h h
_ hna" ' 4 h?.(términos dependientes de h y de x)
- - -
_ h(naz™' + h.(términos dependientes de h y de z))
- - -
= nx" ! + h.(términos dependientes de h y de x)
Luego:
B) —
lim flr+h) = /(@) = lim (nz™ *+h.(términos dependientes de h y de x))
h—0 h—0

(@) = na"t

4. Si n es un numero racional cualquiera también vale que si f(z) = z"

(sin demostracién):

@) = na!

5. Derivadas de las funciones trigonométricas (sin demostracion):
SiS(x) =senx S'(z) = cosx
Si C(x) = cosx C'(r) = —senx

Las funciones S(z) y C(z) son derivables para todos los niimeros reales.

Ejemplos

1. Si f(:v) = i = x_g f’(g;) — _31-_4 — _i

a3 x?
La funcién f(x) es derivable en todo su dominio (todos los nimeros

distintos de cero).
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1
1
El dominio de h(z) es el conjunto [0, +00). La funcién h(x) es derivable

[

2. Si h(z) = /z =i W(z) =

es el conjunto (0, 400).

. 1 _4 4 7 4
3. Si g(x):%:x 3 g’(x):—gx 5 ¥

La funcién g(x) es derivable en todo su dominio (todos los nimeros

distintos de cero).

4. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de C'(x) = cosx en
el punto o = 7.
La recta tangente tiene pendiente C'(%) y pasa por el punto (7, C"(%))
Puesto que

(T ™ \/_
C(z)z—se“(z):—;

y que 5
T s 2
c()=cos(3) =

. T
la ecuacién de la recta tangente es:  y — =——(z— Z)

13.2.3. Propiedades de la funcién derivada (reglas de
derivacion)

1. Sea f una funcién con derivada f’(x). Entonces f es continua en z.
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2. La derivada de una constante por una funcién es la constante por la

derivada de la funcién.
(cf(x)) =c.f'(x)
3. La derivada de una suma es la suma de las derivadas.
(f(2) +9(x)) = f'(z) + ¢'(x)
4. La derivada de un producto estda dada por la férmula:
(f()g(x)) = f(x)g'(z) + f'(x)g(x)

5. Sea f(x) y g(x) dos funciones que tiene derivadas f'(x) y ¢'(z) res-
pectivamente y tales que g(z) # 0. Entonces la derivada del cociente
f(z)/g(z) existe y es igual a:

(M)' _ 9@)f'(x) = f(z)g'(x)
g(x) g(x)?

Ejemplos

sen r

1. Puesto que tgx = su funcién derivada es:
Cos T

' (senz) cos x —senz(cos x)  cos’x + sen’r 1
(tg $> - 2 - 2 T cos?
cos?x cos?x cos?x
1
2. Hallar la ecuacién de la recta tangente a U(t) = p— en el punto de
sen
abscisa t = :
1) sent — (sent)  cost
iy — (W'sent = (sent)’ _
sen? t sen? t
La pendiente de la recta tangente es m = U'(%) = X2/ = /2

La ecuacion de la recta tangente a la curvaen t = 7 es

2 s
y—ﬁz\/ﬁ(t—z)
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13.2.4. Razon de cambio

Dada una funcién f(z) si x cambia de x; a x5 llamaremos:
incremento en z o cambio en x: Az =29 — 13
y el incremento en y o cambio en y: Ay = f(x2) — f(z1)
El cociente

Ay flx2) — fz1)

Az To — T1
se llama razon de cambio promedio de y con respecto a x en el intervalo

[z1, 9] y se puede interpretar como la pendiente de la recta secante.
La razon de cambio instantaneo en x; es la pendiente de la recta tangente

en x;
Flan) = lm 2~ lim flas) = flay)

Az—0 Az zo—11 To — I
A

Y
recta tangente
f(x ) recta secante
2 7777777
fle) T T

Razén de cambio en Fisica:
Una particula se mueve a lo largo de cierta recta una distancia que depen-
de del tiempo t. Entonces la distancia s es una funcién de ¢, que escribimos

s = f(t). Para dos valores del tiempo t; y ts, el cociente:

f(t) — f(ta)
to — 11
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se puede considerar como la rapidez promedio de la particula. En un tiempo

dado tj es razonable considerar el limite

como la razén de cambio de s respecto a t en el tiempo ty. Esto no es mas
que la derivada f’(t) que se llama rapidez o velocidad escalar y se denota
por v(t).

Ejemplo

La posicién de una particula estd dada por la funcién s = f(t) = > —6t>+ 9t
donde t se mide en segundos y s en metros.

., Cual es la velocidad en el instante t7

La funcién velocidad es la derivada de la funcién posicion:

o(t) = f'(t) =3t> — 12t + 9

., Cual es la velocidad a los 2 segundos?

Esto significa calcular la velocidad instantanea cuando t = 2, es decir:

v(2) = 3(2)% — 12(2) + 9 = —3m/seg.

LEn que momento la particula esta en reposo?

La particula se encuentra en reposo en el tiempo ¢t en que la velocidad es 0 o
sea cuando:  v(t) =0

32— 12t +9=3(t> -4t +3)=3(t—-1)(t—3)=0

esto se cumple cuandot =10t = 3.

Es decir que la particula esta en reposo en t = 1 segundos y en t = 3 segundos.

13.3. Derivadas de orden superior

Dada una funcién f definida en un intervalo su derivada f’ es también
una funcién en ese intervalo. Si sucede que también es derivable entonces

su derivada se llama segunda derivada de f y se denota por f”(z). De este
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modo puede seguirse también con la derivada tercera, cuarta, etc. siempre
que existan.
Notacién: f(z) es la derivada n-ésima de f.

Derivada primera y segunda en Fisica
Si una particula se mueve a lo largo de cierta recta una distancia que depende
del tiempo ¢ entonces la distancia s es una funcién de ¢ que escribimos s(t).

La razén de cambio de s respecto a t es la derivada s'(t)

v(t) = §'(t)

La razén de cambio de la rapidez se llama aceleracion. Asi.

Ejemplos

1. Hallar la derivada primera, segunda y tercera de:
g(x) = 4z + 3 = 4(x + 3)'/?

g () ! ’

4
R NoEs: g"(x) = BN EEE 9" (x) = WD
2. Un objeto viaja sobre una recta una distancia dada por la funcién
s(t) = 2t3 + t. Determinar en que instante la rapidez es 7. Hallar la
aceleracién en el instante ¢ = 2.
v(t) = §'(t) = 6t + 1 es la rapidez en cada instante ¢t la rapidez es 7
en t tal que 6t 4+ 1 =7 es decir cuando t = 1

a(t) = v'(t) = 12t es la aceleracién en cada instante ¢t luego cuando

t = 2 el valor de la aceleracion es a(2) = 24.

3. La posicion de una particula esta dada por la funcion

s = f(t) = 3sen(t)
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donde t se mide en segundos y s en metros.
., Cudl es la velocidad en el instante ¢?

La funcién velocidad es la derivada de la funcion posicién:
v(t) = f'(t) = 3cost

., Cudl es la velocidad a los 2 segundos?

Esto significa calcular la velocidad instantanea cuando ¢ = 2, es decir:

v(2) = 3cos2 m/seg.
.En que momento la particula esta en reposo?

La particula se encuentra en reposo en el tiempo t en que la velocidad

es 0 o sea cuando: v(t) = 0, es decir 3cost =0

y esto se cumple cuando ¢ = 7 + n7 con n un numero natural.
. Cudl es la aceleracién en el instante t7

La funcién aceleracion es la derivada de la funciéon velocidad:

a(t) =v'(t) = —3sent

Aplicacién en Economia: Supongamos que C(x) es el costo que tiene
una empresa para producir x articulos. Si el nimero de articulos producidos
se incrementa de 7 a x5, el costo adicional es AC' = C(x9) —C(x;), llamamos

Ax = w9 — x1, y entonces la razon de cambio promedio del costo es:
AC  C(x) —Cx1)  C(xy+ Az) — C(21)

Ax To — T1 Az
Los economistas llaman costo marginal al limite de esta cantidad cuando
Ax — 0, es decir, la razén instantanea de cambio del costo con respecto al
numero de articulos producidos:
AC _dC

1 = { _— = / =
Costo marginal = Al;rgo N C'(z) o
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A menudo se representa el costo total con un polinomio:

C(z) = a+bx + cx? + dx® donde a representa el costo de los gastos generales
(impuestos, mantenimiento, calefaccion, etc.) y b podria representar el costo
de las materias primas, ¢ y d podrian representar costos de mano de obra,
de horas extras, etc.

En este caso, el costo marginal C'(z) = b + 2cx + 3dz?

13.4. Derivada de la composiciéon de funcio-

nes

13.4.1. Funciones Compuestas

Sean f y g dos funciones tales que f estd definida en todos los nimeros
que son valores de g (f estd definida para los nimeros en la imagen de g),
entonces se puede construir una nueva funcién denotada por f o g cuyo valor

en cada x es
(f o g)(z) = flg(x))
la funcion f o g se llama funcién compuesta de f y g.

Del mismo modo, si g esta definida en todos los niimeros que son valores de

f entonces se puede construir g o f cuyo valor en cada x es

(g o f)(x) = g(f(x))

En general la operacién de composicién entre dos funciones no es conmuta-
tiva. Es decir que go f # fog
Ejemplos

1. Consideremos f(z) = 2*+1 g(z) = 2% ambas tienen por dominio los

nimeros reales, entonces:
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(fog)(@) = flgx)) = f(2°) = («*) + 1 =a* + 1
(go M) =g(f(x)) =gz + 1) = (a* + 1)°
Tanto (f o g)(x) como (g o f)(z) tendran por dominio el conjunto de

los numeros reales.
2. Consideremos f(z) =+vz+2 , g(x)= 2>
Dom f =[-2,400) Dom g = R.
(fog)(x) = f(g(z)) = f(23) = Va3 + 2, cuyo dominio serd: [/—2, +00)

(go )x) = g(f(2)) = gz +2) = (Vo +2)% cuyo dominio sera:
[—2,400)

13.4.2. Regla de la cadena

Sean f y g dos funciones que tienen derivadas, y tales que f estd definida
en todos los nimeros que son valores de g. Entonces la funcién compuesta

f o g tiene una derivada, dada por la férmula llamada regla de la cadena

(feg)(x) = f'(9(x))g'(x)

En el caso en que y = f(x) es funcién de z y ademés x es funcién de ¢ (digamos
x = ¢g(t)) entonces mediante la regla de la cadena podemos determinar la

razoén de cambio de y con respecto at  (f(g(t))) = f'(g(t))g'(¢).

Ejemplos

1. Consideremos f(z) = 2*+1 g(z) = 2° entonces:

f(z) =42 ¢'(z) = 62°

2. Si H(z) = (Tx +4)° H(x) es la composicién de dos funciones:
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uw(lz)=Tz+4 y v(zr) =2 luego la derivada de H(z) es

H'(z) =9(Tx +4)% -7

. Si T(x) = v/8x3 — 322 = (82 — 322)1/4

242% — 6x

T'(z) = (82 — 3x%)~%/* . (242” — 62) = WY TR

. Si h(t) = 3cos(2rt), su derivada es la funcién:

B (t) = —6m sen(27t)

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de h en tg = i es
1 1 1
SORIGIS
RV J\" 7]

= -or(z-3)
Yy = 7T:L’4

. Un cuadrado se expande de manera que su lado cambia a razon de 3

cm/seg. Hallar la razén de cambio de su drea cuando el lado mide 6 cm
de largo.

La longitud del lado del cuadrado es una funcién del tiempo L(t) y su
razon de cambio es L'(t) = 3.

El 4rea del cuadrado como funcién del lado es A(L) = L?, como la
longitud del lado depende del tiempo, la razéon de cambio del area con
respecto al tiempo es la derivada de la funciéon compuesta A(L(t)) es

decir,
(A(L(1)))" = A'(L(t)) - L'(t) = 2L(t) - L'(t) = 2L(t) - 3

En el momento t; en que el lado mide 6 cm de largo, la razén de cambio

del drea serd 2L(tp) -3 =26 -3 = 36cm/seg.
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Ejercicios

1
1. ® () Para la funcién g(z) = —

T

Calcular g(—1) y g(—=1+ h)

Construir el cociente de Newton. Representar graficamente la fun-
cién y los puntos P(—1,9(—1)) y Q1(—=1+h,g(—1+h)) con h >0
v Q2(—1+h,g(—1+h)) con h < 0 (para realizar el grafico consi-

derar h =1y h=—3)

Representar en el grafico anterior las rectas secantes que pasan

por Py @y por Py Qs

Calcular el limite cuando h tiende a 0 del cociente de Newton.

Calcular y representar en el mismo grafico la ecuacion de la recta

tangente a la grafica de g(x) en el punto P

2. @ (© Dadas las funciones

a) fa(m) = a? +1 b)fb(m) = a? C)fc<x) =

1
z+1

Usar las reglas de derivacién para hallar:

i.

ii.

iil.

La funcién derivada.
La pendiente de la recta tangente en el punto cuya abcisa es —2

La ecuacion de la recta tangente en ese punto.

3. @ (© Usando las reglas de derivacién hallar las derivadas de las fun-

ciones:
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b

X

a) k(z) = (22— 5)(3at + 52+ 2) b) G(z) = (2tgz + 3)(% N

20+ 1 2
p— d T .
¢) S(v) v+5 ) Ul@) 224+ 3x+1
t_5/4
t)= ———
e)f() cost+t—1

4. @ () Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a las gréficas de las

funciones siguientes en el punto dado:

2) fu(z) = 22° + 3 enx:% b) f(t) = (t— 1)(t—3) ent =0

¢) fe(zr) =senz(2cosz + \/75) enz =75 d) fa(u) = v en u =2

4 ud + 1
1— 1 -5t
e)fe(x):%enx:g D fi(t) = —— ent=-1
5. @ (© Para la funcién s(u) = senu determinar los puntos u en los

cuales la derivada s'(u) = 0 y marcarlos en el grafico.

6. ® (O Mostrar que las gréificas de las ecuaciones: y = 322 y y = 22% +1

tienen la recta tangente en comin en el punto (1, 3). Graficar.

7. @ (O Mostrar que hay exactamente dos rectas tangentes a la grafica

de y = (x + 1)? que pasan por el origen y hallar sus ecuaciones.

8. @ (© Hallar la ecuacién de la recta tangente a las graficas de las
funciones:

a) f(z) =sen2x b) g(z) = cos(3z + 2m) en r =T.

9. @ (© Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
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11.

12.

13.

14.

15.
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a) filz) = (@+1)° D) folz) = (20— 5)" c) fa(x) = (227 4 3)°

1

d) fa(x) = 3z — 4y

g) fr(x) =/(x+1)5 h) fs(z) = cos?((4x +2)) i) fo(x) = sen(3x3 + 5x)

& (© Hallar la segunda derivada de

a) f(z) =323 +5x—3 b)g(z) = (22 +2)° c) s(z) = cos(z? — 2)

d) f(t) =cos(t® +7)  e) h(u) =tg(—4u —u") f) F(x) = vsen(z?)
@ (© Hallar la derivada cuarta de
a) y(t) = cost b) u(z) = sen(wx)
. Cudl serd la derivada de orden 25 de la funcién y(t) = cost?

. Cudl serd la derivada de orden 33 de la funcién r(t) = sent?

X ( Una particula se mueve de modo que en el instante ¢ la posicién
estd dada por s(t) = 3sen(2t + m) Teniendo en cuenta que la particula
se mueve en el intervalo de tiempo [0, 7] jen que instantes la rapidez

es igual a 07 ;en que instante la aceleraciéon es igual a 07

X () Un cuadrado se expande de manera que su lado cambia a razén
de 2 cm/seg. Hallar la razén de cambio de su drea cuando el lado mide

4 cm de largo.

X © Un cubo se expande de manera que su lado estd cambiando a
razén de 5 m/seg. Hallar la razén de cambio de su volumen cuando su

arista mide 4 m de longitud.

&Q () Movimiento arménico simple. Consideremos un cuerpo que des-

cansa sobre una superficie horizontal sin rozamiento. Se encuentra su-

e) fs(x) = cos(sen 5x) f) fo(z) = sen(x? + 5x)
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jeto a un soporte mediante un resorte, si se lo aparta de su posicion
de equilibrio una distancia pequena, oscila ejecutando lo que se conoce

como movimiento arménico simple.

AN

La posicion del cuerpo en funcion del tiempo, tomando como origen el

lugar donde el cuerpo se hallaba en equilibrio es:
x(t) = Asen (2rf t)

donde A se llama amplitud del movimiento y f es la frecuencia del

mismo (nimero de oscilaciones por unidad de tiempo).

a) SiA=5bemy f=2Hz (Hz: Hertz es la unidad de frecuencia y
tiene dimensién fisica 1/seg). Representar graficamente para un

intervalo de tiempo igual a 1 seg.

b) Calcular la velocidad en funcién del tiempo. Representar gréfica-

mente z(t) para un intervalo de tiempo igual a 1 seg.

¢) Calcular la aceleracién en funcién del tiempo. Representar grafi-

camente para un intervalo de tiempo igual a 1 seg.

d) Interpretar fisicamente los resultados obtenidos.

Aclaraciéon: La mayoria de los ejercicios pueden verificarse utilizando soft-
ware del siguiente modo:

Los senalados con Q) pueden resolverse utilizando un software de matemdtica
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dinamica.

Los senalados con () pueden resolverse utilizando software de algebra compu-
tacional.

En el Anexo que aparece al final del libro se dan pautas sobre los programas

recomendados para cada caso.
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Capitulo 14

Extremos de una funcion

14.1. Funciones crecientes y decrecientes
Se dice que una funcién f es creciente sobre un intervalo [ si
f(z1) < f(xe) siempre que x; < x5 en I.
Se dice que una funcién f es decreciente sobre un intervalo [ si
f(z1) > f(xq) siempre que 1 < x5 en I.

En la grafica siguiente aparece una funcién que es creciente en el intervalo

(a,b); decreciente en el intervalo (b, c) y creciente en (¢, d)

v Y
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Observar que, en los intervalos (a,b) y (c,d) las rectas tangentes en cada
punto tienen pendientes positivas por lo cual f'(x) > 0 en esos intervalos.
En cambio, en el intervalo (b,c) las rectas tangentes en cada punto tienen
pendientes negativas por lo cual f/(x) < 0 en ese intervalo.

En resumen:

Si f'(z) > 0 en un intervalo entonces f es creciente en ese intervalo

Si f'(x) < 0 en un intervalo entonces f es decreciente en ese intervalo

14.2. Punto critico

Un punto critico de f es un nimero ¢ tal que f’(¢c) = 0 o f’(¢) no existe
(en algunos libros se lo llama ntimero critico lo que parece mas razonable por
ser una abscisa, sin embargo utilizaremos la expresion punto critico por ser
la mas habitual).

Si f es una funcion derivable en ¢, la pendiente de la recta tangente es 0 y
la recta tangente es horizontal.
En los graficos siguientes se muestran algunas maneras en que esto puede

pasar.




7

\
\
\
¢ x c x

En ¢ =0, u(z) = |z| no es derivable.

14.3. Maximo local y minimo local

Una funcién f tiene un maximo local o relativo en ¢ si f(c) > f(z)
para todo x en algtn intervalo abierto que contiene a c.

Una funcién f tiene un minimo local o relativo en csi f(c¢) < f(x) para
todo z en algin intervalo abierto que contiene a c.

En la figura siguiente se muestra la grafica de una funciéon que tiene un
maximo local en b y un minimo local en c. Se ve que en esos puntos la recta
tangente es horizontal (tiene pendiente 0). Como la pendiente de la recta
tangente es la derivada en el punto: f'(b) =0y f'(c) = 0. Luego

Si f tiene un maximo o minimo local en ¢ y si existe f’(¢) entonces

f'(¢) =0, es decir, ¢ es un punto critico de f.

v Y




Ejemplos

1. Hallar los puntos criticos de h(z) = 42® — 52% + x — 31.
Calculamos todos los valores ¢ para los cuales h/(z) = 0, es decir las

soluciones de la ecuacién: 1222 — 10z + 1 = 0. Los puntos criticos de la
funcién h son dos: ¢ 10+ vo2 c 10— Vo2
u N = e
! 20 V@ 24
2. Hallar todos los puntos criticos de k(x) = cos(2mx).
Hallamos todos los valores ¢ para los cuales k'(x) = 0, es decir las
soluciones de la ecuacion:
—2msen(2rz) =0
entonces 2mx = nm donde n es un numero entero cualquiera o sea que

Si consideramos la misma funcién pero solamente en el intervalo [—3, 2]

los puntos criticos serdn: ¢, = —3, ¢y = —g, c3 = —2, ¢4 = —%,
1 1 3
cs=-1, cg=—3, =0, =3, cg=1, ciop=73, cu=2.
3. Dada g(z) = —22® + 42 — 3 estudiar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento y extremos relativos.

Como g es derivable para todos los niimeros reales, se puede calcular
g (z) = —dz + 4.

Sus puntos criticos son las soluciones de la ecuacion: —4x + 4 = 0.
El dnico punto critico es ¢ = 1.

Como ¢'(z) es continua en todo su dominio (los nimeros reales) si toma
el valor 0 solamente para x = 1 entonces los valores de ¢'(z) serdn todos
positivos o negativos a la derecha o a la izquierda de 1:

en los x de (—o0, 1) ¢’'(x) > 0 y la funcién es creciente

en los x de (1,400) ¢'(z) < 0y la funcién es decreciente.

En resumen, es creciente en (—oo, 1) tiene un punto critico en x = 1
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y es decreciente en (1, +00). Por lo tanto en x = 1 la funcién tiene un

maéximo relativo y su valor es g(1) = —1.

4. Dada f(x) = 2 + 22* — 4z — 3 estudiar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento y extremos relativos.
f'(z) = 32 + 4o — 4 se anula para 1 = 2, 15 = —2.

Quedan determinados tres intervalos:

para los x de (—o0,—2) f'(z) > 0y f es creciente.

para los x de (—2, %) f'(x) <0y f es decreciente.

para los z de (2,400) f'(z) > 0y f es creciente.

Entonces la funcién tiene un maximo relativo en el punto (—2,5) y un
2 _ 121

minimo relativo en (3, —%).

14.4. Maximo absoluto y Minimo absoluto

Una funcién f tiene un punto maximo absoluto en ¢ en un intervalo
I siy solo si, f(c¢) > f(z) para todos los nimeros = en I . El valor f(c) se
llama valor méaximo absoluto de f en el intervalo I.
Si la condicién f(c) > f(x) se cumple para todos los nimeros z en todo el
dominio de f, decimos entonces que la funcién tiene un méximo absoluto o

global en ¢ en el dominio.

Una funcién f tiene un punto minimo absoluto en c en un intervalo I,
si y solo si, f(c) < f(x) para todos los nimeros = en [. El valor f(c) se llama
valor minimo absoluto de f en el intervalo I.

Si la condicién f(c) < f(x) se cumple para todos los nimeros z en todo el
dominio de f, decimos entonces que la funcién tiene un minimo absoluto o

global en ¢ en el dominio.
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En la grafica anterior:

d es el punto méximo absoluto de f y el valor méximo absoluto es f(d)

a es el punto minimo absoluto de f y el valor minimo absoluto es f(a)

b es el punto méximo relativo de f y el valor maximo relativo es f(b)

d es un punto méaximo relativo de f y el valor méximo relativo es f(d)

14.4.1. Maximos y minimos absolutos en un intervalo

cerrado

Teorema: Sea [ una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a,b].
Entonces existe un punto en el intervalo donde f tiene un maximo absoluto

y existe un punto en el intervalo donde f tiene un minimo absoluto.
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Los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un intervalo
cerrado [a,b] se encuentran en los puntos criticos de la funcién dentro del
intervalo o en los extremos del intervalo.
Como ejemplo, en la figura anterior el maximo absoluto se encuentra en el
punto critico ¢ y el valor maximo absoluto es f(c), el minimo absoluto se
encuentra en a, que es el extremo izquierdo del intervalo, y el valor minimo
absoluto es f(a).

El procedimiento para encontrar el méaximo absoluto y el minimo absoluto

de una funcién continua f(z) en el intervalo cerrado [a, b] es:
1. Hallar, si existen, los puntos criticos que pertenecen al intervalo [a, b]

2. Calcular los valores de f en los puntos criticos hallados en el punto

anterior.

3. Calcular los valores de f en los puntos extremos del intervalo, es decir

f(a)y f(b).

4. El mayor de los valores calculados en 2. y 3. es el valor maximo absoluto

y el menor valor es el minimo absoluto.
Ejemplos
1. Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de la funcién
f(z) = 2° 4+ 22° — 42 — 3en el intervalo[—3, 5]

f(z) es una funcién continua en el intervalo cerrado [—3,5], por el
teorema anterior en dicho intervalo alcanza un valor maximo absoluto
y un valor minimo absoluto. Esos valores pueden estar en los extremos
del intervalo o en los puntos criticos que estan dentro del intervalo, por

lo tanto basta con encontrarlos y calcular los valores de la funcion en
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cada uno de esos puntos:

Los puntos criticos se hallan encontrando las soluciones de la ecuacion:

322 +4x — 4 =0, que son z; = %, ro = —2 y ambos se encuentran en
[—3,5].
x f(x)
extremo del intervalo | =3 | f(=3) =0
extremo del intervalo | 5 | f(5) =152
punto critico 2 3 =-2
punto critico -2 f(-2)=5

El méximo absoluto para la funcién en ese intervalo es f(5) = 152. El

_ 121

minimo absoluto es f (%) =

. Hallar el méaximo absoluto y el minimo absoluto de la misma funcién

del ejemplo anterior f(x) = z® + 2% — 4z — 3 en el intervalo [1, 5]

Los puntos criticos son: z; = % y T2 = —2 y no se encuentran en [1, 5].

extremo del intervalo | 1 | f(1) = —4

extremo del intervalo | 5 | f(5) = 152

El méximo absoluto para la funcién en ese intervalo es f(5) = 152. El

minimo absoluto es f(1) = —4

14.5. Ejercicios

1. @ (© Hallar los puntos criticos de las siguientes funciones:

a) f(x)=2>—-2x+5 b)px)=2>—3z c)v(z)=322—2+1
d) r(z) = cosx e) qt) =t>+2 f) g(t) = sent
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2. @ (© Determinar los intervalos sobre los cuales la funciones siguientes

son crecientes y decrecientes.

a) u(z) =23 +1 b) g(t) =t*—t+5 c)plt)=3+t—2
d) ft)=—3+2t+1 e) f(z) =522 +1

3. @ (O Para cada una de las funciones siguientes, hallar el méaximo

absoluto y el minimo absoluto en el intervalo dado
2) f(2) —a? =20 —8 (0,4  b)gla)=(x—4° [3,6]
&) pa) =z —2* [-1,2) d) f(t) =3t —#* [-2,V3

4. @ (© Se va a fabricar una caja sin tapa con una base cuadrada. La
suma de las areas de las cinco caras es 3m?. Determinar las dimensiones

de los lados de la caja si el volumen debe ser maximo.

5. & (© Un recipiente tiene forma de cilindro sin tapa superior y el area
total es de 10m?. Hallar el radio de la base y la altura si su volumen
debe ser méximo (el drea de un circulo de radio R es wR?, su longitud

es 2mR y el volumen de un cilindro de altura y y cuya base tiene radio

R es TR%y).

6. @ (O Resolver los dos ejercicios anteriores cuando la caja y el recipiente

cilindrico estan cerrados por arriba.

7. @ (© Un veterinario necesita aislar cierta cantidad de vacas enfermas
y dispone de 80 metros de alambre de pia para cercar un rectangulo
con dos hilos utilizando como uno de sus lados un alambrado que ya

existe. Calcular las dimensiones para que el area resulte maxima.

8. @ (© Hallar el punto de la recta y = 2x + 1 que se encuentra mas

cerca del origen.(Escribir la distancia entre el origen y un punto cual-
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10.

quiera de la recta en funcién de = solamente y minimizar). Representar

graficamente la recta.

QX © Un regador impulsa agua hacia arriba con un angulo de inclina-
cién x. Sea A(x) el alcance del agua, esto es, la distancia desde el rega-
dor hasta el punto de impacto del agua. A(x) = 2—U2 sen x cos x donde
v = /9,8 m/seg es la velocidad inicial y g = 9,8m/seg? es la acelera-

cién que produce la gravedad. Determin