
FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL 
 

La palabra función se utiliza con frecuencia para indicar una relación o 
dependencia de una variable respecto de otra, o de una cantidad respecto de otra.  

Por ejemplo: 

 El salario de una persona depende o es función del número de horas trabajadas. 
 La producción total de una fábrica depende o es función de tecnología utilizada. 
 La demanda de un producto es función del precio. 
 El área de un círculo es función de su radio.  
 El volumen ocupado por un gas a presión constante depende o es función de su 

temperatura. 

Se llama Función Real, a toda función de variable real (perteneciente a ℝ, el 

conjunto de los números reales), definida de D  ℝ en ℝ, tal que asocia números 

reales con números reales. 
 
Al señalar que es de variable real, se parte de la base de que el conjunto de 

partida, es un conjunto D incluido  en el conjunto de Números Reales, y al señalar que 

está definida “de D en ℝ”, queremos significar que el conjunto de llegada también es el 

conjunto de Números Reales. 
 

En toda función real, se distinguen al menos dos variables, éstas son: 

 Variable independiente (generalmente llamada “x”) cuyo valor no está condicionado 
por ningún otro valor (de ahí su nombre). 

 

 Variable dependiente (generalmente llamada “y” o también “f(x)”) cuyo valor se 
halla condicionado por el valor que toma x (la variable independiente). 

Entonces:  

Una función real   f   de variable real es una relación o correspondencia que 

asocia a cada número real  x ∈ D,  un único número real f(x), y se expresa de la 
siguiente manera: 

                f : D  ℝ    ℝ ,  dada por  y = f(x)       
 

El conjunto D de números reales se llama Dominio de la función y está 
constituido por el conjunto de valores que toma la variable independiente y para los 
cuales puede definirse la función (aquellos que hacen posible realizar las operaciones 
que aparecen en la fórmula que define la función).  

 
 

 



El conjunto de llegada es el Codominio de la función, y  la Imagen de la función 
es un subconjunto del Codominio que incluye los valores que toma la variable 
dependiente, asignados a los valores de x del Dominio de la función.  

 

 
 

                           

 

f(x) es función  (a cada valor de x  le corresponde un único valor de y. 

                         

 

f(x) no es función (al valor x1 le corresponden dos valores de y). 



Gráficas de funciones 

Cuando representamos gráficamente una función, es útil saber que: 
 

 Si f(x) > 0, entonces la gráfica de la función va por encima del eje x. 
 

 Si f(x) < 0, la gráfica de la función va por debajo del eje x. 
 
 
 
 

 

En la ilustración anterior tenemos representadas cuatro funciones distintas: 

 La primera es una función lineal, concretamente f(x)= 3/2 x + 2   
 La segunda es una función de proporcionalidad inversa, concretamente g(x)= 1/x 
  La tercera es una función cuadrática en la que la variable independiente se 

llama t  y la variable dependiente s, concretamente  s(t) = 3/2 t2.  
 La cuarta es la función raíz cuadrada h(x)= √x .  

 
En todas ellas se ha marcado, sobre el eje horizontal, algún valor del dominio, y se ha 
obtenido a través de la gráfica las imágenes correspondientes. 

En una función real, a cada elemento del dominio le corresponde un 
único elemento imagen. De esta manera, a cada par (x,y) le corresponde en el plano 
un único punto P(x,y) = P(x,f(x)). Esto se traduce en que la gráfica de una 
función nunca vuelve "hacia atrás". Por tanto: en una gráfica de una 
función y=f(x) ninguna recta vertical la debe cortar en más de un punto. 

Criterio de la recta vertical para determinar una función 

En una gráfica que corresponde a una función  y = f(x) , ninguna recta vertical la 
debe cortar en más de un punto. 



Por lo tanto, un criterio para saber si una gráfica corresponde a una función es 
buscar una línea totalmente vertical que la atraviese en más de un punto. Si puedes 
encontrarla, significaría que para ese valor de x corresponderían varios valores de y, y 
por tanto la gráfica no corresponde a una función. 

             
Las gráficas 1 y 2 corresponden a funciones. La 3 y la 4 no, pues son atravesadas por 

las rectas verticales, en azul, en dos puntos distintos cada una. 

                                   
No es función, pues si trazamos una recta para cada valor de x, ésta corta a la 
función en dos puntos distintos de y. 

                                
x = -3 y x = 3  son rectas paralelas al eje Y. No son funciones puesto que para un 
valor determinado (-3 y 3) existen infinitas imágenes. 



                                        
No es función, ya que hay valores de x a los que les corresponden dos valores de y. 

 

                                      
Es función, pues a cada valor de x le corresponde un único valor de y. 

 

                                 
Es función, ya que a cada valor de x le corresponde un único valor de y. 
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   No es función, pues existen valores de x a los que les corresponden 2 valores de y. 

 
Actividad: A continuación se presenta una serie de gráficas, en las que se ha 
representado la variable y en el eje vertical, y la variable x en el horizontal. Determine 
cuáles de ellas corresponden a la gráfica de una función de variable independiente x.  
 

           
 
 
 
 
 
 

   
                                                                               
 
 
 
 

 
 
 
 
      
 
                                                                

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Respuesta: Los casos b, e y f corresponden a gráficas de funciones reales. 
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Gráfica de las funciones básicas 

Función constante 

f: ℝ   ℝ , dada por y = c 

Ejemplos: Las funciones   y = - 3   e   y = 3   son funciones constantes. 

                             
Función lineal 
 

    f: ℝ   ℝ , dada por y = f(x) = m x + n     siendo m y n números reales. 

Ejemplos: 

1) y = f(x) = x  (función identidad, m = 1 y n = 0) 
 

 

                                     
 

 

 

 

 



2) y = f(x) = 2 x   e  y = f(x) = - 2 x 

 

 

 

                                
 

Función cuadrática 
 

Las funciones polinómicas de segundo grado se llaman funciones cuadráticas, y son 
del tipo: 

   f: ℝ   ℝ , dada por y = f(x) = a x2 + b x + c                     donde  a, b, c ∈ ℝ  y  a ≠ 0 
 

Características generales: 

1) Su gráfica es una parábola. 
2) Tiene un eje de simetría cuya fórmula es: 

      

3) El vértice de la parábola es:  

      

4) Corta al eje X en dos puntos, uno o ninguno, según el número de raíces reales 
de   ax2 + bx + c = 0 . 

  5) Corta el eje Y en el punto   (0, c) . 

  6)  Al aumentar  a en valor absoluto, la parábola se hace más estrecha. 
 

 

 



Ejemplos: 

1)  y = f(x) = x2 

                                         

 

2) y = f(x) = 2 x2         e       y = f(x) = - 2 x2 

                                 

 
3) y = f(x) = 2 x2 +3    e     y = f(x) = - 2 x2 + 3 

                                   
 



4) y = f(x) = 2 x
2
 + 5 x    e     y = f(x) = - 2 x

2
 + 5 x 

 

                              

Función cúbica 
 
Una función polinómica de tercer grado o función cúbica se expresa de la siguiente 
forma: 

   f: ℝ   ℝ , dada por y = f(x) = a x3 + b x2 + c x + d          donde a,b,c y d ∈ ℝ y  a ≠ 0 

 
Características generales: 

1) Cortan al eje X en uno, dos o tres puntos, según el número de raíces reales 
de   ax3 + bx2 + cx + d . 

2) Cortan al eje Y en el punto   (0 , d) ,  pues  f(0) = d . 
 

3) No están acotadas:   no están acotadas ni inferior, ni superiormente (Im f: ℝ). 

4) No son periódicas. 

Ejemplo: y = f(x) = x3 

                                          



Función raíz cuadrada 

Ejemplo:     f: [0, +∞)   ℝ , dada por y = f(x) = √x 

                                                       

Como el índice de la radicación es par, el dominio de la función es el conjunto de 
valores donde  x ≥ 0 , es decir,   Dom f : [0, +∞) 

 

Función de proporcionalidad inversa 

Una función racional está dada por el cociente de dos polinomios P(x) y Q(x), Q(x) ≠ 0:  

 

                  

 

El dominio de las funciones racionales es el conjunto de los números reales 
exceptuando aquellos que anulan el denominador, es decir: 

      

Una función de proporcionalidad inversa es una función racional del tipo:  

 

Características generales: 

1) Su gráfica es una hipérbola. 

2) Dom f : ℝ - {0} . 

3) Para   k > 0   la gráfica está en el primer y tercer cuadrante, y para  k < 0   la gráfica 
está en el segundo y cuarto cuadrante. 

 



Ejemplos:   

                                     

 

 

Función Valor Absoluto 

 

      f: ℝ [0, +∞)   , dada por y = f(x) = |x| 

 
 

                                   

                                          
 

 



 

Ejemplos de dominio e imagen de una función 

Funciones polinómicas 

El dominio es ℝ ya que para todo valor real de la variable x puede calcularse el 

correspondiente valor de y . 

Son ejemplos de funciones polinómicas: 

f(x) = x             g(x) = 3x - 2          h(x) = x2 - 3x + 5          q(x) = x4 - 3x2 + 8 

  Dom f : ℝ          Dom g : ℝ                Dom h : ℝ                      Dom q : ℝ 
 
 

 

Funciones racionales 

El dominio está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 

Son ejemplos de funciones racionales: 

 
 

El denominador de   f   se anula cuando   x - 2 = 0 , es decir, para  x = 2     

Dom f : ℝ - {2} 

El denominador de   g   se anula cuando   x2 - 9 = 0 , es decir, para  x = ± 3 .  

Dom g : = ℝ - {- 3, 3} 

El denominador de   h   se anula cuando   5 - x = 0 , es decir, para  x = 5 .  

Dom h : ℝ - {5} 

 
Funciones irracionales 

 

Para determinar el dominio de una función irracional existen dos casos: 

 
 



Son ejemplos de funciones irracionales: 

 

La función   f   tiene sentido, al ser n par, cuando x - 5 ≥ 0 , es decir, para x ≥ 5 .  
 
Dom f : [5, + ∞) 
 
La función   h   tiene el mismo dominio, al ser n  impar, que la función g(x) =  x2 - 5 .  
 

Dom h : ℝ 
 
 

Actividad: 
 

Hallar el dominio de las siguientes funciones: 

1)   f(x) = 5x 

Es una función polinómica, por tanto:     Dom f : ℝ 
 

2)   f(x) = 4x3 +3x2 - 1 

Es una función polinómica, por tanto:     Dom f : ℝ 

3)   f(x) = (x - 5)2 

Es una función polinómica, por tanto:     Dom f : ℝ 

   
 

Es una función racional, por tanto, el dominio de f está formado por todos los números 
reales, excepto por aquellos que anulan el denominador. 

         x
3
 = 0     ⇔     x = 0               Dom f : ℝ - {0} 

 
Actividad: 
 

Hallar el dominio de las siguientes funciones: 

 
 

El dominio de f está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 



        3x - 2 = 0     ⇔     x = 2/3          Dom f : ℝ - {2/3} 

 
 

El dominio de f está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 

        x2 - 4 = 0    ⇔    x2 = 4    ⇔    x = ±√4    ⇔    x = ±2        Dom f : ℝ - { - 2, 2 } 

 
 

El dominio de f está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 

          x2 + 1 = 0     ⇔     x2 = - 1     ⇔     x = ±√-1 ∉ R           Dom f : ℝ 

 
 

El dominio de f está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 

         x2 + x - 2 = 0 

                     
Dom f : ℝ - { - 2, 1 } 
 

 
 

El dominio de f está formado por todos los números reales, excepto por aquellos que 
anulan el denominador. 

 
  

Dom f : ℝ - { - 3, 0, 2 } 
 

  

 



 

 
 

 

Los valores que anulan el denominador son complejos, por tanto, la función está bien 
definida para todo número real. 

Luego:     Dom(f) = ℝ 

Actividad: 
 

Hallar el dominio de las siguientes funciones: 

 
 

El índice de la radicación es par, por tanto, el dominio de la función f serán aquellos 
valores reales tales que:   x - 3 ≥ 0 . 

         x - 3 ≥ 0     ⇔     x ≥ 3                Dom f : [3 , ∞) 

 
 

El índice de la radicación es impar, por tanto, el dominio de la función f será el 
dominio de la función polinómica. 

Dom f : ℝ 

 
 

El índice es par, por tanto, el dominio de la función f serán aquellos valores reales 
tales que:   x2 + 2 ≥ 0 

Para cualquier valor de x se cumple que:    x2 + 2 ≥ 0            Dom f : ℝ 

 

 
 

El índice es par, por tanto, el dominio de f serán aquellos valores reales tales 
que:   x2 - 5x ≥ 0 . 

Dom f : (-∞ , 0] ∪ [5 , ∞) 

 

 
 
 
 



 
Paridad de una función 

Funciones pares 

Una función   f   es simétrica respecto al eje de ordenadas (Y) si verifica que: 
 

 
 

Las funciones simétricas respecto al eje de ordenadas se denominan funciones pares. 
 
 

Ejemplo: f(x) = x2 - 5 

f(- x) = (- x)2 - 5 = x2 - 5 

f(- x) = f(x)        Por lo tanto se cumple la condición de función par. 

 

                         
 

Funciones impares 

Una función   f   es simétrica respecto al origen de coordenadas si verifica que: 

 
 

Las funciones simétricas respecto al origen de coordenadas se denominan funciones 
impares. 

 Ejemplo:  f(x) = x3 + 2 x 
 

f(- x) = (- x)3 + 2·(- x) = - x3 - 2x = - (x3 + 2x) 

f(- x) = - f(x)           Por lo tanto se cumple la condición de función impar. 



 

                                 
 

Función que no es par ni impar 

La función   f(x) = x2 - 3x   no es ni par ni impar, puesto que: 

f(- x) = (- x)2 - 3·(- x) = x2 + 3x , por lo tanto   f(- x) ≠ ± f(x) 

Traslaciones verticales 

Trasladar verticalmente  K  unidades una función f(x) es sumarle a la variable 
dependiente   y = f(x)   la constante   K . 
 
Se obtiene la función   y = f(x) + K 
 
Si   K > 0   la función se traslada hacia arriba. 
Si   K < 0   la función se traslada hacia abajo. 
 

                                        
 

Para K > 0 :   K1 = 2   y   K2 = 4                (se traslada hacia arriba) 



 

                            
Para K < 0 :   K1 = - 2   y   K2 = - 4           (se traslada hacia abajo) 

Traslaciones horizontales 

Trasladar horizontalmente  K unidades una función f(x) es restarle a la variable 
independiente  x  la constante   K . 
 
Se obtiene la función   y = f(x + K) 
Si   K > 0   la función se traslada hacia la izquierda. 
Si   K < 0   la función se traslada hacia derecha. 
 

                
 

Para K > 0 :   K1 = 2   y   K2 = 4            (se traslada a la izquierda) 

 
 



                   
  Para K < 0 :   K1 = - 2   y   K2 = - 4                  (se traslada a la derecha) 

 
 

Resumen de traslaciones: 

Gráfica original.......................................................................:     y = f(x) 

Traslación horizontal de k unidades a la derecha....................:     y = f(x - k) 

Traslación horizontal de k unidades a la izquierda...................:     y = f(x + k) 

Traslación vertical de k unidades hacia abajo..........................:     y = f(x) - k 
 
Traslación horizontal de k unidades hacia arriba.....................:     y = f(x) + k 
 

 

Actividad: 

Representa la función   f(x) = 4 - x2   y, a partir de ella, dibuja las gráficas de las 
siguientes funcionespolinómicas: 

1)   y = f(x) - 3 

y = f(x) - 3 = 4 - x2 - 3 = 1 - x2 

La función resultante traslada verticalmente hacia abajo a la función  f(x) = 4 - x2   tres 
unidades: 



                                   
 

 
 

2)   y = f(x) + 2 

y = f(x) + 2 = 4 - x2 + 2 = 6 - x2 

 
La función resultante traslada verticalmente hacia arriba a la función   f(x) = 4 - x2   dos 
unidades: 
 

                               
 

 



3)   y = f(x - 2) 

y = f(x - 2) = 4 - (x - 2)2 = 4 - (x2 - 4x + 4) = 4x - x2    

La función resultante traslada horizontalmente hacia la derecha  a la función             
f(x) = 4 - x2   dos unidades: 

 
 

                        
 
 

 
4)   y = f(x + 2) 

y = f(x + 2) = 4 - (x + 2)2 = 4 - (x2 + 4x + 4) = - 4x - x2    

La función resultante traslada horizontalmente hacia la izquierda a la 
función           f(x) = 4 - x2   dos unidades: 

                    
 
 

 



Actividad:  

Representa la función   f(x) = 4x - x2   y, a partir de ella, dibuja las gráfica de la siguiente 
función: 

y = - f(x) 

y = - f(x) = - (4x - x2) = x2 - 4x 

La función resultante es simétrica respecto al eje OX: 

 

           
 

 

Actividad:  

Representa la función   f(x) = 3/(x + 1)   y, a partir de ella, dibuja las gráficas de las 
siguientes funciones: 

1)   y = - f(x) 

y = - f(x) = - 3/(x + 1) 

La función resultante es simétrica respecto al eje OX: 



                            
 

 
 

2)   y = f(- x) 

y = f(- x) = 3/(- x + 1) 

La función resultante es simétrica respecto al eje OY: 

                              
 
 

 



3)   y = |f(x)| 

La función resultante transforma los resultados negativos de la función  f(x) en 
positivos: 

                       
 
 
4)   y = - |f(x)| 

 

La función resultante es simétrica respecto al eje OX de la función   |f(x)| : 

                        
 
 



Actividad: 
 
A continuación se muestra una lista de funciones dadas por expresiones analíticas y 
una serie de gráficas de funciones. Asociar, justificando,  a cada gráfica su expresión 
analítica.  
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Respuesta: 

a) 1)( 2  xxf  

b) 1)(  xxf  

c) 
2)( xxf   

d) 
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 Actividad: 
 
 La gráfica a) es la de )(xf . Determine, justificando, cuáles de las gráficas siguientes 

corresponden a )(xf , )( xf   y a )( xf  .  

 
a)                                                                                        

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
    
 

 
c)                                                                                                                                                                                               

 
 
Respuesta:    b) – f(x)  reflexión de f(x)               
                      c) – f(-x) simétrica respecto del origen con f(x)  
                      d) f (-x)  simétrica respecto del eje Y con f(x)  
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Actividad adicional: 
 
Encontrar el dominio de la siguiente función: 
 
  

          

Como antes sabemos que no existe en el campo de los reales la raíz cuadrada de 
números negativos. Entonces 

 

 

 

0  4 - x2 

4 - x  ) x ( f 2



 

 

                         Dom f :  ( - ∞ , - 2 ]  U [ 2 ,+ ∞ ) = ℝ – ( - 2 , 2 )           

 

 
 

 

 
 

 


