Capitulo 13 - Derivadas

 Derivada de una funcion

* Reglas de derivacion
* |Interpretacion geométrica: Recta tangente

e Razon de cambio

e Derivadas de orden superior (velocidad y
aceleracion)

* Funciones compuestas. Reglas de la cadena

 Derivada de orden n




Definicion de derivada

Si el cociente de Newton se acerca a un valor cuando h tiende a 0. entonces

set define la funeién derivada de [ en r como este limite esto es:
. df .. flz+h)- flx)
flx)=— = lim
dr fi—0 h

Reglas de derivacion

En la practica, para realizar la derivada de una funcidon no utilizamos
la definicion anterior, sino las reglas de la derivacion y las
propiedades de la derivada.

Repasemos las derivadas de algunas funciones utiles, a partir de las
que podremos luego calcular la derivada de otras funciones
construidas a partir de ellas.

¢ Derivada de una funcidn constante
f(x)zc — f'(x)zO

¢ Derivada de una potencia
Si n es un numero racional cualquiera:

f(x)zx" — f'(x)zn-x”_l
¢ Derivada de las funciones trigonométricas
f(x)zsen(x) — f'(x)zcos(x)
f(x) = Cos(x) = f'(x) = —Sen(x)



Reglas de derivacion

Ejemplo 1: f(x) -5

Por las reglas de derivacion sabemos que la derivada de una
constante es cero, entonces:

f'(x):O

Ejemplo 2: f(x) — X

Utilizando |a regla de la derivada de una potencia y teniendo en
cuenta que el exponente es igual a 1, queda:

Fi(x)=1-2"=1

Eiemplo 3: f(x) =

Utilizando |a regla de la derivada de una potencia, queda:

f'(x)=3-x2

Ejemplo 4: f(x) _ i/xiz _ 23

En este caso utilizamos las propiedades de la potencia para escribir la
raiz como una potencia fraccionaria y luego ya podemos utilizar la
misma regla que en el ejemplo 2:

Frix)=2 =2 2

3 3 33/x




Propiedades de la Derivada

. Sea f una funcion con derivada (). Entonces f es continua en r.

[y ]

La derivada de una constante por una funcidn es la constante por la
derivada de la funcion.

(cf(x)) = c.f(x)

. La derivada de una suma es la suma de las derivadas.

(flx) + g(x)) = ['(x) + ¢'(x)
La derivada de un producto esta dada por la formula:

(f(x)g(z)) = flx)d'(x) + ['(x)g(x)

. Sea f(x) y gl(r) dos funciones que tiene derivadas f'{z) v ¢'(x) res-

pectivamente v tales que g(r) # 0. Entonces la derivada del cociente
f(x)/g(xr) existe y es igual a:

(M) _ 9(@)f'(x) - f(z)g(z)
glx) glx)*




Propiedades de la Derivada

Ejemplo 5: f(x) — Dy

La propiedad 2 nos dice que cuando tengamos una constante
multiplicando a una funcidn, la derivada es la constante por la derivada de
dicha funcidn, entonces:

Eiemplo 6: f(x) — _Jx+2

En este caso podemos utilizar la propiedad 3, que dice que para calcular la
derivada de una suma, simplemente tengo que derivar cada término.

Eiemplo 7 - Derivada del producto:

f(x)=(x2 +2)~cosx

La propiedad 4 indica cdmo calcular la propiedad de un producto de dos
funciones:

(f(x)-&(x))'=f"(x)-g(x)+f(x)-g'(x)

Aplicando dicha férmula a la derivada buscada, queda:

! '

f'(x) =(x2 +2) -cosx+(x2 +2)-(cosx)
f'(x) :2x-cosx+(x2 +2)-(—senx)




Propiedades de la Derivada

Ejemplo 8: Derivada de la divisidon de dos funciones

(x+1)

x—1

(%)=

En este caso debemos utilizar la propiedad 5, que dice:

Aplicando dicha formula a la derivada buscada, queda:

1-(x—1)—(x+1)-1

==
,x:x—l—x—l

0=

1{x)=-—




Recta tangente

La derivada de una funcién en un punto r = a. es decir (a), es la
p

pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcidn en (a, f{a)).
De lo anterior se desprende que la ecuacidn de la recta tangente a la grafica

de flx) en (a, f(a)) es

y = fla)= fla)(z —a)

¢CoOmo empiezo un ejercicio de recta tangente?

a) Evaluamos la funcion en el valor del a para obtener el valor del f(a).

b) Encontramos la derivada de la funcidn y la evaluamos en el valor del a
para obtener la pendiente de la recta tangente (m):

m:f'(a)

c) Una vez que tenemos la pendiente m y un punto que pertenece a la
recta, ya podemos encontrar la ecuacion de la recta como lo hariamos
con cualquier recta:

Pendiente: m:f'(a)
Punto: (a,f(a))

Entonces la ecuacion de la recta tangente queda:

y—f(a)zm(x—a)




Recta tangente

Ejemplo 10: Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la

siguiente funcion en x= 1.
2
f(x) =x"+2
1) Evaluamos la funcidon en el valor del a. En este caso corresponde a

x=1.

f()=1r+2=3

Es decir que la recta (y la funcion también) pasa por el punto: (1,3)

2) Encontramos la derivada de la funcion y la evaluamos en el valor de

x=1 para obtener la pendiente (m):
f'(x)=2x — m:f'(1)=2-1:2
= m=2

3) Armamos la ecuacion de la recta a partir del punto y la pendiente:

i(i’;) [y—3=2(x—1)}
¥

Ecuacion de la recta tangente




Regla de la Cadena

Sean [ v g dos lunciones que tienen derivadas, v tales que [ esta definida
en todos los mimeros que son valores de g. Entonees la funcion compuesta

f o g tiene una derivada, dada por la formula Hamada regla de la cadena
(feg)(r) = flgle))y'(x)

FEn el caso en que gy = f(x) es luncion de r v ademias x es funcion de ! {(digamos
r = glt)} entonces mediante la regla de la cadena podemos determinar la

razon de cambio de y con respecto a t  (fg(t))) = flglt))g'(1).

Ejiemplo 10: Encontrar la derivada de la funcidn:
8
h (x) = (x2 + 3)

La funcidn h(x) es una funcidn compuesta, por lo tanto debemos utilizar
la regla de la cadena. En primer lugar debemos identificar cual es la
funcién “interior” y cual la “exterior” de la composicion:

h(x)=f(g(x))

La funcién interior es: g (x) = ()c2 + 3)

: 8
La exterior es: f (x) =X
Entonces, encontramos las derivadas de ambas funciones:

Mediante la regla de la cadena obtenemos:

h(x)=/"(g(%))-2'(x)

h'(x):S-(x2+3) 2

h'(x)=16-(x* +3)




Regla de la Cadena

Ejemplo 11: Encontrar la derivada de:

h(x) = \/(3x2 + 2x)3

En primer lugar conviene escribir la raiz como potencia fraccionaria,
como en el ejemplo 4y luego aplicar regla de cadena:

h(x) = (3)62 + 2x)3/2

Escrita de esta forma, podemos ver que es un ejemplo muy parecido al
anterior:

h '(x) = %(3)62 + 2X)1/2 -(3x2 + Zx)

h'(x) = %(3x2 + 2x)1/2 -(3-2x+ 2)

3

h'(x) = 5\/(3x2 + 2x) -(6x+ 2)

Ejemplo 12: Encontrar la derivada de:
g (x) = sen (3x3 + 5)

Utilizamos regla de la cadena. En este caso la funcién “exterior” es el
seno y la funcién “interior” es el polinomio:

'

g'(x)=cos(3x" +5)-(3x° +5)
g'(x) :cos(3x3 +5) (3-3x)
h'(x)= cos(3x3 +5) Oy




Aplicacion: Movimiento rectilineo

Ejemplo 13: Un objeto viaja sobre una recta y su posicién (en
metros) sobre la misma esta dada por la funcion s(t), déonde el tiempo
esta en segundos:

S (x) =28 +t
a) Determinar e qué instante la rapidez es igual a 7 m/seg.

b) Hallar la aceleracién en el instante t=2seg.

Resolucion:

a) La rapidez (o velocidad escalar) es la derivada de la posicidn:

v(t) = S'(t) —6t°+]1 =) Rapidez o velocidad en el instante t

Para saber en qué instante la velocidad es 7 m/seg, debemos igualar
la velocidad a dicho valor y resolver la ecuacion que queda en la
variable t.

61> +1=7
6t> =6

21 = f=+1 De los dos resultados elegimos el

tiempo positivo, por lo tanto t=1 seg

b) La aceleracion es la derivada de la velocidad, por lo tanto:
a(t) = v'(t) =5 "(t) =12¢ wmm) Aceleracion en el instante t

La aceleracion en el instante t=2seg la encontramos evaluado la
funcion a(t) en t=2

a(2)=12-2=24

Es decir que la aceleracion en el instante t=2seg es igual a
24m/seg?




