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Capitulo 7. Sistema de ecuaciones lineales.

Sistemas y Matrices

RANGO DE UNA MATRIZ

Existencia de soluciones

Teorema de ROUCHE-FROBENIUS
COROLARIOS

Métodos de resolucion

Reduccion del numero de ecuaciones por sustitucion.
Método de |la MATRIZ INVERSA.

Regla de CRAMER.

Meétodo de eliminacion de GAUSS-JORDAN.



Sistemas de ecuaciones lineales

[ ayzy+apm+ ..t apra = b

J ar) + 62219 + ... + @pTn = b

| G171+ ar2 + ... + GknTn = b

Llamaremos solucién del sistema a todo conjunto de mimeros (s1, #2. ..., 8n)
que reemplazados en (r1,r2,...,rn) haga verdaderas las k ecuaciones si-
multdneamente. Nos interesa estudiar dos cuestiones, una se refiere a la

existencia de estas soluciones y otra a los métodos para hallarlas.

* Solucion del sistema
* Existencia de solucion

* Meétodos para hallarlas



RANGO DE UNA MATRIZ



Rango de una matriz (como lo hallamos)

Dada una matriz podemos extraer submatrices a partir de ella,
nos van a interesar las submatrices cuadradas.

Empezamos con las submatrices cuadradas de orden mayor
gue se puedan extarer.

Analizamos el determinante de dichas submatrices.

Si alguno de los determinantes es distinto de cero el rango de la matriz sera
el orden de dicha sumatriz.

Si todos los determinantes son igual a cero, hay que analizar los determinantes
de submatrices de orden menor y repetir procedimiento.



Hallar el rango de A
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A matriz de 4x4

A es cuadrada

La mayor submatriz cuadrada que podemos
elegir es la misma matriz, por lo que
empezamos calculando su determinante:

|A|=49#£0 = Rag A=4

El rango de A es 4

El rango de A es 4 porque es una matriz cuadrada de 4x4 cuyo determinante es
distinto de 0. ( A es una submatriz de ella misma)



Hallar el rango de B

B matriz de 4x4

(2 0 -1 2)
A 3 2 3 1 B es cuadrada
_Z ] -2 La mayor submatriz cuadrada que podemos
\ 3 0 1 -4 elegir es la misma matriz, por lo que

empezamos calculando su determinante:

3 0 -2 -1

1 2 1 0] ,
1Bl = 01 1 1 =0

24 2 0

El rango de Bno es 4



Para hallar el rango de B, tenemos que seguir con submatices de 3x3

B1 es una submatriz de B de 3x3

A
(13 20 = 7)

T I
s |l 2 1] 0 ;
“lo 1 1| 1| Bl=|L 2 1)=]
77 o 01 1

B,| =170 = Rag B=3

El rangode B es 3

El rango de B es 3 porque es una matriz cuadrada de 4x4 con
determinante igual a 0 y tiene una submatriz de 3x3 cuyo determinante

es distinto de 0.



Hallar el rango de A
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Calculo su determinante
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A matriz de 3x4

A no es cuadrada

Busco una submatriz de 3x3
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El rangode Aes 3

como es distinto de cero

El rango de A es 3 porque es una matriz de 3x4 que contiene una

submatriz A, cuyo determinante es distinto de 0.



Eiemplo del libro
(pp. 87)

2. Dada la matnz:

5 4 -1
A=
~10 -8 2

A matriz de 2x3
A no es cuadrada
Busco una submatriz de 2x2 de A



5 4 -1

A
-10 -8 2
ﬁr - [ 5 4 Al submatriz de 2x2 de A
\ ~10 -8 det(A1)=0
Busco(si es posible) otra submatriz de 2x2 de A
14 1 A2 submatriz de 2x2 de A
A - ( o ) det(A2)=0
?__ - -

5 -1 A3 submatriz de 2x2 de A
‘B\ —\_ det(A3)=0

A no tiene otras sumatrices de 2x2 , por lo tanto, el rango de Ano es 2



Los determinantes de las tres submatrices valen cero. Tomemos las
submatnices de 1 x 1, cualquiera de ellas tiene determinante distinto
de cero, esto basta para decir que rango{ A) = 1 (notar que una matrz

tiene rango cero si, y solamente s1, s la matrz nula).

Elrangode Aes 1

El rango de A es 1 porque todas las submatrices de 2x2 de A tienen det=0
y contiene una sumatriz de 1x1 con det distinto de 0



NOTACION MATRICIAL



Sistemas de ecuaciones lineales (notacién matricial)

Ejemplos:
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7x =3y 4+ 6z =25,
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5x =2y +2z =11,

2x — 3y 4+ 8z = 10.

7 =3 6|5 f@x .
(5 _2 2 11) Matriz de los coeficientes
2 -3 8|10
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Matriz de los
términos independientes







e EXISTENCIA DE SOLUCIONES
COROLARIO DE ROUCHE-FROBENIUS




Existencia de soluciones

Un sistema de ecuaciones lineales puede:
a. Tener soluciony lo llamamos sistema compatible.
a.l Unica solucidn, sistema compatible determinado.
a.2. infinitas soluciones, sistema compatible indeterminado.

b. No tener solucién vy lo llamamos sistema incompatible.

Para aplicar los corolarios del teorema de Rouché-Frobenius, consideramos:

* el numero de incégnitas n
* el Rango(A)
* el Rango(A*)



Seq un sistema de k ecuaciones con n incégnitas, A la matriz y A* la matrin
amplinda del mismo, entonces:

1. Si rangx(A) ~ rang{(A*) — n d sistema tiene solucién @mica. Se dice
también que ol sstema os compatible determmado.

2. Si rang(A) ~ ranga{A*) < n d sstema tiene infinitas soluciones. Se
dbee tambaén que ol sistema os compatible indetermimado.

3. Si rango(A) # rango{A*) d sistema no tiene solucidn. Se dice tambaén
que ol sistema o incompatible.



Ejercicio 1 (Vamos a usar 2 —
x—3y =28
los corolarios del 1) a) Y

Terorema de Rouché-Frobenius) 5x+5y =1

Rango de A:
A es una matriz cuadrada de 2x2, calculo el determinante de A

|A|=|§ _53|= 10-(-15)=25# 0 Por lo tanto, el rang(A)=2

Rango de A™:
A* es una matriz de 2x3.( Hay que analizar submatrices de 2x2 de A%).
A es una submatriz y tiene determinante # 0 con lo cual rang(A4*)=2
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Para analizar la existencia de soluciones o no del sistema:

* numero de incognitas —Ss n=2
* rang(A)=2

* rang(A*)=2

1. Si rang(A) « rang{A*®) ~ n d sistema tiene solucxén tmica. Se dce

tambsén que ol sstema o compatible determmado.

2. Si rang(A) ~ ranga{A*) < n o ustema tene infinitas soluciones. Se
dice tambaén que ol sistema os compatible indetermmado.

3. Si rango(A) # rango{A*) o sistema no tiene solucidn. Se dice tambaén
que ol sistema o incompatible.

El sistema tiene solucion y es Unica, dado que es un sistema compatible determinado
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« METODOS DE RESOLUCION

o MATRIZ INVERSA
o REGLA DE CRAMER
o ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN



Resolver el sistema:

3x+2y+z=2
—2x +y—7z=0
3x—y+8z=2

Es un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas



Escribimos el sistema en notacion matricial
3Ix+2y+z=2
—2x +y—7z=0

3x—y+8z=2 A )< ’E>

I —
\
l 3 2 1
3 2 12 1 ; - g
3 -1 8,2
Analizamos si tiene solucion, para ello: A X —
* rango(A)

A es cuadrada de 3x3, calculo el determinante
det(A)=-8+ 0, por lo tanto el rango(A) = 3

* rango(A¥)

Como A* es de 3x4 y A es submatriz de A* con det(A) = 0
por lo tanto el rango(A *) = 3

 Numero de incégnitas 3

El rango(A)= rango(A*) =3 = numero de incognita el sistema tiene solucion unica




Método de la Matriz inversa:

e Sistema con n ecuaciones y n incognitas
e det(A)# 0

Condiciones

Para resolver el sistema

AX=B

e Hallamos Al
 Para calcular la solucion calculamos X=A1. B



Método de la Matriz inversa:

3x+2y+z=2 3 2 1)\ /«x y)

—2x +y—-7z=0 — 5 -2 1 =7l[y]-|0

3x—y+8z=2 3 -1 8[\z| (2
— \,,_,J

« Sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas

Cumple con las condiciones
» det(A)=-8 K
4

Puedo aplicar el método de la matriz inversa



Para resolver el sistema :

* Hallamos Al

| -
. ,|
=

A—l

|- o]

* Para calcular la solucion calculamos X=A"1. B

Para hallar la solucion hacemos el producto:

., : 7 7 3
La solucion del sistema es :S={ (E’ —— ——)}



Regla de Cramer e Sistema con n ecuaciones y n incognitas condiciones
e det(A)# 0

El sistema a resolver cumple con las condiciones: 3 ecuaciones, 3 incégnitas y det(A) distinto de O

|
3Ix+2y+z=2 3 2 1,
{—2x+y—7z=0 -2 1 -7,
3x—y+8z=2 3 -1 8,
L \
2 2 1 3 2 1 .
0o 1 -7 -2 0 -7
2 -1 8| _—28_7 3 2 g| 28 7
X = - i — _—_————
-8 -8 2 y —8 8~ 2
\
3 2 2
-2 1 0 La solucidn del sistema es :
3 -1 2|_12_ 3
7z =

g ="g~ "3 s={(§,—§,—§)}



Ej. 4( un caso especial en el que aplicamos Cramer )

N\
=9

2
VTR
S “ V37 -1
~3x+2y-2 =1 %3

‘ ZX —5v)+/?:

Es un sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas,
en principio no podemos aplicar Cramer.

Si calculamos el rango(A)=2 y rango(A*)=2, por R-F sabemos que
el sistema es compatible indeterminado,
con lo cual el sistema tiene infinitas soluciones.



Para aplicar Cramer, uso una de las incognitas como parametro.

2=
. = = - #0
% | AX-) g3 O@ ( > [A\: l_q— a | = 4 -2} =-M1
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Método de eliminacion de Gauss-Jordan:

Diremos que un sistema es equivalente a otro cuando tienen la misma
solucidn. Para obtener un sistema equivalente a otro dado se pueden realizar

las siguientes operaciones:

1. Multiplicar una ecuacién (ambos miembros) por un nimero distinto

de cero.
2. Intercambiar la posicién de una ecuacién en el sistema.

3. Sumar (miembro a miembro) a una ecuacién otra ecuacién multipli-

cada por un nimero.

estas operaciones con las ecuaciones de un sistema son equivalentes, respec-
tivamente, a las siguientes operaciones elementales con las filas en la matriz

ampliada:
fl. Multiplicar una fila por un niimero distinto de cero.
2. Intercambiar dos filas cualesquiera.

3. Sumar (o restar) a una fila otra fila multiplicada por un niimero.



Método de eliminacion:
El método consiste en realizar operaciones elementales sobre la matriz am-
pliada del sistema hasta que los elementos a;; de la matriz A valgan todos

uno v los demas sean cero:

Una vez que obtenemos el 1 en la posicion a;; para obtener ceros en la
columna j
Hacemos Fj- a;; F

Resolver el sistema

(3x+2y+z=1
5x+3y+4z =2
L xty—z=1

A




Hacemos 1 en la posicion ally 0 en a2l1y a3l

Primero el 1

Matg,.y =

fo —9fi
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— QY Do
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fi—= f3 :
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f3—3f
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o QU =
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— N




fo— f3

fi—f

0
K )
Yy -1 917
-219 -3
-1/ 4 -2 |
-1 1
4 =2
9 :—3_
3 =1
—4 2
9 :-3




f1 =33

Es solucion del sistema (-4,6,1)

fo+ 4f3

Fi_ aij Fj

Fj' aJI Fi
i=3
j=1,2
I 0 0
0 1 0
0 0 1




Sistemas con infinitas soluciones:

3x+2y+z=1
x+y—z=1

(5 > 4 "j_ 'F’Laﬁz_ i A "_[,\’L







x+3z=-1

y—4z =2
x=-—1-3z
y=2+4z

z puede tomar cualquier numero real

Solucién  S={(—1—-3z, 2+ 4z, z)con zreal}



