Capitulo 11

Funciones trigonométricas

11.1. Definiciones

Consideremos un angulo, cuya medida z esta en radianes, formado por
el semieje positivo de las absisas y una semirrecta que parte del origen, se-
leccidpemos un punto P(a, b) sobre la semirrecta. P1 dngulo es positivo si la

semirrécta gira en sentido antihorapio y negatixo en caso contrario.

Sea r = \/a? + b? la distancia de)/origen a}punto P(a,b). Definimos:
ordenada de P b
sen r = = -
distancia de P al origen r
b abscisa de P a
,,,,,,,,, Cos T = = —
| P distancia de P al origen T
r !

z l ordenada de P b

. tg €r = " = —

19) a abscisa de P a

Notar que los valores del seno y coseno de un éngulo son independientes del

punto que se tome sobre la semirrecta que contiene al punto P :
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A A
Los triangulos OP,()7 v OP»@Qs son semejantes y por lo tanto sus lados

homologos son proporcionales, es decir:

PQ)y _ Py ~ ena 0Q)> _ O,
OP2 OP1 OP2 OPI

— COST

Por lo tanto las definiciones de estas dos funcionesino dependen de la distancia

al origen r y puede tomarse r = 1 entonces:

sen r = ordenada del punto P cos x = abscisa del punto P

ordenada del punto P

te r =
& abscisa del punto P

sen T

Una forma mas usual para expresar la funcion tangente es:|tg = =
cos x

11.1.1. Medida de angulos en radianes

La medida de un édngulo x en radianes queda definida como el cociente
entre la longitud del arco y la longitud del radio en cualquier circunferencia

que tenga como centro el vértice del angulo.

L

z en radianes= —
,

Es facil ver que si un angulo mide 360° en el sistema sexagesimal entonces

mide 27 radianes en el sistema que utilizaremos en este capitulo.
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Esta relacion permite pasar de un sistema de medicion angular a otro
(estd mal escribir 27 60° ya que una igualdad debe ser homogénea en
unidades).

11.1.2. Signos y valores

Considerando los signos de la abscisa y la ordenada del punto P enton-
ces, segun el cuadrante en el que se encuentre, los signos de las funciones

trigonométricas de = seran:

cuadrante seno coseno | tangente
Primero: 0 <z < 7/2 |senz >0 |cosz >0 | tgx >0
Segundo: /2 <z <7 |senx >0 | coszx <0 | tgz <0
Tercero: m <z < 3w/2 | senx <0 | cosz <0 | tgx >0
Cuarto: 37/2 <z <27 | senx <0 | cosz >0 | tgz <0

Para algunos angulos es sencillo calcular los valores exactos de sus fun-

ciones trigonométricas, por ejemplo:

angulo | seno | coseno | tangente
0 0 1 0
w6 |3 | % | 5=
T/4 | 2| L 1
/3 ‘/75 % V3
/2 1 0 no existe
m 0 —1 0
3n/2 | —1 0 no existe
2m 0 1 0

Cuadro 11.1: Tabla de valores exactos.
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11.1.3. Periodicidad de las funciones trigonométricas
Los angulos que consideramos pueden pensarse formados por la rotacion
de la semirrecta que parte del origen y el semieje positivo de las abscisas,
luego, cualquier par de angulos que difieran uno de otro en un nimero entero
de vueltas tendrian la misma abscisa v ordenada y por lo tanto los mismos
valores para sus funciones trigonomeétricas. Decimos que las funciones seno
v coseno son periddicas v que basta conocer sus valores entre 0 y 27 para
obtener cualquier otro valor. Los periodos de cada funcion se veran en detalle
mas adelante pero podemos decir que:
senx = sen(r+2rk) vy cosx = cos(x+2rk) donde £ es un niimero entero

cualquiera.

11.2. Reduccion al primer cuadrante

Se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas de angulos
que estan en el segundo, tercero o cuarto cuadrante, si se conocen los valores

de las funciones de un éngulo adecuado en el primer cuadrante:

11.2.1. Angulo en el segundo cuadrante

Si@ esta en el segundo cuadrante m — x esta en el primer cuadrante en-

tonces:

senz =sen(mr —x) cosx = —cos(m —x) tgr=—tg(r—2x)
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11.2.2. Angulo en el tercer cuadrante

Six esta en el tercer cuadrante x —m estd en el primer cuadrante entonces:

senx = —sen(r —m) cosz=—cos(zx—m) tgx=tg(rx—m)

11.2.3. Angulo en el cuarto cuadrante

Si x estd en el cuarto cuadrante, podemos considerarlo negativo segin

nuestra convencién, luego —x estd en el primer cuadrante entonces:
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senz = —sen(—x) cosx =cos(—z) tgxr = —tg(—x)
b A P
—x
a =
x
_b Pl

Podriamos interpretar lo anterior del siguiente modo. Si = esta en el cuar-

to cuadrante luego 2m — x esta en el primer cuadrante entonces:

senr = —sen(2m —x) cosx =cos(2m —x) tgr = —tg(2m — 1)
A
pL___ oF
|
|
|
" 27r|r -

4 o

N : .
|
|
|

—bF--- I P’

Observar: para cualquier valor de z:
b a* a* + b

= :1

2 2
sen“r + cos“ x =
+ a2+b2+a2—|—b2 a? + b2
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11.3. Dominio, imagen y graficas

11.3.1. Dominio

Las funciones seno y coseno estan definidas para cualquier nimero real x

y por lo tanto ambas tienen por dominio el conjunto de los niimeros reales.
La funcion tangente esta definida como un cociente entonces su dominio es

el conjunto de los numeros reales que no anulan el denominador.

sen x
Como t(z) = tgzx = , su dominio es el conjunto de todos los niume-

ros reales menos los de la formonde n es un numero entero

(.___37”’_%’%,3;,5;”) \valores en los que

cosx=0

11.3.2. Imagen

Los valores de las funciones seno y coseno estan siempre entre —1 y 1

(recordar como estan definidas), luego ambas tienen por imagen el intervalo

[—1,1]. La funcién tangente tiene como imagen a todos los niimeros reales.

11.3.3. Periodo

Se ve que cada vuelta completa a la circunferencia tanto el seno como el

coseno vuelven a tomar el mismo valor, es decir:
sen(z + 27) = senz, cos(z + 2m) = cosx

Por eso se dice que ambas funciones tienen periodo 2.
En la funcion tangente

tg(x +7) =tgzx

luego el periodo es m

En general si f(z) = sen(wz) tenemos:
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sen(wx) = sen(wx + 27) = sen(w(x + 2%))
luego
fe) = fo+ )

. . 2

entonces f(x) tiene periodo =T.

El mismo argumento puede usarse para la funcién g(z) = cos(wz).

En Fisica w se llama frecuencia angular, al periodo se lo llama T y la inversa

del periodo es la frecuencia v, sintetizando:

11.3.4. Graficas

Gréfica de la funcién seno:

+ +
3m/2 I 5m/2 3\
-1

Gréfica de la funcién coseno

c(x) = cosw
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periodo 27

i ;w 12 I 5n\i
-1 cos(z)

Gréfica de la funcién tangente

t(z) =tgz

11.3.5. Ejemplos

1. Determinar para que valores de x la funcién f(z) = senx vale 0.
senx = 0 para los angulos: 7, —7, 27, —2m, 3w, —3m7, ... Es decir que se
anula para angulos de la forma: x = k7, donde k es cualquier niimero

entero.

2. Determinar para que valores de x la funcién f(z) = senx vale 1.

5 +4m, T —4m, ... Es

— 2, 5

senx = 1 para los angulos: 3, § + 2T, 5



30

decir que toma el valor 1 para dngulos de la forma: x = 7 +2k7, donde

k es cualquier niimero entero.

. Determinar para que valores de z la funcién f(z) = senx vale —1.

senx = —1 paralos angulos: — 5, —5+27, —

5 —2m, —5+47, —

s s
b 5 471'7...

Es decir que toma el valor —1 para angulos de la forma: x = —3 + 2k,

donde k es cualquier niimero entero.

. Determinar para que valores de x la funcién f(x) = sen(2x) vale 1.

sen(2x) = 1 cuando:

21 = = 4 2kn

2
o sea cuando

"k

r=—+km

4
donde £ es un numero entero. Es decir que la funcién f(z) vale 1 si x
toma los valores: 7, 7 +m = %”, ToT= —%’T,

. Si g(x) = sen(2z), w = 2 y el periodo es T = & = 7.

periodo 7

+
?Q

w/

j u 3m g 511\/
sen(2z)

-+

. Si g1(z) = sen(mx), el periodo es T' = 27”

periodo 2




7. Si go(x) = cos(3x), el periodo es T =

periodo 3

\ cos( 3:1W

2

3 -
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1

8. Si g3(x) = cos(57), el periodo es T' = 4.

5T

cos(x)

periodo 47

2

2m

5

3

9. Si g4(x) = tg(5) entonces

gala +27) = tg

T+ 27

2

Luego g4(z) tiene periodo 27

period

) = te(5 +) = tg

x
2

) = 92(x)
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11.4. Ejercicios

1. Hallar en forma exacta (reducir al primer cuadrante y usar la tabla de

valores exactos) para calcular los valores de las funciones seno y coseno:
a) sen(3r) b) sen(2r) c) sen(m — )

)

2. Completar la siguiente tabla calculando los valores en forma exacta.

ESE

d) cos(m+ 5) e) cos(2m — %) ) cos(

<

Usar la tabla de valores exactos 11.1 y Reduccién al primer cuadrante.

angulo | seno coseno | tangente
27/3
3 /4
57/6
/6
Sr/4
/4
—m/6
—m/4

3. @ (© En el mismo gréfico representar las funciones siguientes y deter-
minar dominio e imagen:

si(z) =senz  sy(x) =2+senz s3(x) =3senz sy4(x) =sen(z + )

4. @ () Trazar las graficas de las funciones siguientes. En cada caso
estudiar para que valores de x la funcién vale 0, 1 y —1 y cudl es el

periodo de cada funcién.
a) g1(x) = cos 2z b) g2(x) = sensx c) gs(x) = cosmx
d) ga(x) = [tg x| e) gs(x) = |senz|  f) gs(x) = —2sen(z)
g) g7(x) = 4 cos(2z) gs(z) = | cos x|
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5. @ (© Graficar las funciones :

(2 cosr sir<-—7 (tgx six < =271
9(x) = { senx si —m<z<m  h(z)=1q]|senz| si —2m <ax <27
\sen(?x) sirt <z \ |cos(2z)| si2m <z
’ r
cos(mzx) six <=2 |z + 2| six < —1
k(z) =19 —sen(rz) si —2<ax<0 w®)=<3cos(2mz) si —1<z<1
\tg(x) si0<uw \|x—2\ sil<uw

Aclaraciéon: La mayoria de los ejercicios pueden verificarse utilizando soft-
ware del siguiente modo:

Los senalados con Q) pueden resolverse utilizando un software de matemdtica
dinamica.

Los senalados con (&) pueden resolverse utilizando software de algebra compu-
tacional.

En el Anexo que aparece al final del libro se dan pautas sobre los programas

recomendados para cada caso.





