Facultad de é rﬁ} UNIVERSIDAD
" - s S0 1 NACIONAL
Ciencias Agrarias S T

y Forestales S

CURSO DE INGRESO 2026
Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales

CONTENIDO PREVIO

El material que sigue es para leer y resolver ANTES de comenzar el curso de
ingreso de matematica para los ingresantes a las carreras de Ingenieria Agronémica
e Ingenieria Forestal de la Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales de la Univer-
sidad Nacional de La Plata. Son contenidos que se dan a lo largo de la educacion
secundaria, pero puede estar con un nivel mayor de dificultad. Se aconseja no subes-
timar ésta unidad previa ya que de no tener dichos contenidos afianzados, no podra
ser factible el correcto desarrollo del curso.
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Antes de empezar...

Al introducirnos en la lectura matematica, notaremos que los libros estaran re-
pletos de simbolos, sobre todo, cuando hablamos de conjuntos. Para definir los con-
juntos se usan las llaves {}, dentro de ellas se colocan los elementos que conforman
el conjunto o bien su descripcion.

Ejemplo:

A = {“ndimeros naturales pares hasta el 10" }
A= {2’ 47 67 87 10}

Cuando un elemento pertenece a un conjunto, se utiliza el simbolo €, por ejemplo
escribiendo 2 € N, se lee “2 pertenece a los naturales”. También se pueden describir
los conjuntos con condiciones matemaéticas, por ejemplo

2
A= {—talesquex €EZLyx #+ O}
X

Lo que significaria que los niimeros que pertenecen al conjunto, son todas las frac-
ciones cuyo denominador es un nimero entero, siempre y cuando sea distinto de
cero.

En general, cuando definimos conjuntos o reglas de conjuntos, no utilizamos
nimeros en concreto, si no letras que representan a cualquier niimero, en el caso del
ejemplo anterior, si en vez de x utilizabamos un nimero, sélo estariamos definiendo
una uUnica fraccion, en cambio, al utlizar x € 7Z, estamos dando lugar a infinitas
posibilidades.

Conjuntos numéricos y Operaciones
elementales

Conjuntos numéricos

La nocién de nimero es uno de los conceptos més antiguos de la humanidad
y es de gran importancia en la vida cotidiana. Ya los pueblos primitivos utilizaban
piedras para contar sus rebanos. Desde los primeros tiempos el hombre tuvo la
necesidad de representar cantidades de lo que tenia para saber con qué contaba
exactamente y poder negociar. De ahi surgié la necesidad de crear simbolos que
representaran esas cantidades.

Estudiaremos cuatro conjuntos numéricos en particular, los niimeros naturales,
los ntimeros enteros, los niimeros racionales o fraccionarios y los ntimeros reales.
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Estos conjuntos numéricos han ido apareciendo a medida que la humanidad se
ha visto en la necesidad de solucionar problemas y retos cada vez mas complejos y
mas profundos.

Nimeros Naturales (N)

El primer conjunto numérico que analizaremos es el de los nimeros naturales.
Este es el conjunto de ntimeros que usamos para contar y lo representaremos con la
letra N. Como conjunto podriamos representarlo de la siguiente forma:

N ={0,1,2,3,4,5,..} *

Este conjunto tiene un primer elemento (el 0) y tiene un orden implicito, en el
cual cada nimero es menor que los siguientes y mayor que los anteriores. Dado un
nimero natural n, se define a su siguiente como n+1, y a su anterior como n-1
(siempre que n no sea el cero).

., Cudl es el ultimo ntimero natural? No hay, sencillamente no existe un nimero
natural que sea mas grande que todos los demas, ya que cada vez que pensamos
en uno, podemos encontrar muchos que sean mayores que él (y por eso los puntos
suspensivos en la notacién de conjunto).

Este orden permite representar a los niimeros naturales como puntos aislados
sobre una recta. En su extremo izquierdo ubicamos al 0 y hacia la derecha, separados
entre si en una misma distancia arbitraria, se encuentran el resto de los niimeros,
en orden creciente. Esto es:

0O 1 2 3 4 5 6

Los nimero naturales se puden sumar y multiplicar. El resultado de estas ope-
raciones es siempre un nimero natural. Pero la resta no siempre es posible con los
elementos de este conjunto numérico. Por ejemplo, dado dos niimero naturales a y
b, la resta b-a puede realizarse solo si b es mayor que a.

Nimeros Enteros (Z)

Como dijimos, los nimeros naturales no siempre pueden restarse. Por ejemplo
3 — 4 no es una operacion que se pueda realizar en N. Fue necesario crear un nuevo
conjunto numérico para describir este tipo de situaciones: los nimeros enteros nega-
tivos —1,—2,—-3,—4, ... . Estos, junto a los naturales, forman lo que se conoce como

*Algunos matematicos prefieren no incluir al 0 entre los nimeros naturales, pero en este caso
si lo incluiremos para utilizarlo en muchas de las propiedades que enunciaremos.
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el conjunto de los ntimeros enteros y lo representaremos con la letra Z. Como
conjunto podriamos representarlo de la siguiente forma:

Z={.,-3-2-1,01,23,..}

Noten que este conjunto conserva la idea de orden que tenia el conjunto de los
naturales, pero a diferencia de éste, no tiene un primer elemento ; Por qué?.

Podemos extender la representacion grafica del conjunto de la siguiente manera:
en algin punto arbitrario de la recta colocamos el 0, hacia su derecha siguen estan-
do los nimeros naturales (que son enteros positivos) y a su izquierda agregamos los
numeros negativos (cada uno separado una misma distancia arbitraria). Miren aten-
tamente esta representacion ;Qué otras diferencias encuentran con la de los niimeros
naturales?

-3 -2 -1 0 1 2 3

Opuesto En esta representacion, podemos ver que cada niimero tiene un par que le corres-
ponde y esta ubicado a la misma distancia del 0, pero del lado opuesto. Es légico
pensar en llamar a ese nimero su opuesto y lo representaremos como el mismo
nimero, pero con un “—” adelante.

Es decir que dado un ntimero entero a definimos a su opuesto como —a.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Actividad:

1. Discutan en grupo y respondan: ;El opuesto de un niimero es necesariamente
negativo? ;Cuanto vale por ejemplo con el opuesto de —27?

2. Analicen la siguiente frase: "Para cualquier a € Z se sabe que —a es siem-
pre negativo”. Decidir si es verdadera o falsa. Discutan en grupo por qué es
verdadera o por qué es falsa.

Observacion: El 0 es el inico nimero que es igual a su opuesto (y por lo tanto
puede decirse que no tiene signo, es decir que no es ni positivo ni negativo).



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP 5)

Nimeros Racionales o Fraccionarios (Q)

Hasta ahora hemos estudiado los niimero enteros y los naturales. Estos dos con-
juntos de ntimeros tienen sus elementos “separados” entre si una misma distancia:
la unidad. Es decir, se puede pasar de un entero a su siguiente sumandole 1 (o a su
anterior restandole 1), pero no hay ningin otro nimero entero entre ambos.

Analicemos las siguientes situaciones:

Supongamos que disponemos de una bolsa de arena y la dividimos en dos partes
iguales, decimos que cada parte es la mitad de la bolsa, es decir % de la bolsa.

También podriamos pensar en el caso de que cortamos una pizza en 8 porciones
iguales, cada porcién es % de la pizza, entonces si comemos 3 porciones estariamos
comiendo % de la pizza.

Ante la necesidad de dividir a la unidad en porciones mas pequenas y representar
matematicamente estas nuevas cantidades, se definen los niimeros racionales o
fracciones.

Generalizando:

Suponiendo que tenemos una unidad y la dividimos en n partes iguales, cada
parte es la enésima parte de la unidad y se simboliza como %

Si tomamos m de las enésimas partes, decimos que esta cantidad es .

El conjunto formado por todos los nimeros enteros y todas las fracciones se
llama mimeros racionales y se representa con la letra Q:

Q:{TtalesquemyneZ,conn#O}
n

m es el numerador y nos indica el nimero de partes elegidas.
n es el denominador que nos indica en cuantas partes se ha dividido a la unidad.
El denominador tiene que ser siempre distinto de cero.

Todo nuimero racional puede escribirse también en forma decimal, ya sea con
decimales exactos (es decir con parte decimal finita), como por ejemplo % =1,50
con decimales periédicos (que una determinada secuencia se repite indefinidamen-
te), como por ejemplo % =03 = 0,333333....

Podemos agregar los niimeros racionales a la recta numérica, ahora entre dos
nueros enteros habra una de infinidad de nimeros intermedios*. Para ubicar una
fraccion sobre esta recta tenemos que dividir a la unidad en la cantidad que indique
el denominador y tomar tantas de estas partes como indique el numerador. Por
ejemplo:

*Sin embargo todavia no estaran todos los puntos de la recta.

Numerador

Denominador

Forma decimal
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Fracciones equivalentes:

En general existen infinitas formas de representar una determinada fraccion. Por
ejemplo, si cortamos una pizza de la forma tradicional (8 porciones) cada porcién
representa % de pizza. Ahora bien, si nos comemos 4 de estas porciones habremos

. 4 . . 1 . . .
comido g de pizza, que es lo mismo que 3 de pizza (media pizza).

A todas las fracciones que representan un mismo nimero se las conoce como frac-
ciones equivalentes. Para obtener fracciones equivalentes a partir de una fracciéon
dada debemos multiplicar (o dividir) el numerador y el denominador por un mismo
nimero (Ojo: siempre distinto de 0).

Actividad: Encuentren fracciones equivalentes de las siguientes fracciones ; Cuantas
hay?
3 5 ‘ -1
= ’ S= : =
Si en lugar de multiplicar se divide el numerador y el denominador por un mismo
nimero también se obtienen fracciones equivalentes, pero a este proceso se lo conoce
como simplificacién. .
La simplificaciéon puede seguirse hasta que el numerador y el denominador no
tengan factores primos en comun. A este tipo de fracciones se las conoce como frac-
ciones irreducibles.

Dato 4til: En general conviene trabajar con fracciones irreducibles, para que las
cuentas sean mas sencillas. Por lo tanto es recomendable simplificar las fraccio-
nes antes de realizar cualquier otra operacion.

Actividad: Simplificar hasta obtener fracciones irreducibles.
16 . 32 ' (N
40 ’ 12 ’ 60

Aclaracién: Si se cancela completamente el numerador, o el denominador, debe
dejarse un 1 en su lugar. En el caso de que esto suceda en el denominador, no es
necesario escribirlo, ya que las fracciones con denominador 1 son niimeros enteros.

Ejemplos:
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Numeros Reales

De a poco fuimos completando los diferentes conjuntos numéricos. Comenzamos
con los naturales, luego incluimos sus opuestos (los enteros negativos) para formar
los enteros, finalmente partimos en varias partes a cada uno de estos para generar
las fracciones y asi obtuvimos los niimeros racionales.

Sin embargo, todavia la recta numérica no estd completa, faltan incluir todos
aquellos numeros que no se pueden expresar como cociente de enteros. A estos
numeros se los conoce como niimeros irracionales porque no se pueden expresar
como una razén o cociente entre dos niimeros enteros y se los representa con la letra

L.

En la representacién decimal, los nlimeros irracionales se caracterizan por
tener infinitos decimales no periédicos, como por ejemplo:

V2 = 1,41421356237309... ; m = 3,14159265358979323...

Los numeros irracionales junto a los nimeros racionales forman el conjunto de
los niimeros reales. Este es el conjunto con el que trabajaremos de aqui en méas
en esta guia y a lo largo de la materia de Matemdtica. Al conjunto de los reales se
lo representa con la letra R.

A este conjunto podremos ahora si representarlo como la recta numérica com-
pleta, donde cada punto de ésta corresponde a un nimero racional o irracional. A
los nimeros irracionales debemos ubicarlos en la recta de forma aproximada. Por
ejemplo:

L=

?1 \/3 T
— 2 1
1 —g 0 = 1 \/i 2

_
—
w

|

Descomposicion en factores primos

Todo numero natural se puede escribir de forma tnica como un producto de
nimeros primos. A este proceso se lo llama descomposicién en factores primos,
descomposicion prima, descomposicion factorial o a veces simplemente factorizacion.

Para lograr esto se suele dividir al nimero sucesivamente por sus divisores primos
(generalmente en orden creciente), hasta que el cociente sea 1. Una forma de hacerlo
es la siguiente:

Numeros
irracionales

Numeros
reales

Descomposicion
en factores
primos
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o Se coloca el numero a descomponer, seguido de una gran raya vertical.

o Luego se lo divide por el primer divisor primo que le encontremos (anotandolo
a la derecha de la raya vertical) y se anota el cociente debajo del nimero
original.

o Dividimos ahora el cociente obtenido por el primer divisor primo que le en-
contremos y repetimos el proceso hasta que el cociente sea 1.

o Por ultimo, la descomposicién en factores primos del nimero buscado sera el
producto de todos los divisores que escribimos en la columna de la derecha.
Ejemplo:

60 60 | 2 60 | 2 60 | 2 60 | 2
30 30 | 2 30 | 2 30 | 2
15 15| 3 153
3 515
1

Por lo tanto 60 = 22 -3 -5 y esa es su descomposicién en factores primos.

Calculo del Minimo Comun Multiplo:

Se llama minimo comin miltiplo (que de ahora en més denotaremos MCM)
de dos o més nimeros naturales al menor nimero natural que es miltiplo de ellos.
Para encontrar dicho niimero se puede seguir el siguiente método:

o Se encuentra la descomposicion en factores primos de cada uno de los niimeros.
o Se toma cada factor primo que aparezca en alguna de las descomposiciones

(va sea que esté repetido o no) elevado a su mayor exponente.

Ejemplo:
Para hallar el MCM entre 60, 8 y 18 (que podremos denotar como MCM(60, 8, 18))
lo primero que hacemos es encontrar sus descomposiciones en factores primos:

60 | 2 812 18 | 2
30 | 2 412 913 Por lo tanto:
1513 2|2 313 60=22-3-5
515 1 1 8§ =23
1 18=2-32

Los tnicos factores primos que aparecen en estas descomposiciones son 2, 3 y 5.
Ademas, el maximo exponente a que aparece elevado el 2 es 3, el mdximo exponente
a que aparece elevado el 3 es 2 y el maximo exponente a que aparece levado el 5 es
1. Por lo tanto:
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MCM(60,8,18) = 2*-3%.5 = 360

Aclaracién: El MCM de dos o mas niimeros nunca podra ser menor que cual-
quiera de ellos. A lo sumo podra ser igual a alguno de ellos, si es que éste es
multiplo de todos los demds. Por ejemplo, el MCM(2,16,8) = 16, ya que 16 es
multiplo de 8 y de 2.

Operaciones Elementales
Suma

Como ya es sabido la operacion de suma se utiliza para reunir a varios nimeros
en uno sélo. A cada nimero que forma parte de la suma se lo llama sumando.

Repasaremos antes de continuar con las demés operaciones las propiedades de la
suma.

Propiedades de la suma

I SiaybéeR entonces: at+beR

Es decir la suma de dos numeros reales da un ntmero real.

Ejemplo: 2 2 8
2 —€R = 2+-=-€R
Y3 373
IT SiaybeR entonces: atb=b<+ta

Es decir el orden de los sumandos no altera a la suma.

Ejemplo: —5+3 = 3+ (-5)
-2 = -2

IIT Si a, by c € R entonces:
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

Es decir que la forma en que se agrupen los sumandos no altera el resultado
de la suma.

Sumando

Conmutativa

Asociativa
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Ejemplo:
( 7+3)+1 = 7+(3+1) = 7+3+1
2 27 2
1 7 —14+6+1
44+ = = 74— = -
3 3 2
T 7 I
2 2 2

Aclaracién: Como consecuencia de la propiedad asociativa, pueden omitirse
los paréntesis cuando se sumen varios nimeros.

Si a € R, entonces: a+0=a

Es decir que cualquier niimero sumado a 0 da el mismo nimero.

Ejemplo: V5+0=+5

Si a € R, entonces: a+(—a)=0

Es decir que cualquier nimero sumado a su opuesto da como resultado 0.

Ejemplo: 7,15+ (=7,15) = 0

Aclaracién: Como consecuencia de esta propiedad se puede pensar a la resta
como la suma de un opuesto. Una ventaja de esto es que al pensarlo asi no es
necesario definir una nueva operacién (la resta) y que podemos utilizar todas
las propiedades de la suma antes mencionadas.

Ojo: Si bien la resta no es conmutativa (2 — 3 # 3 — 2), la podemos pensar
como la suma de un opuesto entonces si lo es, siempre y cuando mantengamos
el signo acompanando al nimero que corresponde.

Ejemplo:
3-5
-2

5—3 pero = 3+(=5) = (=5)+3
2 -2 = -9
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Actividad: Piensen y discutan con sus companeros ejemplos que verifiquen cada
una de las propiedades de la suma.

Suma y Resta de fracciones

Para sumar (o restar) dos niimeros racionales podremos hacerlo de forma sencilla
si ambos tienen el mismo denominador (ya que estaremos sumando “porciones
del mismo tamano”).

Ejemplo: tres porciones de pizza més seis porciones de pizza son nueve porciones de
pizza. Esta situacion puede escribirse en notacion de fracciones como:

3 6 3+6 9

8 8 8 8
Si queremos generalizar esto podriamos decir que si se tienen dos fracciones

. . a
de mismo denominador (o sea — y - € Q), entonces:
¢’ c

a b a-+b

c c c
Ahora bien, si tenemos dos fracciones con diferente denominador sera ne-
cesario obtener fracciones equivalentes a éstas pero que tengan entre si el mismo
denominador y asi luego podremos sumarlas directamente.

Ejemplo:

Si se comieron tres porciones de pizza y luego un cuarto de pizza, no podemos
sumar tres mas uno para saber cuanto se comid, debemos convertir el cuarto de
pizza a porciones antes de sumar. Como un cuarto de pizza equivale a 2 porciones
de pizza, en total tendremos que se comieron 5 porciones de pizza.

Esta situacién puede escribirse en notacion de fracciones como:

3 1 3 2 3+2 5

8 4 8 8 8 8

Para encontrar el denominador comin que tienen las fracciones debemos usar el
Minimo Comun Multiplo (MCM) entre los denominadores de todas las fracciones
de la suma (o resta).

Ejemplo:

Supongamos que queremos restar % y 1%. Primero debemos encontrar la des-
composicion en factores primos de cada uno de los denominadores, para hallar el
MCM(12, 16). Esto es:

Suma y resta
de fracciones

Suma de
fracciones
con mismo
denominador
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12 ] 2 16 | 2 Por lo tanto:
6|2 812 12=2%2.3
313 412 16 =24
1 212

1

Entonces: MCM(12,16) = 21 - 3 = 48

Es decir que el denominador comin de ambas fracciones es 48, o dicho de otra
forma: debemos encontrar fracciones de denominador 48 que sean equivalentes a las
que deseamos restar.

La resta queda:
5 3 20 9 20-9 1

12 16 48 48 48 48

Producto

Como sabemos, el producto de dos nimeros es el resultado de sumar uno de los
nimeros tantas veces como indique el otro nimero. A cada uno de los nimeros que
se esan multiplicando se los denomina factor.

Ejemplo: 3.4=44+4+4=3+3+3+3=12
—_—— —/ —
3 veces 4 veces
Notacion: Muchas veces en matematica se omite el simbolo ”-” de la multiplicacion

(sobre todo cuando se trabaja con paréntesis o con letras). Es decir:

2:-b=2b 3-(x—a)=3(x—a)

Propiedades del producto
I SiaybeR entonces: a-beR

Es decir el producto de dos niimeros reales da un nimero real.

Ejemplo: 2 geR = 2-2:1—1@1%
Y3 3 3
IT SiaybeR entonces: a-b=>b-a

Es decir el orden de los factores no altera el producto.

Ejemplo: —-5-3 = 3-(-5H)
-15 = —15
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IIT Si a, by c € R entonces: Asociativo

(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c

Es decir que la forma en que se agrupen los factores no altera el resultado del

producto.
Ejemplo: eyt o gml 2 y50
(~4:3) 5 (3 3) :
1 12
—19.2 = 4. 3 - =
2 2 2
—6 = —6 = —6

Aclaracién: Nuevamente como consecuencia de la propiedad asociativa, pue-
den omitirse los paréntesis cuando se multipliquen varios nimeros.

IV Sia € R, entonces: a-1=a Elemento
neutro (1)
Es decir que cualquier niimero real multiplicado por 1 da el mismo nimero.

Ejemplo: V5-1=+5

V Sia, by céeR entonces: Distributiva
respecto a

a(b+c)=a-b—|—a-c la suma

Es decir para resolver el producto entre un niimero y una suma, es lo mismo
primero resolver la suma y luego multiplicar, o bien primero multiplicar dicho
nimero por ambos sumandos y luego sumar*.

Ejemplo: 21—6 = 2-1—2-6
5( ) 5 5
2 2 12
Z(=5) = Z_Z
5( ) 5
1
o - W
Y
-2 = =2

*Al proceso inverso de usar la propiedad distributiva se lo llama sacar factor comun.
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Inverso VI Sia € R, con a # 0, entonces:

multiplicativo 1
a-—=1
a
Es decir todo niimero real no nulo tiene un inverso multiplicativo y el resulta-
do de multiplicar cualquier nimero (no nulo) por su inverso multiplicativo es 1.
Ejemplo: 7. 1 _q
7
Actividad: Encuentren los inversos multiplicativos de % ; —g y de % Luego
discutan con sus companeros: ;Cudl es inverso multiplicativo de una fraccién
7 genérica?
VII El producto de dos nimeros del mismo signo da nimero positivo, mientras
Regla de que el producto de dos niimeros de distinto signo es un nimero negativo.
los signos .
Es decir:
Producto | Resultado
+ por + +
— por — +
+ por — —
— por + —

Notacion: Cuando trabajamos con niimeros negativos es esencial utilizar parénte-
sis de manera adecuada. Por ejemplo, si queremos escribir el producto de 2
por —3 se debe escribir:

2.(=3) o  2(=3)

Pero, para no confundirlo con una resta, no debe escribirse como:

2.--3

Cuando en cambio el nimero negativo es el primero del producto pueden
omitirse los paréntesis, es decir se puede escribir de cualquiera de las formas:

(-=2)-3 o —2.3

Actividad: Piensen y discutan con sus companeros ejemplos que verifiquen cada
una de las propiedades del producto.
Producto de fracciones
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El producto de dos o més fracciones da como resultado una nueva fracciéon cuyo
numerador es el producto de los numeradores y el denominador es el producto de
los denominadores.

Es decir: a ¢ a-c
b'd b-d
Ejemplos:
27 2.7 14 2 3 (—=2)-(=3) 6
3'5 3.5 15 _5'(_5):T:%

Esta definicion nos permite establecer reglas para simplificar las fracciones antes
de realizar el producto*. En este caso, como el nuevo numerador esté formado por el
producto de los numeradores y el nuevo denominador esté formado por el producto
de los denominadores, se puede simplificar cualquier numerador con cualquier
denominador.

Actividad: Simplifiquen las siguientes fracciones y luego multipliquen:

8 25
15 12
Ahora primero multipliquen y luego simplifiquen. Discutan con sus companeros
qué sucede con el resultado en ambos casos. ;Cual de los procedimientos les resultéd
mas simple?
Calculo de Porcentajes

Una aplicaciéon muy tutil del producto de niimeros racionales es para el calculo
de porcentajes, una operacién muy comun en la vida cotidiana. El porcentaje (por
ejemplo 10 %, 25 %, 63 %, etc.) hace referencia a una proporcién de algo. Es decir que
siempre que hablemos de porcentaje debemos hacer referencia a la cantidad de la que
estamos hablando. Por ejemplo no es lo mismo el 5 % de 240 que el 5% de 3.000.000.

{Cémo se calcula un porcentaje?

Para calcular porcentajes deberemos realizar el producto de un niimero racional
(por ejemplo % si quiseramos calcular el 12 % de alguna cantidad) por otro niimero
(que es justamente dicha cantidad).

Generalizando:

*De todas formas nada nos impide realizar el producto y simplificar luego, pero generalmente
es recomendable simplificar antes de hacer las cuentas, para trabajar con nimeros menores.

Producto de
fracciones

Regla de
simplificacién
para el
producto de
fracciones

Caélculo de
porcentajes
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El X% de una cantidad A se calcula como:

X
100

*

Division
Division en los Naturales

La divisién es una operacién no del todo completa en el conjunto de los natura-
les, en el sentido de que no toda division entre dos naturales da como resultado un
nuevo nimero natural.

Ejemplos:
6 dividido 3 es 2, pero 5 dividido 2 no se puede realizar en N

Sin embargo, se puede definir el algoritmo de la division, que nos dara como
resultado dos niimeros naturales: el cociente y el resto.

Actividad: Discutan en grupo y recuerden: jcudl es el cociente y cudl es el res-
to en una divisiéon? Definan con sus palabras ambos conceptos.

Multiplos:

Se dice que un nuimero a es multiplo de b si se cumple que exite algin niimero
entero K, tal que:

a=K:b
Divisibilidad:
Si el resto de la division de a dividido b es 0, se dice que a es divisible por b.

Observacion: Si a es divisible por b, entonces también puede afirmarse que a
es multiplo de b.

Ntmeros primos:

*Muchos de ustedes tal vez estén acostumbrados a usar la regla de tres simple para calcular
porcentajes (y es perfectamente valido siempre y cuando se use correctamente), pero esta forma de
calcularlo es muy practica, sobre todo para el planteo de ecuaciones, como veremos mas adelante.
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Un nimero natural (mayor que 1) se dice que es un nldimero primo si es divisible  Ndmeros

s6lo por 1 y por él mismo. primos

Existen infinitos niimeros primos, pero los primeros 10 nimeros primos son: 2,
3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29...

Division en los Reales

La divisiéon entre dos niimeros reales a y b puede interpretarse como el producto
de a con el inverso multiplicativo de b, es decir % Esta interpretacion nos permite
utilizar en la divisién todas las propiedades del producto.

Aclaracién: La regla de los signos para la division es igual a la del producto.
Es decir al dividir dos nimeros de igual signo el resultado es positivo, mientras que
si se dividen nimeros de diferentes signos el resultado es negativo.

Divisién de Fracciones

La existencia del inverso multiplicativo nos permite resolver la division como una  Divisién de
multiplicacién por el inverso del divisor*. Fracciones
En otras palabras para dividir dos fracciones, debemos dar vuelta la segunda
fraccion y luego multiplicar normalmente:

ISH

a,.c_a,d a-
.

d__ c:b-c

Esta forma de resolver una divisién de fracciones (como un producto) permite
utilizar todas las propiedades vistas para el producto también en la division.

Ejemplos:
3 2 35 15 '3 2 8 16
75 7T 2 14 15°8 15 3 45
3 3
12 8 12 15 ¥ ¥ 3 3 9
25715 25 8 25 g 5 2 10
5 2

*Probablemente hayas aprendido a realizar la divisién de fracciones como un producto cruzado,
sin embargo esta forma que proponemos aqui nos permite realizar de manera mas sencilla las
simplificaciones antes de multiplicar como vimos en secciones anteriores.
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Ejercicios

Ejercicios Capitulo Previo

En todos los ejericios resolver sin usar calculadora, excepto que se
aclare lo contrario

I Indicar todos los conjuntos numéricos (Naturales, Enteros, Racionales, Irra-
cionales, Reales) a los que pertenecen los siguientes nimeros.

a) V3 b) V9 ¢) —0,6

IT Dados los siguientes niimeros: 0 ; —0, 125 ; % c-1:;=3:v5; =2

a) Ordenarlos de menor a mayor
b) Graficarlos en la recta numérica

ITI Resolver las siguientes operaciones con enteros. (No olvidar separar en térmi-
1nos)

a)8—11+(-3)+12 b)(3+8)5-2+9 c) =3(5—7)+4(-3)

d) (2—5)(—8+3)—3 ) 3-(=2)—4(3+2—28)

IV Calcular las sumas y restas con fracciones.

4 1 1 3
RN S b) =+ 2
) =3t < 3) )15

(969G

V Resolver las siguientes operaciones.

S| Ot
| w

c)
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g (5_4).5 B (4,2) 15 % 2
7 5] 9 24 \3 5 4 3 27

0 (5-5) (7+9) > (G-3)

d)

35/2 3

5/4 2

19

VI Nuestro jefe nos dice que a partir del mes que viene vamos a tener un aumento

del 15 % en nuestro salario (que actualmente es de $50000). ;Cudnto vamos a

cobrar a partir del mes que viene?

En caso que con la autoevaluacion te hayas dado cuenta que necesitas
un repaso mas profundo, te recomendamos que hagas los ejercicios
del 1 al 4, si sélo es practicar, podes comenzar a partir del ejercicio

5
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1. Conjuntos numéricos y Operaciones

elementales

1.1. Potenciacion

La potenciacion de ntimeros reales se define como la multiplicacién de un ntimero
real por si mismo una cierta cantidad de veces. Al nimero que estamos multiplicando
se lo denomina base y al niimero que indica la cantidad de veces que se debe multi-
plicar se lo llama exponente.
Ejemplo: 3=3.3.3.3-3

Que se lee: “tres elevado a la cinco” o “tres a la quinta”.

En general, si a € R y n € N* se define la potencia n-ésima de a como:

a®=a-a-a-...-a
- g

~

n veces

Propiedades de la potencia
I Si a € R entonces: al =a

Es decir todo ntimero real elevado a la 1 es igual al mismo ntimero.

II Sia € R, a0 entonces: a® =1

Es decir todo numero distinto de cero elevado a la 0 da 1.

IIT Sia e R ym,n e Z entonces:

a --a

Es decir el producto de potencias de igual base es una nueva potencia, con la
misma base, cuyo exponente es la suma de los exponentes originales.

IV Sia € Ry m,n &€ Z entonces:

Es decir el cociente de potencias de igual base es una nueva potencia, con la
misma base, cuyo exponente es la resta de los exponentes originales.

*Si bien aqui se enuncian las propiedades de la potencia para n € N, veremos mas adelante que
n puede ser cualquier nimero racional y estas propiedades siguen siendo validas

Base y
exponente

Definicién

de potencia
con exponente
Natural

Propiedades
del producto

Exponente 1

Exponente 0

Producto de

potencias de
igual base

Cociente de

potencias de
igual base



Potencia de
potencia

Distributiva

respecto al
producto

Distributiva

respecto al
cociente

Exponente -1

Exponente
negativo

Signo de la
potencia
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Sia€Rym,n e Z entonces:
(am)" — ag™"

Es decir la potencia de una potencia es una nueva potencia, con igual base, cuyo
exponente es el producto de los exponentes.

Sia,beRyn € 7Z entonces:
(a-b)™ =a™-b"

Es decir la potencia de un producto es igual al producto de las potencias de los
factores.

Sia, be R yn e Z entonces:

(3) =%
b) b

Es decir la potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias del
numerador y del denominador.

Sia e R, a0 entonces:

Es decir todo niimero distinto de cero elevado a la -1 es igual a su inverso mul-
tiplicativo.

Sia€eR,a#0yn € Z entonces:

Es decir si el exponte es negativo, entonces debe cambiarse la base por su in-
verso multiplicativo y el exponente por su opuesto.

Actividad: Piensen y discutan con sus companeros ejemplos que verifiquen cada una
de las propiedades de la potencia. Elijan valores negativos tanto para las bases como
para los exponentes en algunos de dichos ejemplos.

IMPORTANTE: La potencia NO es distributiva respecto a la suma/resta

Es decir:

(a+b)" #a™ +b" y (a—b"#a"”—-b"

Aclaracién: Debido a la regla de los signos para el producto se puede conocer el
signo del resultado de una potencia en base al signo de la base y la paridad del ex-
ponente. Los exponentes pares daran siempre resultados positivos y los exponentes
impares daran resultados que conservaran el signo de la base.

En resumen:
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Base | Exponente | Resultado
+ par +
- par +
-+ impar +
— impar —

Ejemplos:
21=2.2.2.2=16 (=2)'=(-2)-(-2)-(-2)-(-2)=16

28=2.2.2=38 (=2)3 = (=2)- (=2) - (=2) = -8

IMPOTANTE: Es muy importante el correcto uso de los paréntesis, porque la
presencia o no de ellos simboliza cosas diferentes. Es decir:

(a-b)"#a-b" . (—a)#—a" (2) 42
b b
Ejemplos:
(2-3)>=(2-3)-(2-3) =6-6 = 36 no es lo mismo que 2-3* =2-3-3=2.9=18
(=3)>=(-=3)-(—3) =9 no es lo mismo que —3*= —(3-3) = -9
22

2\? 4 o mi 4
- = = no e€s 10 mi1ismo ue - = =
3 9 aue 3 =3

1.2. Radicacion

La radicacién es la operacién inversa de la potencia y formalmente se define como:

Dadosa € R, n € Nyn>1,se define:

Ya=b siysolosi b"=a

Es decir, dado un niinmero real a y un niimero natural n mayor a 1, la raiz enésima Radicando
de a es igual a b, si se cumple que b" = a. En esta operacién a se llama radicando, ¢ indice
n es el indice de la raiz y b el resultado.

Ejemplo

Para calcular +/8 (que se lee como “rafz ciibica de 8”) debemos pensar en un
nimero que elevado a la 3 de como resultado 8, es decir que el resultado es 2.

Aclaracién Importante: Debido a la regla de los signos de la potencia (pég.24)
se deben tener en cuenta algunas consideraciones respecto de la definicion antes for-
malizada, dependiendo de si el indice de la raiz (n) es par o impar.



Raiz de
indice par

Raiz de
indice impar

Propiedades
de las raices

Distributiva

respecto al
producto

Distributiva

respecto al
cociente

Raices y

potencias del
mismo orden
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o Si n es par: el radicando a debe ser positivo*. Ademas el resultado b seréd
siempre positivo.

o n es impar: tanto el radicando a como el resultado b pueden ser cualquier
numero real (positivo o negativo).

Ejemplos:
V16 =2 ya que 2% =16

V—=32= -2 yaque (-2)°=

V9 =3 ya que 3*=9

V125 =5 ya que 5% =125 —32

Aclaracién: Las raices de indice par de niimeros reales negativos no existen
en R, ya que ningiin nimero real elevado a una potencia par da como resultado un
numero negativo. Sin embargo las raices de indice impar estan bien definidas tanto
para numeros positivos como negativos y el resultado conserva el signo del radicando.

Notacion: Por convencién en las raices de indice 2 (llamadas raices cuadradas) se
omite de escribir el indice en la raiz. Es decir: &/a = +/a.

Propiedades de las raices
I SiaybeR (positivos si n es par) y n € N entonces:
Va-b= a- Vb

Es decir la raiz es distributiva respecto al producto.

IT SiaybeR (positivos si n es par) b # 0 y n € N entonces:
iL/E _ Va
b Vb

Es decir la raiz es distributiva respecto al cociente.

IIT Sia € R yn e N entonces:
Var = |a|
vam =a

Es decir que si tenemos una raiz de una potencia de un mismo orden podemos
“cancelarlas” de alguna forma. Si n es impar, podemos cancelarlas directamen-
te. En cambio si el indice es par se obtiene el valor absoluto del radicando, ya
que las raices de indice par siempre dan un resultado positivo.

= Sin es par:

= Sin es impar:

*Esto es cierto ya que no existen nimeros reales que elevados a una potencia par den como
reultados un nimero negativo (ver reglas de los signos de la potencia en pég. 24)
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IV Sia € R yn €N entonces: Va = an Raices como

potencias
Es decir que una raiz se puede expresar como una potencia fraccionaria, donde fraccionarias

el indice de la raiz es el denominador del exponente.

Aclaraciéon: Gracias a que las raices se pueden expresar como potencias frac-
cionarias, se pueden aplicar todas las propiedades de la potencia a las raices.

V Sia € R yn €N entonces: Raices y
potencias

n m

Vam™ = ({a)™ = ar

Es decir que se puede escribir cualquier combinacion de raices y potencias como
una Unica potencia de exponente fraccionario.

Ejemplos:

V2-5=v2-V5 V23 =2 o/ (—2)5 = —2

1 ) 2\? 2

—3)2 =3 V-3 =(-3)° (== ] =-=

(=3) (=3) (3> 5
5 1 ? -2 4 2 3 3
(5) -2 973 8-3=2V3

Actividad: Para cada uno de los ejemplos anteriores determinar qué propiedad fue
necesaria para cada paso de la resolucién (identifiquen todos los pasos requeridos para
la resolcién de cada ejemplo).

IMPORTANTE: La raiz no es distributiva respecto a la suma o resta

Es decir:

Va+b+# Ya+ Vb y Va—b+# Ya— Vb
Actividad: Calcular v4+ 9y V4 + /9. Comparar ambos resultados.

Racionalizacién:

Muchas veces en matematica, cuando tenemos una expresiéon con una raiz en el
denominador, se realiza una operacion para obtener una fracciéon equivalente, pero
con denominador entero. Esta operacién se conoce como racionalizacion.

Ejemplo:

V3 2v3 23 243

2 2
VB V3 V3 VAV (vB) 3



Término

Factor

28 Nivelacion de Matematica

1.3. Calculos combinados

En general las operaciones elementales aparecen combinadas entre si, es decir
en una cuenta pueden combinarse varias sumas, productos, potencias y raices, por
eso se llaman calculos combinados.

Para operar correctamente con ellas es de suma importancia saber identificar
términos y factores en la expresion.

Se llama término a cada una de las partes que se encuentran separadas por sumas
o restas. Se llama factor a cada elemento que forma parte de un producto.

Ejemplos:
12 + 17 -5 + 8 — tiene tres términos y el segundo término tiene dos factores.

2. (3 + 6+ 2) — asf escrita tiene un sélo término compuesto de dos factores.

Observacion: En matematica es importante el correcto uso de los paréntesis, ya que
a veces la presencia (o ausencia) de los mismos puede simbolizar expresiones muy

diferentes. Por ejemplo:
O — 7~

3-2+4)+1=3-2+4)+1 =19

3.944+41=3-2{40=11

En los calculos combinados las operaciones matemaéticas tiene un orden de priori-
dad que hay que respetar al realizar los calculos. En caso de que existan paréntesis,
corchetes o algiin otro tipo de agrupacion, debera respetarse el orden de éstos, ope-
rando de “adentro hacia afuera”. Si no hay paréntesis o corchetes, o bien dentro de
cada paréntesis, el orden en que deben realizarse las operaciones es el siguiente:

1° Potencias (o raices)
2° Productos (o divisiones)

3° Sumas (o restas)

Para no cometer errores al resolver cdlculos combinados es necesario primero se-
parar en términos, luego resolver cada término y por tultimo realizar las sumas o
restas de los resultados.

Ejemplos:
2.345:242-441=2-345-242-4{1=6+10+8+1=[25]

——— — —_—

(145)-244-3+7=(1+5)-244- 347 =6-241-3+7 =12+12+7=[31]
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1.4. Notacidn cientifica

La notacién cientifica es una manera de representar un nimero utilizando po-
tencias de base diez. Se utiliza para poder expresar nimeros muy grandes o muy
pequenos.

Los nimeros se escriben como un producto:

a x 10™ 0 a- 10" 0 a 10"

donde: a es un nimero real mayor o igual que 1 y menor que 10 o mayor que —10 y
menor o igual que —1, que recibe el nombre de coeficiente y n es un nimero entero,
que recibe el nombre de exponente u orden de magnitud.

Ejemplos:

5,25 10* 6,023 - 10% — 2,233 10° 9x 107?

Aclaracién: Expresiones como 12,05 x 10 , 0,23 1072 0 —34, 55 - 103 no entrarfan
dentro de la definicién formal de notacién cientifica (ya que el coeficiente no cumple
con los requerimientos que impone la definicién), pero en la practica podrian resultar
igualmente ttiles.

Algunas potencias de 10

Cuando los exponentes son mayores o iguales que cero
10 =1

108 = 10

102 = 100

102 = 1000

104 = 10000

10° = 100000

10" = 10000000000

10 = 100000000000000000000

Cuando los exponentes son menores que cero

107! = 1/10 = 0,

1072 = 1/10> = 0,01

1073 = 1/10®) = 0,001

107 = 1/10* = 0,0001

107° = 1/10° = 0,00001
107 = 1/10'° = 0,0000000001

107 = 1/10*° = 0,00000000000000000001
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Algunos datos en forma tradicional (aproximados)
La masa de la tierra es de 5980000000000000000000000 kg
La masa del electrén es de 0,000000000000000000000000000000911 kg
El nimero de Avogadro es 602000000000000000000000 particulas/mol
La velocidad de la luz en el vacio es 299790000 m/s
La longitud de una célula tipica es 0,000050 m
La longitud de onda de la luz amarilla es 0,000000589 m

Los datos anteriores expresados en notacion cientifica
La masa de la tierra es 5,98 10%* kg
La masa del electrén es 9,11 1073 kg
El ntimero de Avogadro es 6,02 10* particulas/mol
La velocidad de la luz en el vacio es 2,9979 10® m/s
La longitud de una célula tipica es 5 107> m
La longitud de onda de la luz amarilla es 5,89 10~7 m

Producto y cociente de niimeros expresados en notacién cientifica

La notacién cientifica es especialmente practica a la hora de realizar productos o
cocientes de nimeros expresados de esta forma, ya que se opera por un lado con los
coeficientes (realizando la operacién adecuada) y por otro lado con las potencias de
10 (utilizando las propiedades de la potencia).

811076

4,310%-210° = 8,6 10®
’ ’ 3 102

=2,7108

Suma y resta de niimeros expresados en notacién cientifica
Exponentes iguales Si se suman nimeros del mismo orden de magnitud:

» Se suman los coeficientes, si la suma es mayor o igual que 1 y menor que 10 (o
mayor que -10 y menor o igual que -1) se mantiene el mismo orden de magnitud

3,2 102 44,9 10" = 8,1 10'2
8,91071° -2 71071°=7210"10
—1,410%° - 2,510 = —3,9 10®
» Se suman los coeficientes, si la suma es mayor o igual que 10 (0 menor o igual que

-10 o se encuentra entre -1 y 1), se convierte el coeficiente a notacién cientifica
sumando el orden de magnitud del coeficiente al orden de magnitud original.

3,2 10124 8,9 102 = 12,1 10'2 = 1,21 10! 10'2 = 1,21 103
52103 -6103=-0,810%=-810"1 103 = -8 1074
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Exponentes distintos Se expresan los niimeros con el orden de magnitud mayor
y se suman los coeficientes como en los casos anteriores.

410 +310%=0,04 10® + 3 10® = 3,04 10®

51007 -410%=510"-0,410"" = 4,6 1077
3,21077=5,9107°=0,032 107> — 5,9 107° = —5,868 107°
9,910°+310*=9,9 10° +0,3 10° = 10,2 10° = 1,02 10°

1.5. Logaritmos

El logaritmo es una operacién que se define para los niimeros reales positvos de
la siguiente manera:
1.5.1. Definicion

Dados los ntimeros reales N > 0, b > 0 con b # 1 y ¢, Se define el logaritmo como: Definicién
de logaritmo

logg, N =¢c & b°'=N

Que se lee: el logatirmo en base b de N es igual ¢ si y solo si b elevado a la ¢ es igual
a V.

b es la base del logaritmo . Base,
. argumento
N es el argumento del logaritmo. y resultado

c es el resultado del logaritmo.

Ejemplos: Calcular los siguientes logaritmos:

logs 125 = — Buscamos a qué potencia debemos elevar el 5 para obtener 125
log; 125 = log; (5%) — Escribimos el 125 como una potencia de 5
logs 125 = 3 — El resultado es 3 porque 5% es 125

. . 1
log, (1/2) = — DBuscamos a qué potencia debemos elevar el 2 para obtener 3

1

log, (1/2) = logy (27') — Escribimos el 5 como una potencia de 2
log, (1/2) = -1 — El resultado es —1 porque 27! es 3

10g25 5 = 10g25 vV 25
logys 5 = logys (25%)

Sabemos que v25 =5
También sabemos que /25 = 252

Ya pudimos escribir al 5 como una potencia de 25

U

el resultado es % porque 252 es 5

N[ —

loggs 5 =
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Bases Observacion: En general cuando se desea calcular el logaritmo en base 10 se
especiales  ojte especificar la base y se escribe simplemente log.

Ejemplo: Calcular el siguiente logaritmo: log 1000
log 1000 = log,, 1000 = log,, 10* = 3

1.5.2. Propiedades del Logaritmo
Dados los nimeros reales a, b, m y n, todos mayores que cero y ademads b # 1:
Logaritmo de I Logaritmo de un producto
un producto
logy (n.m) = log, n + log, m

En palabras: El logaritmo de un producto puede escribirse como una suma de
los logaritmos de los factores.

Logaritmo de IT Logaritmo de un cociente
un cociente

n
logy (—) = log, n — log, m
m

En palabras: El logaritmo de un cociente es igual a la resta entre el logaritmo
del numerador y el logaritmo del denominador.

Logaritmo de  III Logaritmo de una potencia
una potencia

logy, a™ = nlog, a

En palabras: El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente
por el logaritmo de la base.

Férmula del [V Cambio de base de un logaritmo

cambio de
base

log,, a
logp,a = ——
log,, b
Esta propiedad permite calcular cualquier logaritmo en base b mediante otros
logaritmos en cualquier otra base n.

A veces es necesario combinar varias propiedades para poder realizar una ope-
racion con logaritmos de forma mas sencilla.

Ejemplo:
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logs 81 - 9° — log; V27 —  Propiedad del Cociente

logs 81 + log; 9° — log, 27—  Propiedad del Producto
1
log; 81 4 5logs 9 — 3 log;27 —  Propiedad de la Potencia

1
44+5-2— 3 3 —  Definicion de Logaritmo
3 25
4410— - = —
+ 2 2



34 Nivelacién de Matematica

% UNIVERSIDAD
NACIONAL
DE LA PLATA

Facultad de
Ciencias Agrarias
y Forestales

MATEMATICA

Capitulo 2

Material de apoyo para el curso de Nivelacion de Matemaética para los ingresantes a
las carreras de Ingenieria Agronémica e Ingenieria Forestal de la Facultad de Ciencias
Agrarias y Forestales de la Universidad Nacional de La Plata.



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP 35
2. Expresiones algebraicas

Llamaremos expresiones algebraicas a expresiones compuestas por nimeros y Definicién de
letras relacionadas entre si por las operaciones basicas. Las letras a las que aqui nos i’l‘gs:;‘l’:::
referimos se llaman indeterminada o variable y en general se utiliza la letra z, pero
podria utilizarse cualquier otra letra.

Ejemplos de expresiones algebraicas:
Ty — 2x

2
2
r°+ 2xy 1

22+ 42?2 —5r +2

;. Qué tipos de Expresiones Algebraicas existen?

Expresiones Algebraicas

l pueden ser
A\ 4
Racionales Irracionales

Si las variables no estan Si  las variables estan
afectadas por raices. afectadas por raices.
\ 4 A\ 4
Enteras Fraccionarias

La indeterminada esta I_'a mdetermma(,ja

afectada  sélo  por figura _én algun

operaciones de suma, denominador.

resta, multiplicacién vy

potencia natural.

Aca estan los

polinomios

2.1. Polinomios
Las expresiones algebraicas més utilizadas son los Polinomios.

{Pero qué son los polinomios?

Si prestamos atencion a la etimologia de la palabra polinomio, vemos que poli-
significa «muchos» y -nomios en este caso se refiere a «términos», es decir que poli-
nomios significa «muchos términos».

Los polinomios estan formados de
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= constantes, es decir niimero reales.
= variables, como z e y

= exponentes, aplicados a las variables y que solo pueden ser enteros positivos.

Definicién Formal de Polinomios:

Si ag, ai, asg,---a, son nimeros reales y n es un nimero natural, se llama Poli-

Definicién de nomios a toda expresiéon algebraica que tenga la forma:
Polinomios

P(z) = anz™ + ... + axx® + a1 + ay

Elementos de un Polinomio:

» Variable: es la indeterminada (en general x o y). Los polinomios pueden tener
méas de una indeterminada o variable, pero en este curso estudiaremos polino-
mios con una sola variable.

= Coeficientes: son los niimeros reales que multiplican a la variable.

= Exponentes: como dijimos antes los exponentes de la variable deben ser siem-
pre numeros enteros positivos.

= Grado: es el mayor de los exponentes.

= Coeficiente principal: es el coeficiente que acompana a la variable de mayor
exponente.

» Término independiente: Es el término que no tiene variable (también se
puede decir que tiene la variable z elevada a la potencia 0.

En el siguiente ejemplo se indican los elementos de un Polinomio:

Grado

@ Término Independiente
2
5522 ax+T)

V—

Coeficientes

Coeficiente Principal: 5

Ejemplos de Polinomios:
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1 )
5% — 2% — 2z + 3 §£L'2 2+ 42% — 5 + 2

Notacion: A los Polinomios en la indeterminada z se los simboliza con letras
mayusclas indicando la indeterminada entre paréntesis: P(x); Q(x); R(x).

A continuacién se dan algunas definiciones que seran de utilidad para
el estudio de Polinomios

Definicién 1:

Se llama polinomio nulo al polinomio con todos sus coeficientes iguales a cero. Polinomio
Es decir: O(z) = 0+ 0x + 0z* + ... + 02" . El polinomio nulo no tiene grado. Nulo

Definicién 2:
Se llama polinomio opuesto de P(z) al polinomio —P(z). Polinomio
Opuesto
Ejemplo:
Dado P(x) = 3x2+2x — 5, su polinomio opuesto es: —P(x) = —3x?—2x+5.

Definicién 3:

Se llama monomio a los polinomios que tienen un sélo término, binomios a los que
tienen dos términos y trinomios a los que tienen tres términos .

Actividad: Decidir cuéles de las siguientes expresiones algebraicas son Polinomios
y cudles no. Indentificar (cuando corresponda) grado, término independiente,
coeficiente principal y si son monomios, binomios o trinomios.

1
§x2+1 2vVr +1 73 + 422
2 3 9 1
VB2 4+ 1 4 203 — Tx? +3 =
x

Definicién 4:

Se llama valor numeérico de un Polinomio al niimero que se obtiene al reemplazar valor
la indeterminada (x) por cualquier nimero real*. Numérico

Simbolicamente:
Dado
a €R: P(a) esel valor numérico de P(x)

*Como la indeterminada puede reemplazarse por cualquier nimero, un polinomio tiene infinitos
valores numeéricos.
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Actividad: Dado P(z) = 22 — 3z + 6, encontrar los valores numérico P(0) y P(2).
Definicién 5:

Se llama raiz de un polinomio P(x) a cualquier nimero a € R que al reemplzarlo
por la variable z el valor numérico P(a) de cero.

Sitmbolicamente:
a €R esraizde P(x) < P(a) =0
Ejemplo:

Dado P(x) = 3x? + 2x — 5, se verifica que @ = 1 es raiz de P(x), pues
P(1)=3-12+2-1—5=0.

2.1.1. Operaciones con polinomios

Ya que cada simbolo de un Polinomio representa a un nimero real podemos usar
para operar con Polinomios las propiedades de las operaciones con niimeros rales.

Suma y Resta

La suma de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene agrupando los
términos del mismo grado y sumando sus coeficientes.

Ejemplo:
Si Plr)=22"4+42+1 y Qx)=2"—52"+2 entonces:

Px)+Q(z) = (222 +4x+1)+ (2* — 52* +2)
= 244222 -5 +4r+1+2
= 2+ (2-5)2*+4r+ (1+2)
= 24— 322 +42+3

La resta entre P(z) y Q(x) es equivalente a sumar a P(x) el opuesto de Q(z). Es
decir:

P(z) — Q(z) = P(x) + [-Q(x)]
Ejemplo:

Dados los mismos polinomios del ejemplo anterior:

P(x)—Q(z) = (222 +4x+1)— (z* —52? +2)
20 + 4 +1 — 2t + 522 -2
—t 22+ 5%+ 4 +1 -2
—2t+ (24 5)2® +4x+ (1 —2)
= 24722 +4x -1
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Multiplicaciéon de Polinomios

Para multiplicar dos Polinomios se debe realizar una doble distributiva.Es de-
cir se multiplica cada término de uno de los polinomios por todos los términos del
otro, y luego se suman los coeficientes de los términos de igual grado, aplicando las
propiedades del producto, de la suma y de la potencia vistas en el capitulo anterior.

Ejemplo:

Si Pl)=r—-2 y Q(x)=22*+3r—1 entonces:

Px)-Q(x) = (x—2) (222 + 3z —1)

(202 4+3r—1)—2- (22 + 3z — 1)

v 20 +x-3v+w-(=1)—2-202-2-3x -2 (1)
223 + 32% — 1o — 42 — 61 + 2

223 + 32% — 42% — 1w — 61 + 2

= 203+ (3—4)2? + (-1 —6)z +2

= 22 — 2 —Txr +2

Divisién de Polinomios

Dados dos polinomios P(z) y D(z) (con D(z) # 0(z)), es posible definir la di-
visién P(z) + D(zx), de la que se obtienen dos nuevos polinomios: C(z) (polinomio
cociente*) y R(z) (resto), tal que:

P(z) = D(z) - C(x) + R(x)

El resto de la divisién (polinomio R(z)) serd siempre un polinomio de menor grado

de D(x) o bien R(x) = 0.

Si R(x) = 0 se dice que P(x) es divisible por D(x). En este caso se puede escribir: Divisibilidad

P(z)
()

P(x) = D(z)-C(x) otambién C(z) =

-

Regla de Ruffini

Es un procedimiento sencillo que permite hallar el cociente y el resto de una
divisién de Polinomios en el caso en que el divisor sea un polinomio de la
forma x — a, dénde a puede ser cualquier niimero real. .

*Este es al que normalmente se lo llama resultado de la divisién



40 Nivelacién de Matematica
Ejemplo:
Sean P(z)=22*—-224+5 y D(z)=x+2

Regla de Para aplicar correctamente la Regla de Ruffini, lo primero que debe hacerse es
Ruffini  grdenar con sus potencias de mayor a menor el polinomio P(x) y agregar
0 para completar el Polinomio (es decir que aparezcan todos los exponentes):

P(x) =2z* - 2>+ 0z +5
Coeficientes de P(z) — 2 -1 0 5

Opuesto del término independiente de D(x) — -2 -4 10 -20

2 -5 10 |-15

Una vez que se ordend y se completé con ceros el polinomio P(z) se arma el cuadro
como se muestra en el ejemplo. El nimero que se agrega en el dngulo izquierdo (el
—2 en el ejemplo) es el opuesto de del término independiente del divisor, es decir
de D(x) en nuestro caso.

Luego comienza el procedimiento:
I Se baja el primer coeficiente de P(z) (el 2 en el ejemplo).

IT Se multiplica dicho coeficiente por el nimero del angulo izquierdo (el —2 en el
ejemplo).

IIT Se coloca el resultado de dicha multiplicacién en la siguiente columna (el —4
en el ejemplo).

IV Se suman los nimeros que quedaron en la primera y en la segunda fila y el
resultado se escribe abajo, al lado del niimero que bajamos en el paso 1. (el —5
en el ejemplo).

V Se repite el procedimiento desde el paso 2 hasta el 4 para cada columna, hasta
que se terminen las columnas.

El nimero recuadrado es el resto. Los demas ntmeros son los coeficientes del
resultado de la divisién (Cociente), que serd un polinomio de un grado menos que
P(z). En el ejemplo anterior el polinomio P(x) es de grado 3 y por lo tanto el resultado
de la divisién es un polinomio de grado 2.

El resultado y el resto de la division son:

C(z) = 2z*> — 5z + 10 R(z) = —15
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Teorema del Resto

Dado un polinomio P(x) cualquiera y otro polinomio de la forma (z —a), el resto
de la divisién P(z) + (z — a) es igual al valor numérico P(a).

Es decir que podemos saber cudl es el resto de una divisiéon sin necesidad de realizar
dicha operacién, simplemente calculando un valor numérico del polinomio P(x).
Ejemplo:

El resto de la divisién (223 — 22 + 5) <+ (z + 2) se puede calcular entontrando
el valor numérico P(—2):

Por lo tanto podemos afirmar que el resto de la division de P(x) = 223 — 22 + 5
dividido D(z) = x4+ 2 es R(x) = —15, tal como nos habia dado al realizar la divisién
con la Regla de Ruffini en el ejemplo anterior.

OBSERVACION: Si a es raiz de P(z) quiere decir que P(a) = 0, pero ademés por
el Teorema del Resto sabemos que P(a) es el resto de la divisién P(z) <+ (z — a),
por lo tanto podemos afirmar que:

Si a es raiz de P(x) = P(x) es divisible por (x — a)

Esto es de gran utilidad porque permite escribir a P(x) como producto de factores
mas simples* de la forma:

P(zx) =(x—a)-C(x)*

Entonces se dice que P(x) es divisible por (z — a) o, lo que es lo mismo, que
P(z) es miltiplo de (z — a).

Ejemplo:

Dado P(xz) = z® + 4x + 16 se puede verificar que a = —2 es raiz de P(z),
utilizando la definiciéon de raiz de un polinomio vista antes:

P(=2) = (-2)> +4(-2) + 16 = 0

Como el valor numérico P(a) = 0, entonces podemos afirmar que —2 es raiz
de P(x) y podemos reescribirlo como:

P(x) =2+ 42 + 16 = (xz + 2)(x* — 2z + 8)

*Aqui con mds simples nos referimos a polinomios de menor grado.
*Donde C'(x) es el resultado de la divisién P(x)+(x — a).
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Generalizando:

Si conocemos todas las raices de un polinomio, entonces se puede utilizar el proce-
dimiento del ejemplo anterior de manera repetida y asi escribir P(x) como el producto
de factores primos*.

Es decir:

Dados P(x) = azx® + asx? + a1x + ag y sus raices by, by y bs:

*

P(z) = a3 (x — by) (x — b2) (x — bs)

Este procedimiento se conoce como factorizacién de un polinomio

2.2. Factorizacion

Factorizar un Polinomio, o una expresién algebraica en general, consiste en es-
cribirlo como producto de polinomios mas sencillos.

Ejemplos:

El Polinomio 2 x? + 4 a x se puede escribir como 2 z(x + 2a).

Existen varios métodos para factorizar expresiones algebraicas, los mismos se co-
nocen como casos de Factoreo. Aqui repasaremos los mas utilizados.
I. Factor Comun:

Este caso consiste en extraer los factores comunes que estan en todos los términos,
es decir los aquellos elementos que se encuentran multiplicando en todos los términos.

ar’+abx=ax(x+Db)
Ejemplos:

2%+ 227 = 2% (v + 2) 723 — 492% = T2*(x — 7)

II. Factor Comuin por Grupos:

Este caso sirve para cuatrinomios® en los que haya factores comunes en algunos
términos (pero ninguno de ellos se encuentre en todos los términos). El método con-
siste en extraer un factor comun de dos términos y otro factor comtin de otros dos
términos, si la expresién que queda nuevamente tiene un factor que se pueda extraer
entonces se repite el procedimiento.

*El concepto de factores primos es exactamente el mismo que el que estudiamos para los niimeros
enteros.

*En este caso se utilizé esta propiedad para un polinomio de grado 3 y sus tres raices, pero podria
generalizarse ain més para polinomios de otros grados, sin importar qué tan grandes sean.

*En realidad puede generalizarse para polinomios que tengan un nimero par de términos.
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x factor comun actor comun
b fact
?+ax + bxr+ab =z(x+a)+blx+a)=(x+a)(x+b)

(z+a) factor comun

Ejemplo:

20y — 4y + 6 — 12 = 2y(x —2) +6(zx —2)
= (x—2)(2y +6)

ITI. Trinomio Cuadrado Perfecto

Se llama trinomio cuadrado perfecto a un polinomio de tres términos (¢rinomio) Trinomio
que se obtiene al desarrollar el cuadrado de un binomio. Este resultado se puede g“*}drfdo
1. . . . eriecto

utilizar para factorizar algunos trinomios de segundo grado.

(x+a)? = (z+a)(z+a)
x? + ax + ax + a?
x? + 2ax + a®

(x—a)? = (x—a)(x—a)
= z?> —ax — ax + a?

= x? — 2ax + a?

Ejemplo:

2?2+ 10z +25 =2 +2-5 -2+ 5% = (v +5)°

IV. Cuatrinomio Cubo Perfecto

Se llama cuatrinomio cubo perfecto al polinomio de cuatro términos (cuatrinomio) Cuatrinomio
que se obtiene al desarrollar el cubo de un binomio. Este resultado se puede utilizar SUt}O .
. . . erfecto
para factorizar algunos cuatrinomios de tercer grado.

(x+a)® = (z+a)*(z+a)

= (2® + 2ax + a®)(x + a)

= 23 4+ ax? 4+ 2ax? + 2a%x + a’x + a®
32 + 3ax? + 3a’x + a®

(x—a)® = (z—a)’(z—a)

(x? — 2ax + a?)(x — a)

x® — ax?® — 2ax?® + 2a’x + a*x — a®
x® — 3ax? + 3a’x — a®

Ejemplo:

P46+ 120 +8=2+3-2-2°+3-22. 24+ 2°= (2 +2)°
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V. Diferencia de Cuadrados

Diferencia Se llama de esta forma a una resta de dos expresiones que estan al cuadrado, de
de Cuadrados 15 forma, 22 — a?. Puede demostrarse que:

z? — (ax) + (ax) — a?
2 _ 42

xTr

(x +a)(x —a)

Este resultado se puede utilizar para factorizar algunos binomios de segundo grado.

Ejemplos:
b2—9=(b+3)(b—3)

gt =16 = (22 —4)(2* +4) = (2 — 2)(x + 2)(z* + 4)

VI. Factorizar polinomios conociendo una raiz

Factorizar Como vimos en un ejemplo en la seccién anterior, si a es raiz de P(x), entonces

conociendo P} o5 divisible por (z — a) y se puede escribir como:
una raiz

P(zx) =(x—a)-C(x)
dénde C(z) es el cociente de la divisién de P(x) + (x — a).
Ejemplo:

Como z = —3 es raiz del polinomio z® — 8z + 3, entonces se puede factorizar
encontrando el resultado de la divisién:

(2% — 8z +3) = (v + 3)

Por lo tanto:
1° — 8z +3 = (z+3)(2* — 3z +1)

Observacion: Si conocemos una raiz a de un polinomio siempre vamos a poder
factorizarlo encontrando el cociente mediante la regla de Ruffini, ya que el divisor
siempre serd de la forma (x — a).



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP 45

2.3. Fracciones algebraicas

Dados dos polinomios P(x) y Q(z), con Q(x) # O(x) (distinto del polinomio

nulo), llamaremos Fraccién Algebraica a toda expresion de la forma %

Observacion: La ideterminada = puede tomar cualquier valor real siempre y
cuando no anule el denominador.

Ejemplos de Expresiones Algebraicas:

202 + 1 —x
x2+ 2 r—3

(#3)

Existe gran similitud entre las definiciones y operaciones de fracciones algebraicas
y nimeros fraccionarios (o ntiimeros racionales), por eso usaremos para trabajar con
este tipo de expresiones algebraicas los mismos principios que utilizamos en operacio-
nes con fracciones, teniendo especial cuidado en las simplificaciones.

Observacion: En general trataremos de factorizar las expresiones algebraicas lo
mas posible antes de hacer otras operaciones con ellas.

2.3.1. Simplificacién de fracciones algebraicas

Fracciones algebraicas equivalentes:

P(z) . M(z)
. iy ) Q@ ¥ N@) . .
misma fraccion algebraica, es decir una de ellas se obtiene de multiplicar el numerador

y el denominador por un mismo polinimio, distinto del polinomio nulo.

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si representan a una

Para simplificar una fraccion algebraica deberemos factorizar el numerador y el
denominador lo méas posible. Luego podremos cancelar factores iguales que se en-
cuentren tanto en el numerador como en el denominador, pero aclarando que esa
simplificacién es posible en caso que dicho factor sea distinto de 0.

Ejemplo:
Factor comin TCP
——f
3 2 2
x® 44z’ + 4o x (°+ 4z +4) z(x + 2)* x(x + 2)
= = = six -2
r? — 4 (x—2)(x+2) (x—2)(z+2) x— 2
~—— N——
Dif. de cuadrados si x+2#0

La expresion obtenida es equivalente a la original, pero es mas simple.

IMPORTANTE:

Definicién
Fracciones
Algebraicas

Fracciones

Algebraicas
Equivalentes

Simplificacién
de fracciones
algebraicas
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Para que esto sea realmente cierto se debe anadir la condicién x # —2, ya que
sin esa aclaracion ambas expresiones NO son iguales!. Observar que la primera
expresion no existe en * = —2, mientras que la expresion simplificada si existe en
r=—2.

IMPORTANTE:

Sélo se pueden simplificar factores. Es decir, expresiones que estén multiplicando al
numerador y al denominador. De ninguna manera podremos cancelar términos
(algo que esté sumando o restando) del numerador y denominador.

Ejemplo:
2+ 20+ 1

+ jEst4 mal simplificado!
r+ X

2.3.2. Suma y Resta de fracciones algebraicas

La suma (y resta) de fracciones algebraicas se realizan con el mismo principio
que la suma de fracciones (pagina 11). Al igual que para ntimeros fraccionarios, las
fracciones algebraicas son faciles de sumar y restar si tienen igual denominador. En
este caso deben sumarse los numeradores de manera directa y dejar el denominador
igual.

Ejemplo:
4x2+4x+3x+2_4x2+4x+3$+2_4x2+7x+2
2 —4 x2—4 2 —4 n 2 —4

Suma de fracciones algebraicas de diferente denominador

Si los polinomios de los denominadores son diferentes, debemos encontrar fraccio-
nes algebraicas equivalentes que tengan el mismo denominador, multiplicando nume-
rador y denominador de cada una por un mismo factor.

Observacion: Aunque cualquier denominador comun es valido, las operaciones
resultan mas sencillas si elegimos de todos los posibles denominadores comunes el de
menor grado, es decir el Minimo Comuin Denominador.

Los pasos que se deben seguir para realizar la suma o resta son:

1) Calculo del denominador comun a toda las fracciones.

1° Factorizar todos los polinomios de los denominadores.
2° Multiplicar todos los factores diferentes.

3° Si existen factores con la misma base y distinto exponente, se debe tomar
como factor aquel que tenga mayor exponente.
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11) Calculo de las fracciones equivalentes con dicho denominador.

111) Célculo de la suma o resta.

Ejemplo:

3z x?

822 -8 42+ 8r+4

Se desea calcular:

= Primero se factorizan los denominadores:
872 —8=8(z* - 1) =2z — 1)(z + 1)
42° +8r +4 = 4(2° + 22 + 1) = 2%(x + 1)?
= Luego se determina el denominador comun:

2z +1)*(z - 1)

= Se encuentran las fracciones equivalentes:

Para ello se debe multiplicar numerador y denominador por el factor que le falta
al denominador para ser igual al denominador comun.

3z 3w _ 3z(x + 1) 3z(x+1)

822 —8 B(x+1)(x—1) Ba+)z-D)E+1) 25@+1)2(x—1)

2 o a? 22z -1) 22 (x—1)
42 + 8z +4  2(x+1)2 22(x+1)2x—1) 28z +1)2(z—1)

= Se realiza la resta:
Be(x+1) 2%z —1)  Bu(e+1)-22%(a—1)
B(x+1)2x—1) Bx+1)2(r—1)  B@+1)2x-1)
_ 3x? 43z —20° + 22 —22° + 527 + 3z
B+ 12 -1 28+ 1)2(x—1)

2.3.3. Producto y divisién de fracciones algebraicas

El producto y division de fracciones algebraicas siguen las mismas reglas que el
producto y divisiéon de nimeros racionales. Siempre primero se factorizan todas
las expresiones algebraicas para simplificar de ser posible antes de comenzar a operar.

IMPORTANTE:

Siempre hay que aclarar cuando es vélida dicha simplificacién, anadiendo alguna
condicion del tipo & # a de ser necesario.

Ejemplo:
P42 +1 2P -20 (e 4 1) Irle—1) x+1 1  a+1
5(x2 — 1) 625  S(zAt(z—1) ¢ F 5 322 1522
iz#—1  siz#£l 3'7&0

Siz#-1,1y0
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3. Ecuaciones

Actividad Inicial

3.1. Definiciéon

Una ecuacion es una relacion de igualdad entre cantidades, algunas de ellas des-
conocidas, a las que llamaremos incégnitas y se las suelen representar mediante
letras.

Ejemplos de Ecuaciones:
5z 4+ 2y = 3 1192—1:0 3+E:t
9 2

El origen de las ecuaciones debe verse en ciertos problemas surgidos tanto de una
situacion de interés real como planteados para entretenimiento; ambos casos poseen
remotos antecedentes historicos. El afdan por resolver estos problemas, ya sea por
necesidad o como diversion, llevo paulatinamente a la idea fundamental: introducir
cantidades desconocidas y someterlas a las leyes de la aritmética, considerando que
Son nimeros a conocer.

Mas alla de cémo se hayan originado las ecuaciones, esta claro que una vez que
contamos con ellas, es de interés conocer métodos que permitan resolver las ecuacio-
nes, de algunos de ellos nos encargaremos en este capitulo.

3.2. Resolucion de ecuaciones
Definicién 1:

Las soluciones de una ecuacion son todos los nimeros reales a, b, c... que al reem-
plazarlos por la incégnita en la ecuacion verifican la igualdad.

Ejemplo:

Dada la ecuacién 22 — 2x = 3, podemos comprobar que los valores a = 3 y b = —1
son soluciones de la ecuacion, ya que:

Paraa=3: 32-2.-3=9-6=3 = se verifica la igualdad
Parab=—1: (-1)>—-2-(—-1)=1+2=3 = se verifica la igualdad
De esta forma comprobamos que a = 3 y b = —1 son soluciones de la ecuacion dada.

Actividad: Decidir si a y b = son soluciones de las ecuaciones:

2v4+4=12 ; con a=4 y b=2
422 + 22 =120 ; con a=10 y b=12

Definicién 2:

Solucién de
una Ecuacién
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Dos o mas ecuaciones se llaman ecuaciones equivalentes si tienen las mismas so-
luciones.

. Qué significa resolver una ecuacién?

Resolver una ecuacién significa determinar si tiene solucién/es y en tal caso hallar
todas las soluciones.

{Coémo puede resolverse una ecuacién?
El procedimiento para resolver una ecuacion estd basado en la idea de que la incégnita

es un numero desconocido que se quiere identificar.

Es decir que basicamente una ecuacién es una igualdad entre nimeros; y por lo
tanto son validas todas las propiedades estudiadas en el capitulo 1.

En definitiva el procedimiento para resolver una ecuacién consiste en transformar
la ecuacién en otra equivalente, pero cuya resolucién sea mas sencilla.

{Como puede obtenerse una ecuacion equivalente?

1° Sumando o restando a ambos miembros de una ecuacién una misma
cantidad.

2° Multiplicando o dividiendo ambos miembros, de una ecuacién por
una misma cantidad no nula.

Ejemplo:
Sea la ecuacion: 3r+1 = 2—=x
Sumando z a ambos miembros: de+1 = 2
Restando 1 de ambos miembros: e = 1
Dividiendo por 4 ambos miembros: r = }l

Por lo tanto & = i es la solucion de la ecuacion original. Lo que hemos hecho es

transformar sucesivamente la ecuacién con el fin de despejar la incognita.

3.3. Ecuaciones lineales
Definicién:

Se llaman ecuaciones lineales a las ecuaciones en donde la incégnita se encuentra
elevada a la potencia 1. Es decir, ecuaciones de la forma:

ar =>
O una equivalente a ella.

{Cuantas soluciones tiene una ecuacién lineal de una incégnita?
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Las ecuaciones lineales pueden tener una tnica solucién, infinitas soluciones o
no tener ninguna solucion.

Ejemplos:

I Solucién tuUnica:

-3z = 2x—1)+4
—3r = 2x—24+4 — aplicando distributiva
—3r—2x = —-2+4 — agrupando las z
—5r = 2 — operando
r = —2/5 —> x = —2/5 es la solucién de la ecuacién
IT Infinitas Soluciones:

3r —10 = 2(3x—5)—3x

3r—10 = 6x—10—3xr — aplicando distributiva

3r—10 = 3z —10 — operando
3r—3xr = —10+4+10 — agrupando las x

0 =0 —> Valido para cualquier valor de x

La ecuacién equivalente obtenida 0 = 0 se verifica independientemente del valor
que tome z, y por lo tanto se puede afirmar que la ecucién tiene infinitas
soluciones.

IIT Sin solucion:

—3r—8 = 2z—1)—bz

—3r—8 = 2x—2-5x — aplicando distributiva
—3r—8 = —3xr—2 — operando
—3r+3xr = —2+4+8 — agrupando las x
0 = 6 —> Contradiccion o absurdo

La ecuacién equivalente obtenida en este caso es una absurdo (el nimero 6 no
es igual a 0). Y no existe ningtin nimero que reemplazado por z en la ecuacién
cambie esta situacion, por lo tanto la ecuacion no tiene solucién.

3.4. Ecuaciones cuadraticas
Definicion

Se llaman ecuaciones cuadraticas a las ecuaciones en donde la incognita se
encuentra elevada al cuadrado. Es decir, ecuaciones de la forma:

ar’+bxr+c=0, con a#0

o cualquier otra ecuacién equivalente a ella.

Actividad: Discutan con sus companeros jpor qué creen que en la definicién an-
terior aparece la condicién a # 07

Ecuaciones
Cuadraticas
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Coeficientes Los ntimeros reales a, b y ¢ se llaman coeficientes y son respectivamente el co-
eficiente del término cuadratico, el coeficiente del término lineal y el coeficiente del
término independiente.

{Cuantas soluciones tiene una ecuacién cuadratica de una incégnita?

Las ecuaciones cuadraticas pueden tener dos soluciones, una tnica solucién,
infinitas soluciones o no tener ninguna solucion.

Métodos de resoluciéon

Comencemos viendo como se resuelven ciertas ecuaciones de segundo grado sen-
cillas, para luego analizar algunos métodos de resolucion mas generales.

I. Ecuaciones cuadraticas sin término lineal:

Ecuacién Son de la forma:

.Cua(’irét.ica a wz +¢c=0
sin Término
Lineal

Estas ecuaciones se pueden resolver por simple despeje, prestando mucha atencion
a las propiedades de la potencia.

Ejemplo:
322 —-12 = 0
322 = 12 — Pasamos sumando el 12
2 = 4 — Despejamos z? pasando dividiendo el 3
x? = — Aplicamos la raiz cuadrada a ambos lados de la igualda
Va2 V4 Apli la raf drad bos lados de la igualdad
lz] = 2 — Por propiedad de simplificaicon de raiz y potencia
r=2 o x=-2 — Por definiciéon de valor absoluto
La ecuacion tiene dos soluciones: &1 =2 y xp = —2.

I1. Ecuaciones cuadraticas sin término independiente:

Ecuacién Son de la forma:

Cuadritica a 2 +bxr=0
sin Término

Independiente
Para resolver este tipo de ecuaciones se debe sacar factor comin z, para con-

vertir la ecuacion a la formas

z-(ax+b)=0

Considerando que si un producto de dos o mas nimeros da 0, entonces
uno de ellos debe valer 0. Puede decirse que:

b
x=0 obien (ax+b)=0 — x,=0; x2=——
a

Ejemplo:
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2> +4r = 0
z(x+4) = 0 — Sacamos factor comin x
(x+4)=0 o x=0 — Utilizamos la propiedad del producto = 0
r=—-4 o x=0 — Resolvemos ambas ecuaciones lineales
Las dos soluciones de la ecuacion son: &1 = —4 y x5 = 0.

Observacion Importante: Se debe tener cuidado al resolver este tipo de
ecuaciones de no perder soluciones durante el despeje. Por ejemplo uno podria

haber comenzado a resolver de la siguiente forma:
2> = —4xr — Dividimos ambos miembros por x

r = —4 = Se obtuvo una sola solucién

De esta forma se obtine una sola solucién, lo que claramente esta mal.

El error se comete al pasar dividiendo la x sin tener en cuenta que esa x podria
ser 0.

El paso de dividir ambos miembros de la igualdad por un nimero para obtener
una ecuacion equivalente es valido solamente si el niimero por el que estamos
dividiendo es distinto de cero.

III. Trinomio cuadrado perfecto (TCP):

Ecuacién de la forma:

(Aa:—l—B)2:C*

Para resolver este tipo de ecuaciones se debe aplicar la raiz cuadrada a ambos
miembros y asi se obtienen dos ecuaciones lineales de la forma:

(Az+B)=vVC y (Az+ B)=—-VC
Que se pueden resolver de manera sencilla.

Observacion: La mayoria de las veces que nos encontramos con este tipo de
ecuaciones, el trinomio cuadrado perfecto esta desarrollado, es decir de la forma:

ar’+bx+c=0

Y por lo tanto se debe realizar un procedimiento llamado completar cuadrados
para encontrar una ecuacion equivalente que sea de la forma propuesta.

La técnica de completar cuadrados consiste en sumar a ambos miembros de la
igualdad un nimero elegido adecuadamente, para que en uno de los miembros quede
un trinomio cuadrado perfecto, es decir una de las expresiones siguientes:

:B2—|—2a:v—|—a2:(:v—|—a)2

? —2ax+a®=(z— a)?

Que puede ser reemplazada por su forman factorizada (z + a)? o (z — a)?

*Se utilizaron letras maytusculas para los coeficientes para que no se confundan con los coeficientes
de los términos cuadratico e independiente de la forma general de la ecuacién dada en la definicién.

Trinomio
Cuadrado
Perfecto
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Ejemplo:
—9.3.2
x? :/6\31? +5 = 0 — Comparamos el término lineal con el del TCP
(z—3)?
22— 6x+9+5 = 049 — Sumamos 9 en ambos lados de la igualdad
(x—3)*+5 = 9 — Aplicamos el tercer caso de factoreo
(x—3)?2 = 4 — Restamos 5 en ambos lados de la igualdad
(x—3) = V4 — Aplicamos la raiz cuadrada en ambos miembros
(z—=3)] = 2 — Por propiedad de raices y potencias
r—3 = X2 — Utilizamos la definicién de valor absoluto
r = 3+2 — Sumamos 3 a ambos miembros de la igualdad
1 =5 0 x9=1 = Soluciones de la ecuacién

IV. Forma general (Férmula de Bhaskara):
Férmula de El método de completacién de cuadrados puede generalizarse para resolver cual-
Bhaskara  qyjer ecuacién cuadrativa, que sea de la forma:
ar’+bx+c=0

Si se realiza el procedimiento de completacién de cuadradado para esta ecuacion,
se obtiene la Férmula de Bhaskara que da las soluciones para cualquier ecuacién
cuadratica:

. —b+t+Vb2—-4ac
o 2a

xTr
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4. Rectas en el plano coordenado

4.1. Coordenadas rectangulares en el plano

Se llama plano coordenado al plano que queda formado al trazar dos rectas per-
pendiculares, que llamaremos eje x y eje y. El punto de interseccion entre los dos ejes
coordenados se llama origen de coordenadas y se representa como O .

El plano queda asi dividido en cuatro regiones que se llaman cuadrantes y que
se numeran [, I[1, I'I1, IV.

Cada uno de los ejes es la recta de los nimeros reales; y los niimeros se representan
sobre ella como vimos en el capitulo 1. Por convencién, sobre el eje x colocamos los
positivos a la derecha del cero y los negativos a la izquierda; sobre el eje y, colocamos
los nimeros positivos arriba del 0 y los negativos debajo del 0.

Punto en el plano:

Para ubicar un punto en el plano coordenado es necesario identificar dos coorde-
nadas (o valores ntiimericos), una correspondiente a la distancia del punto a O en la
direccion del eje x y la otra correspondiente a la distancia a O en la direccion del eje
Y.

Es decir que a un punto P del plano debemos asociarle dos nimeros (ordenada-
mente): (z1,y1), para poder graficarlo.

Ya
11 yr------- I,,7P($1,y1)
- 5 "
II7 IV

Decimos que P tiene coordenadas (z,y), la primera coordenada x se llama abscisa
de P y la segunda se llama ordenada de P. Reciprocamente, dado un par ordenado
de niimeros (z,y) existe un punto P del plano del cual son las coordenadas.

4.2. Rectas en el plano

La interpretacion geométrica de las ecuaciones lineales son rectas en el plano,
es decir la grafica que representa una ecuacién lineal es una recta.

En otras palabras:
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» Todos los pares de valores (x1,y;)* que verifican la ecuacién de una recta, re-
presentan puntos que pertencen a la recta y en consecuencia se ubican sobre la
grafica de dicha recta.

= Reciprocamente, todos los puntos que pertenecen a la grafica de la recta nece-
sariamente verifican la ecuacién de dicha recta.

Ejemplo:

Dada la recta L, de ecuacion: y = 3z + 2, podemos averiguar si los puntos Fy(1,5)
y P1(2,7) pertencen a la recta L corroborando si las coordenadas de dichos puntos
verifican la ecuacién de L (es decir, son una solucién de la ecuacién de la recta).

Py(1,5): y = 3zx+2 P(2,7): y = 3x+2
5 = 5 7T = 8

Es decir que F, si pertence a la recta L pero P; no.
Ejemplo:

Dada la recta L, de ecuacion 2y = x + 3, para encontrar puntos que pertenezcan
a L, se debe dar un valor arbitrario a una de las variables (x o y) y encontrar el valor
de la otra:

Ejemplo 1: z=2: 2y = x+3 Ejemplo 2: y=1: 2y = =43
2y = 243 2-1 = =43
2y = 5 2 = z+3
y = g 2-3 ==z

-1 =z

Es decir que los puntos FPy(2, g) y Pi(—1,1) pertencen a la recta L.

4.2.1. Ecuacion de la Recta

I Si L es vertical (paralela al eje y), tiene ecuacién de la forma: € = ¢ Rectas
paralelas
al eje y
Y,
= c T
*Es comun utilizar subindices en las cpordenadas de un punto, por ejemplo Py(zo,yo0), P1(x1,y1),

Py(z2,y2), etc., para indicar que se trata de un punto conocido del plano, es decir un punto
especifico del plano, y en cambio utilizar un punto sin subindices P(z,y) para referirnos a un
punto genérico, es decir a cualquier punto del plano
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(N
“ 2 >
T
Y
Rectas IT Si L es horizontal (paralela al eje z), tiene ecuacién de la forma: y = ¢
aralelas
pal eje x
Y
c
19 T
Ejemplo: y=3
Ya
3
- 5 -
Y

Ecuacién ~ III Si L no es vertical ni horizontal, tiene ecuacién de la forma:
de la Recta

y=mwx-+b

Los valores m y b son la pendiente y la ordenada al origen respectivamente.
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Esta ecuacion de la recta se conoce como ecuacion explicita, pero no es la tnica
forma en que se puede encontrar la ecuacién de una recta. Cualquier ecuaciéon con
dos variables (z e y) que sea lineal en x y lineal en y, es la ecuacién de una recta.

Ejemplos de ecuaciones de rectas:

oy+2x—-1=0 y+1=2zx—-1
y—>5=3x+1) ; 2y—>br+1=3(x+y)

Si bien existen diferentes formas, equivalentes entre ellas, de escribir la ecuacion
de una recta, la ecuacion explicita de la recta es muy 1util porque de ella se puede
obtener los valores de la pendiente y la ordenada al origen por simple inspeccion.

La ordenada al origen es el punto donde la recta corta al eje y. Ordenada
. .9 .. . . T al Origen
La pendiente de una recta indica la “inclinaciéon” de la misma y esta directamente

relacionada con el angulo que forma la recta con los ejes coordenados.

Dada una recta L que pasa por los puntos Pi(x1,41) y Pa(xe,y2), como la de la
siguiente figura, la pendiente de la recta se define como: Pendiente

Py

|

|

|

|

|

|

|

L
T Z2 X
Aclaracién: Es importante remarcar que la pendiente es independientemente de
los puntos que se utilicen para su célculo.

Ecuacién de la recta a partir de un punto y la pendiente

Es comin que se necesite encontrar la ecuacion de una recta a partir de un punto
que pertenece a la recta y su pendiente.

Dada una recta L, con pendiente conocida de valor m y suponiendo que se conoce
un punto Pj(x1;y1) € a L, entoces su ecuacién estd dada por:

y—y1=m(x —x1)

Ejemplo: Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto Py(2, —3) y que
tiene pendiente igual a -5.
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Utilizamos la ecuacién de la recta:
y—y1=m(r—x1)

En la que reemplazamos z; e y; por las coordenadas del punto, y m por el valor
de la pendiente:

y =y =m(x— 1)
y—(3) = ~5(r—2)
y+3=—-5(x—2)

La ecuacién de la recta buscada es: y +3 = —5(x — 2). Podemos dejar la ecuacion
asi o bien operar para expresarla en su forma explicita:

y+3=—-5(x—2)
y+3=—bx —5(—2)
y=—-5r+10—-3
y=—5r+7

Ecuacién de la recta a partir de dos puntos

En el caso en que se desea encontrar la ecuacion de una recta de la que se conocen
dos puntos Pi(x1;y1) y Pa(x9;y2), ambos pertenecientes a la recta, se debe calcular
la pendiente a partir de dichos puntos y luego proceder como en el caso anterior:

Y2 — U1
m=———
T2 — I

Luego:
Yy —y1 = m(z — 1)

Y — Y2 = m(z — x2)

Ejemplo: Encontar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Pi(1,3) y

P2(27 _5)
Para poder utilizar la ecuacion de la recta:
y—y1=m(z— 1)

necesitamos conocer un punto de la recta y la pendiente.

El punto ya lo tenemos, de hecho conocemos dos puntos y por lo tanto pode-
mos elegir cualquiera de los dos indistintamente. Es decir que nos falta calcular la
pendiente:

Utilizamos la ecuaciéon de la pendiente, reemplazando en la misma las coordenadas
de los dos puntos de la recta:

-5—-3
2—1
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-8
m=—
1
m = —8
Ya conocemos la pendiente: m = —8, entonces elegimos uno de los puntos que

conocemos de la recta, por ejemplo el punto P;(1,3) y armamos la ecuacion:

y =y =m(z— 1)
y—3=—-8x—1)

que es la ecuacién de la recta pedida. Al igual que en el ejemplo anterior, podemos
dejar la ecuacién asi u operar para obtener la ecuacion explicita de la recta:

y—3=-8x—1)
y—3=—-8r+38
y=—-8r+8+3
y=—8xr+11

4.2.2. Grafica de una recta a partir de su ecuacién

Si conocemos la ecuacion explicita de una recta y = ma + b podemos graficarla
siguiendo los siguientes pasos:

I Marcamos la ordenada al origen b sobre el eje y, que corresponde al punto (0, b)
del plano coordenado.

IT Luego indentificamos la pendiente m y la escribimos como una fraccién (si la
pendiente es un nimero entero entonces la podemos escribir como una fraccién
con denominador igual a 1).

IIT A partir del punto marcado en 1, nos desplazamos segin la pendiente mde la
siguiente manera:

= La cantidad que indique el numerador en direccién del eje y positivo.
= La cantidad que indique el denominador en direccion del eje & positivo.

= Si la pendiente es negativa a uno solo de los movimientos lo hacemos
en direccién contraria (es decir el nimero del numerador en la direccién
del eje y mnegativo o el nimero del denominador en la direccion del eje x
negativo).

IV Trazamos la recta que pasa por los dos puntos encontrados.
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Ejemplo:
Sea la recta: y=-—2r+3
Y
Ubicamos el punto donde la recta corta al eje y: 3
y = —22+3
E
2 Y
como m = —2 = ——
1 3 1

—> desplazamos 2 unidades hacia abajo

o — _

—> desplazamos 1 hacia la derecha

Trazamos la recta que pasa por estos dos puntos
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4.3. Rectas paralelas y perpendiculares

En un plano dos rectas pueden ser paralelas, secantes o perpendiculares. En par-
ticular, las rectas paralelas y perpendiculares se pueden estudiar a partir de sus pen-
dientes.

En el caso de las rectas L; y Lo son paralelas ya que no se intersectan y sus
pendientes son iguales.

Cuando las rectas son perpendiculares, es decir, se intersectan y forman un angulo
de 90° el producto de las pendientes es igual a —1. Esto significa que las pendientes son
inversas y opuestas. Por ejemplo: graficamente vemos que la recta L3 tiene pendiente
1%. En cambio, la recta L, tendrd pendiente —1—5. Como Lo es paralela a L, L3
también resulta una recta perpendicular para L;.
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4.4. Sistemas de ecuaciones lineales
4.4.1. Interpretacion de una ecuacion lineal

Como estudiamos en el capitulo 3, una ecuacién lineal es aquella en la cual todas
sus incognitas estan elevadas a una potencia igual a 1. Las ecuaciones que estudiamos
entonces tenian una sola incognita, sin embargo existen ecuaciones lineales de dos o
mas incognitas.

Ejemplos de ecuaciones lineales de 2 incognitas:

20 +5y—7=0 ; y=3z+5 ; x—-3y=>5

Como vimos en las secciones anteriores, todas estas son ecuaciones de rectas.

4.4.2. Definicion de sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de ecuaciones lineales,
relacionadas entre si. Cada una de las ecuaciones puede tener una o mas incognitas.
Un sistema de dos ecuaciones lineales, con dos incognitas, es de la forma:

ar +by= c
dr+ey= f

donde a, b, c,d, e, f son nimeros reales.

Ejemplo de sistema de ecuaciones lineal:

r+y = 2
3r—y = 2

4.4.3. Métodos de Resolucion de Ecuaciones Lineales

I. Resolucion Grafica

Un sistema de ecuaciones lineales de dos incégnitas como el del ejemplo anterior,
se interpreta geométricamente como dos rectas en el plano coordenado, ya que cada
una de las ecuaciones que lo conforman es la ecuacién de una recta.

Definicién:

Se llama solucién del sistema a un par de valores (g, yo) que al reemplazarlos en
los valores de x e y respectivamente, ambas ecuaciones se verifican simultaneamente.
Es decir que el par de valores (g, yo) es solucién de ambas ecuaciones.

Cada una de estas soluciones (xg, o) es un punto en el plano coordenado, que
pertenece simultaneamente a ambas rectas.

Ejemplo:
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Para el ejemplo anterior, se puede verificar que (1,1) es solucién del sistema,
comprobando que es solucién de cada una de las ecuaciones:

r+y = 2
3r —y = 2

1+1 = 2
3-1-1 = 2
Si graficamos ambas rectas:

y
2
(1,1)
T
-2

En el grafico anterior se observa que el punto (1,1) pertenece a las dos rectas y
por lo tanto es el punto donde ambas rectas se cortan o intersectan.

;. Cuantas soluciones tiene un sistema de ecuaciones lineal?

Al igual que con las ecuaciones lineales, uns sistema de ecuaciones lineal puede
tener una tnica solucion, infinitas soluciones o no tener solucién.

II. Método de Sustitucion

Consiste en despejar una de las incégnitas de una ecuacion y reemplazar la expre- Meétodo de
sién obtenida en la otra ecuacion. Sustitucién

De esta forma deben resolverse dos ecuaciones lineales de una sola incégnita, como
estudiamos en secciones anteriores.

Ejemplo:
20 + 3y =12
dr — 3y =6
Despejamos x de la primera ecuacién:
12 -3
x = Ty (1)

Reemplazamos la expresion en la segunda ecuacion:
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Operamos: 24 —6y —3y =6
—Jy=6-—24
—9y = —18
y=2

El valor de y se reemplaza en (1):

12-3-2
:—:3
2

X

El sistema tiene una sola solucién que consiste en dos valores, uno
correspondiente a la variable x y el otro a la variable y. Para expresar el resultado
pueden utilizarse dos formas, una es darlo como un par ordenado: (3;2), dénde el
primer valor dentro del paréntesis corresponde a x y el segundo a y. La segunda
manera de dar el resultado consiste en dar ambos valores indicando a qué variable
corresponde cada uno: xy = 3; y; = 2.

I11. Método de igualacion

Consiste en despejar la misma incognita de las dos ecuaciones e igualar ambas
ecuaciones resultantes.

De esta forma se obtiene una nueva ecuacion lineal de una sola incognita y se
resuelve para obtener el resultado de una sola de las incégnitas.

Finalmente se reemplaza el valor obtenido en cualquiera de las ecuaciones origi-
nales y se despeja la otra incognita.

Ejemplo:
2v 4+ 3y =12
dr + 6y =6
Despejamos = de las dos ecuaciones:
De la primera ecuacion: T = 12 - 3y
2
De la segunda ecuacion: T = 6 — 6y
4

Luego igualamos:

Operando se obtiene:
4 (12 —3y) =2 (6 — 6y)

48 — 12y = 12 — 12y
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48 =12 — 127 + 127
48 = 12

La ultima afirmacion es lo que en matemaética se llama una contradiccién o
absurdo y, como vimos en secciones anteriores, indica que el sistema no tiene so-
lucién.
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5. Relaciones Trigonométricas

5.1. Triangulos Rectangulos

En geometria, se define al tridngulo rectdangulo como cualquier triangulo que tiene
un angulo recto, es decir, con un angulo que mide 90°. Como la suma de los tres
angulos interiores de un triangulo es de 180°, los dos angulos restantes del tridngulo
rectangulo son agudos, ya que cada uno mide menos de 90°. Los dos lados de un
triangulo rectangulo que forman el angulo recto se denominan catetos y el tercer
lado restante es la hipotenusa, que es opuesto al angulo recto y es el lado con mayor
longitud de tridangulo.

Cateto
/

90°
|

Cateto

Los catetos, segun la relacién con alguno de los angulos agudos, pueden ser opues-
tos o adyacentes. El cateto opuesto es el lado que esta enfrente del angulo dado. El
cateto adyacente es el lado que esta junto al angulo dado, y que no es la hipotenusa.

N
[\ AN
.
. A
- i %,
. O Q’o, 2 N Qg,
£ Y, Y
g % 2 N
: s
= ) S
(] e $ \\\
: “ b
g S .
3 N
"
o
\ 90° \\\
90° [ | R
:‘ Cateto adyacente |

Cateto opuesto
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5.2. Relaciones Trigonométricas

Las relaciones trigonométricas son medidas especiales de un tridngulo rectangulo.
Hay tres relaciones trigonométricas bésicas: seno, coseno y tangente. Dado un angulo
«, las relaciones trigonométricas basicas se definen como sigue:

cateto opuesto
seno = ——
hipotenusa
cateto adyacente
cosq = -
hipotenusa
cateto opuesto
tgo =

 cateto adyacente

Una manera practica de recordarlas es mediante ”SOH-CAH-TOA”. Donde el
"SOH"nos dice que Seno es igual a Opuesto sobre Hipotenusa, ”CAH” nos dice que
Coseno es igual a Adyacente sobre Hipotenusa y "TOA nos dice que Tangente es
igual a Opuesto sobre Adyacente. Tanto el seno como el coseno de un angulo, siempre
da valores comprendidos entre 1y —1. Es decir, [sen(a)| < 1y |cos(a)| < 1.

NOTA: La tangente de un angulo también se puede obtener como

tan(a) =

Ejemplo:

Dado el siguiente triangulo rectangulo:
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i DN

Si a = 45°, ;Cuanto vale la hipotenusa?

Notemos que tenemos como dato uno de los dngulos y el cateto opuesto a dicho
angulo, mientras qu enuestra incognita es la hipotenusa, por lo tanto, pensando en
"SOHCATOA”, haremos uso del "SOH”, que es la relacién que involucra a los lados
opuestos e hipotenusa. Reemplazando con los datos tenemos:

1

sen(45°) = 7

Para despejar h, primero debemos ”pasarlo”’ multiplicando hacia el otro lado de la
igualdad:

h-sen(45°) =1

Luego, ”pasamos dividiendo.?] seno del angulo
B 1
sen(45°)

Finalmente, resolviendo, h = /2.
Por 1ltimo, cuando nuestra incégnita es el dngulo, se puede despejar teniendo en

cuenta que las funciones inversas del seno, coseno y tangente son el arcoseno (arcsen),
arcocoseno (arccos) y el arcotangente (arctg) respectivamente.
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