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Introduccion

La dualidad constituye un topico de gran importancia para la programacion lineal puesto que
brinda las bases teéricas para comprender como cambia la solucién optima de un problema cualquiera
cuando cambian las constantes del modelo matematico, lo que se conoce como analisis de sensibilidad o
analisis post-optimo. Todo problema de programacion lineal tiene otro problema de programacién lineal
relacionado de manera especial. Al problema que se formula originalmente se lo conoce como primal,
mientras que a su contraparte estrechamente relacionada se lo conoce como dual. Las relaciones son
tales que cada uno es el dual del otro y encontrar la solucion 6ptima de uno implica encontrar
inmediatamente la solucién 6ptima del otro.

Para introducir los conceptos mas elementales de la dualidad se retomara el problema de la
relacion predador-presa cuya formulacion original fue:

Maximizar z= 6x,+8x,
sujetoa: 2x,+3x,<120
2x,+x,<80

x,20, x,20

(1)

Dandole una interpretacion econdmica, este problema primal nos informa sobre niveles de
produccion 6ptimos para maximizar el valor de la funcidon objetivo, sujeto a las limitaciones en los
recursos especificadas en las restricciones, en este caso los tiempos de traslado y de captura. Por una
variedad de razones seria deseable estimar el valor de cada uno de estos recursos, por ejemplo para
decidir el tipo de cambios que se podria hacer si el predador decidiera disponer de recursos adicionales
para mejorar su consumo caldrico.

El valor o costo de cada recurso limitante esta relacionado con los retornos que sea capaz de
producir, en este ejemplo para producir calorias. Entonces, el valor de cada recurso depende de la
magnitud de calorias que puede producir. Expresado econémicamente, el valor marginal del producto
de un recurso, es decir el valor adicional producido por la dltima unidad de recurso usado, es el precio
que la firma estaria dispuesta a pagar por cantidades adicionales del recurso escaso. En otras palabras,
es lo que anteriormente se ha identificado como el precio sombra.

El problema de encontrar estos precios resulta ser un problema de programacion lineal que se
denomina problema dual, dado un problema primal que es un problema de programacién lineal. Para
formular el problema dual se empezara definiendo los precios sombra o variables duales: sean y, el valor
del producto que se puede producir con una unidad de tiempo de traslado (en calorias.minuto™) e y, el
valor del producto que se puede producir con una unidad de tiempo de captura (en calorias.minuto™). El
objetivo del problema dual es encontrar los precios sombras que minimicen el costo total de adquirir los
tiempos de traslado y captura, es decir los recursos consumidos por la solucién 6ptima. Si se simboliza a
este costo total con v y se considera que el costo de adquirir cada uno de los recursos es igual al
producto de la cantidad disponible por su correspondiente precio, se puede escribir como funcién
objetivo:

Minimizar v=120y +80y, (2)
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Si el predador quisiera vender la capacidad de sus recursos deberia pedir precios para cada uno
de ellos que al menos le retornen lo mismo que las dos actividades que los usan, o sea alimentarse con
presas en los sitios 1 y 2. Por cada una de las presas con las que se alimenta en el sitio 1 obtiene una
contribucion de 6 calorias, necesita 2 minutos para trasladarse y 2 minutos para capturarla. En
consecuencia, la produccion de una contribucion minima de 6 calorias.presa™ cuando se implementa esta
actividad puede ser escrita como una restriccion:

2y,+2y,26 (3)

El analisis dimensional de esta inecuacién indica que ambos coeficientes del lado izquierdo
estan expresados en minutos.presa’, mientras que ambos precios sombra estan expresados en
calorias.minuto™, por lo que a derecha e izquierda se tienen unidades coherentes (i.e. calorias.presa™).
Con un razonamiento semejante, la actividad de traslado y captura de presas en el sitio 2 puede ser
descripta con la restriccion:

3y,+y,=>8 (@)

Finalmente, y puesto que los precios se definen solamente para niveles positivos de consumo
calérico, se tienen las tipicas restricciones de no negatividad:

y,=0,y,20 (5)

El problema de programacion lineal constituido con las ecuaciones (2) a (5) es el que encontrara
los precios duales de los recursos limitantes del problema primal definido en (1). Para analizar las
relaciones especiales entre ambos tipos de problemas, se los presenta completamente en la siguiente
tabla:

Problema primal: Problema dual:
asignacion de recursos valoracion de recursos
6x; + 8x, = z(max) 120y, + 80y, = v (min)
2x; + 3x, < 120 2y, + 2y, = 6
2x; + x, < 80 3yp + y, = 8

x,% = 0 Wy = 0

En esta comparacion se puede observar que el problema primal busca maximizar la funcioén
objetivo sujeto a restricciones del tipo menor o igual, mientras que el problema dual busca minimizar la
funcién objetivo sujeta a restricciones del tipo mayor o igual, o sea de sentido contrario. Ademas, los
coeficientes de la funcién objetivo del problema dual (i.e. 120 y 80) son los parametros del problema
primal y los parametros del problema dual son los coeficientes de la funcion objetivo del problema primal
(i.e. 6 y 8). También se observa que el problema dual tiene una variable asociada (i.e. y,, y») para cada
una de las restricciones del problema primal (tiempo de traslado, tiempo de captura) y una restriccion
asociada (contribucién de las actividades) para cada variable primal del problema (i.e. x;, x;). Estas
observaciones podrian usarse para enunciar las reglas de construccion de un problema dual a partir de
un primal estandar.

Formulaciones estandar
Las relaciones presentadas son absolutamente simétricas, es decir que estan definidas de tal

manera que si se aplican las reglas de la dualidad a un problema dual lo que se obtiene es su problema
primal. Esto permite afirmar que el problema dual de un problema dual es su problema primal y es la
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razon por la cual no es muy importante cual de los dos problemas se identifica como primal. Si se
adopta como formulacién estandar para el problema primal:

n

Maximizar z= Z C;X;

[x] j=1
, C (6)
sujetoa: Z aijSbi(iZI, 2, ..., m)
j=1
x;20(j=1,2,...,n)
se tiene para el problema dual la siguiente formulacion estandar:
m
Minimizar v= Z b.y,
] i=1
(7)

sujetoa: z aijinCj(j:L 2,...,n)
i=1

y>0(i=1,2,...,m)

Si usamos la notacién matricial, lo mismo se podria formular mas compactamente:

*  Problema primal: encontrar max z tal que Ax <b,x >0, c'x = z(A: mx n)
*  Problema dual: encontrar min v tal que A’y > ¢,y =0, by = v(A: mx n)

en la que z y v son escalares que representan el valor de las funciones objetivos primal y dual,
respectivamente, A es la matriz de los coeficientes de las restricciones, x e y son vectores columna que
simbolizan a las variables primal y dual, respectivamente, ¢ es el vector columna de los coeficientes de
la funcién objetivo primal, b es el vector columna de los pardmetros primales, m es el nimero de
restricciones primales (filas) y n es el ntimero de variables primales (columnas).

Formulaciones no estandarizadas

Si el problema primal esta formulado con una funcién objetivo que se busca minimizar y en sus
restricciones aparecen ecuaciones o inecuaciones del tipo mayor o igual, ie no esta formulado de
manera estandar, las reglas de formulaciéon del problema dual requieren ciertas consideraciones
especiales.

La formulacién dual de un problema primal no estandarizado puede ser hecha de dos maneras
distintas. La primera es operar algebraicamente sobre el problema primal para convertirlo en un
problema estandar. Para ello se debe recordar que minimizar una funcién objetivo en z es equivalente a
maximizar su opuesto (i.e. minimizar z = maximizar -z), que una restriccién mayor o igual puede ser
invertida multiplicAndola por -1 y que una ecuacién puede ser reemplazada con dos inecuaciones de
sentido contrario con idéntico pardmetro, debiéndose luego multiplicar la del tipo mayor o igual por -1.
Por ejemplo, para una variante del problema del predador-presa que ahora se tendra como problema
primal:

La dualidad y la interpretacion... - Pagina 3 de 8



Minimizar z= 2x +x,
sujetoa: 2x +3x,<120
6 x,+8x,2>240 (8)
3x,+2x,=90
x,20, x,20

Para ponerlo en formato estindar, primero es necesario multiplicar la funcién objetivo por -1
para obtener un problema de maximizacion:

Maximizar —z=—2x,—x,

Luego es necesario operar sobre las tltimas dos restricciones para convertirlas en inecuaciones
del tipo menor o igual. Para convertir la segunda simplemente se la multiplica por -1:

—6x,—8x,<—240
Mientras que la tercera debe ser reemplazada por dos inecuaciones, en una primera etapa

3x,+2x,<90
3x,+2x,290

Para luego multiplicar la segunda de las nuevas inecuaciones por -1 y asi obtener

3x,+2x,<90
3x,+2 x,<—90

Entonces el problema primal originalmente no estandarizado puede ser escrito como uno
estandar equivalente:

Maximizar —z= —2x,—x,
sujetoa: 2x,+3x,<120
—6x,—8x,<—240
3x,+2x,<90
—3x,—2x,<-90
x,20, x,20

©)

Y una vez puesto en formato estandar, se pueden aplicar las relaciones definidas para obtener su
problema dual:

Minimizar v=120y,—240y"',+90y',—90y",
sujetoa: 2y, —6y,+3y,—3y",=>—2 (10)
3y, —8yht2ys—2y">—1
=0

y:=0, y',=20, 520, y";=>

Puesto que los coeficientes de las ultimas dos variables duales so6lo difieren en signo en toda la
formulacién, se han identificado con el mismo subindice (3); y dado que los signos de la segunda
variable dual fueron causados por la inversién del sentido de la desigualdad, se la ha notado con el signo
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prima ('). Si se considera que la diferencia entre dos variables no negativas resulta en otra variable que
puede tener cualquier signo, siempre que se impida que ambas sean estrictamente positivas
simultaneamente, se puede concebir y',—¥",=y,, en la que y; es una variable irrestricta. De manera
analoga, si en la diferencia entre dos variables no negativas se anula la primera de ellas, entonces la
variable resultante serd una variable no positiva. Por ejemplo, si en y',—¥",=Y, se tiene que y',=0 ,
entonces —Y",=¥,<0 , lo que permite que y",=0, ie. una variable no negativa, sea usada para
reemplazar a una variable no positiva. Con estas sustituciones, el problema dual se puede escribir:

Minimizar v=120y,+240y,+90y,
sujetoa: 2y,+6y,+3y,=>—2
3y,+8y,+2y,=>—1

y,=0, y,<0, y, irrestricta

(11)

Con lo que queda mas claro que la formulacion dual tiene tantas variables como restricciones
tiene el primal, en este caso tres. De cualquier manera, si se quiere resolver el problema dual usando el
método simplex sélo se puede usar el problema dado por la ecuacion (10), puesto que el mismo esta
formulado exclusivamente con variables no negativas.

Si se generalizan todas estas observaciones, hay una forma méas simple de desarrollar problemas
duales que no requiere nada en particular acerca del problema primal. Simplemente se debe concebir a
cualquiera de ambos problemas como compuesto por un conjunto de variables con sus restricciones de
signo y por un conjunto de restricciones tales que las variables del primal tienen una correspondencia
biunivoca con las ecuaciones e inecuaciones del dual y tales que las ecuaciones e inecuaciones del primal
tienen correspondencia biunivoca con las wvariables del dual. Para obtener la formulacién dual se
presentan todas las reglas en la siguiente tabla, desarrollada por Dantzig & Thapa (1997), a la que se
debe entrar por la columna que corresponda al sentido de la optimizacion del problema que se haya
seleccionado como primal (i.e. si el problema primal es de minimizaciéon se debe entrar por la segunda
columna):

Problema primal Problema dual

Maximizar objetivo primal Minimizar objetivo dual
Coeficientes de la funcién objetivo primal Parametros del problema dual
Parametros del problema primal Coeficientes de la funcién objetivo dual
Matriz de coeficientes de las restricciones Matriz traspuesta de los coeficientes
Relacion primal Variable dual

i-ésima inecuacion: < yi=0

i-ésima inecuacion: = ¥i<0

i-ésima ecuacion: = y;irrestricta
Variable primal Relacion dual

x =20 Jj-ésima inecuacion: =

x<0 Jj-ésima inecuacion: <

x; irrestricta Jj-ésima ecuacion: =

Para ejemplificar la aplicacién de estas reglas se puede retomar el problema de la ecuacion (8),
que no esta formulado de manera estandar y se lo presenta en una unica tabla junto con su problema
dual. En esta tabla el problema primal se escribe (y lee) horizontalmente de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, para lo cual se identifica en cada columna el nombre de una variable primal y se
anota su restriccion de signo (en este ejemplo x; = 0 y x, = 0), anotando en el cuerpo de la tabla los
coeficientes de cada restricciéon primal (2 y 3 en la primera fila, 6 y 8 en la segunda y 3 y 2 en la tercera).
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En la columna Relacion se anotan los simbolos que identifican a las inecuaciones y ecuaciones primales
(= en la primera fila, > en la segunda e = en la tercera). En la columna Constante se anotan los
parametros primales (120 en la primera fila, 240 en la segunda y 90 en la tercera). Para completar el
primal, en la fila Constante (al final de la tabla) se anotan los coeficientes de la funcién objetivo primal
(2 y 1) y al lado se indica el sentido de la optimizacién: Min z.

Luego el problema dual se escribe (y lee), también de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo,
pero verticalmente, para lo cual se identifica en cada fila el nombre de la variable dual asociada a esa
restriccion primal y se anota la restriccion de signo consultando la tabla anterior. Para ello, se tiene en
cuenta el sentido de la optimizacion del primal -en este caso minimizar- para entrar en la tabla anterior
por la segunda columna, llamada Problema dual, y donde dice Relacién dual leer en la primer columna
las restricciones de signo para las variables duales. En este ejemplo, a la inecuacion < de la primera fila
le corresponde una variable dual no positiva, i.e. y; < 0; a la inecuacién = de la segunda fila le
corresponde una variable dual no negativa, i.e. y, > 0; mientras que a la ecuacién de la tercera fila le
corresponde una variable dual irrestricta, i.e. y; irrestricta). Para completar, en la fila Relacion se debe
anotar el simbolo de las ecuaciones e inecuaciones del problema dual, para lo cual se vuelve a consultar
la tabla anterior entrando por la segunda columna, donde dice Variable dual, para leer en la primer
columna el tipo correspondiente. En este ejemplo y dado que x; = 0 y x; > 0 corresponde anotar dos
inecuaciones del tipo <. Finalmente, debajo de la columna Constante ya completada se anota el sentido
de la optimizacion del problema dual: Max v.

Primal
Variable x120 x>0 Relacion Constante
<0 2 3 < 120
y. =0 6 8 > 240
Dual ys irrestricta 3 2 = 90
Relacion < < Max v
Constante 2 1 Min z

Para mayor claridad, el problema dual en formato no estandarizado del problema dual no
estandarizado queda:

Maximizar v=120y,+240y,+90y,
sujetoa: 2y,+6y,+3y,<2
3y,+8y,+2y.<1
y,<0, y,20, y, irrestricta

(12)

Si se recuerda que el problema primal corresponde exactamente al descripto en la ecuacion (8),
quizas resulte conveniente comparar las formulaciones algebraicas implicitas en la ltima tabla con sus
equivalentes estandarizados de las ecuaciones (9) y (10). Asi tal vez se puede ver que la tabla presenta
todo de manera mas compacta y, en muchos casos, mas naturalmente.

Primal no estandar (Ecuacion (8)) Dual no estandar (Ecuacion (12))

Minimizar z= 2x,+Xx, ..
. Maximizar v=120y,+240y,+90y,
sujetoa: 2x +3x,<120
6 x,+8x,2240
3x,+2x,=90

x,=0, x,20

sujetoa: 2y,+6y,+3y,<2
3y,#8y,+2y,<1
y,<0, y,20, y, irrestricta
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Primal estandar (Ecuacion (9)) Dual estandar (Ecuacion (10))

Maximizar —z= —2x,—Xx,
sujetoa: 2x,+3x,<120 Minimizar v= 120y,—240y',+90y"';—90y",
—6x,—8x,<—240 sujetoa: 2y,—6y',+3y',—3y",=—2
3x,+2x,<90 3y,—8y',+2y',—2y",=2—1
—3x,—2x,<-90 y,20, y',=0, y',=0, y",20

x,20, x,Z0

De todas formas, para resolver un problema como el de la ecuacién (12) con el método simplex
es necesario reemplazar sus variables no positivas e irrestrictas por variables no negativas, como ya se
vio anteriormente. Justamente, operando sobre la ecuacién (10) se obtuvo la ecuacion (11), la cual no se
encuentra en formato estandar y es directamente comparable con la ecuaciéon (12); de hecho son
formulaciones equivalentes (i.e. con el mismo conjunto solucién). Esto es facilmente comprobable si se
desarrolla a partir de la ecuacién (12) una version construida exclusivamente con variables no
negativas, es decir una formulacién directamente comparable y equivalente con la dada por la ecuacion
(10) y que ademas se puede resolver con el simplex y queda:

Maximizar v=—120y" +240y,+90y’',—90 ",
sujetoa: —2y" +6y,+3y"',—3)",<2
=3y 8y, +2y—2y";sl
y",=0,y,20,y'520, y",20

(13)

Si se observa con atencion, las dos formulaciones de las ecuaciones (10) y (13) tienen las
variables wvicarias de las no positivas en distintas columnas, ademas de que el sentido de sus
optimizaciones es opuesto. Sin embargo, ambas pueden ser llevadas al simplex para comprobar que
presentan la misma solucion.

Relaciones primal/dual y factibilidad

No todos los pares de problemas tienen solucion factible, de modo que las cuatro combinaciones
son posibles:

1. Tanto el problema primal como el dual son factibles. Entonces Max z = Min v

2. El problema primal es factible pero el dual no es factible. Entonces Max z — +o0
3. El problema primal no es factible pero el dual es factible. Entonces Min v — -oo0
4. Tanto el problema primal como el dual no son factibles

Teoremas

Se han postulado y demostrado varias versiones del teorema de la dualidad, las que resultan ser
una expresion que describe el rango de valores posibles para las soluciones objetivos de los problemas
primales y duales, en particular para el interesante caso en que ambos presentan soluciones factibles.
Aqui simplemente se daran sin pruebas dos versiones:

Teorema de la dualidad débil: sea x| cualquier solucion factible del problema primal dado en
la ecuacién (6) e ¥, cualquier solucién factible de su problema dual dado en la ecuacién (7), entonces

n m
chx;:sz”:Z by, (14)
j=1 i=1
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Corolario: cualquier solucién factible del problema dual provee una cota superior para los
valores de la funcién objetivo del primal que se puedan obtener con soluciones factibles.
Simétricamente, cualquier solucion factible del primal provee una cota inferior para los valores de la
funcidn objetivo del dual que se puedan obtener con soluciones factibles.

Teorema de la dualidad estricta: si el problema primal dado por la ecuacion (6) tiene solucion
factible y su problema dual dado por la ecuacion (7) tiene solucion factible, entonces existen soluciones

factibles 6ptimas para el primal x,=x’, y el dual y;=y; , tales que

Yoexj=z"=v"=3 by (15)
j=1 i=1

Por ultimo, una importante propiedad de los sistemas primales y sus duales es conocida como
holgura complementaria y se ha postulado un teorema que la describe:

Teorema de la holgura complementaria: para soluciones factibles dptimas del problema
primal de la ecuacién (6) y su dual de la ecuacién (7), toda vez que una relacion de cualquiera de ellos
tiene holgura, su variable dual asociada es nula; si una variable de cualquier sistema es positiva, la
relacién asociada en su dual esta estrictamente satisfecha.
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